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Vorwort. 



_ Als ich von der Verlagsbuchhandlung von B. G. Teubner in Leipzig 

O die dankenswerte Aufforderung erhielt, im Anschluß an die Enzyklo- 

pädie der mathematischen Wissenschaften ein Lehrbuch, über die 
Theorie der Flächen zweiter Ordnung zu verfassen, schien es mir von 
vornherein unerläßlich, die Lehre von den räumlichen Gebilden erster 
Ordnung als Einleitung vorauszuschicken in ähnlicher Weise, wie es 
0. Hesse in seinen Vorlesungen über analytische Geometrie des Raumes 
getan hat. Bei der Ausarbeitung machte es sich indessen immer 
mehr fühlbar, daß gerade dieser Teil der räumlichen Geometrie ohne 
Anschluß an die Geometrie der niederen Mannigfaltigkeiten keine 
lückenlose Darstellung finden konnte (vgl. besonders §§ 65 — 69 des 
Textes). . 

Daher entschloß ich mich in einer besonderen Monographie eine 
analytische Geometrie des Punktes, der geraden Linie und der Ebene 
zu entwerfen, welche in einheitlicher und vergleichender Darstellung die 
Grundlehren der Koordinatengeometrie in den verschiedenen Mannig- 
faltigkeiten umfaßt. 

Nach dem Plane von B. G. Teubners Sammlung von Lehrbüchern 
auf dem Gebiete der mathematischen Wissenschaften versucht das Buch 
mit einer systematischen Anordnung des Stoffes und mit Hinweisen 
auf die historische Entwicklung der Methoden vor allem den Cha- 
rakter eines Lehrbuchs zu verbinden. 

Den Hauptinhalt bildet die Erklärung und der Gebrauch der ver- 
schiedenen Koordinatensysteme, die im ersten Abschnitt für die Punkt- 
reihe und den Strahlbüschel, im zweiten für die Ebene und im dritten 
für den Baum, sowie für den Ebenenbüschel und das Bündel behandelt 
werden. Wie das Inhaltsverzeichnis näher erkennen läßt, wird ia 
jedem einzelnen Abschnitte, im wesentlichen dem historischen Gange 
folgend, von dem Begriff der Cartesischen Koordinaten unter Her- 
vorhebung der einzelnen Schritte der Weiterentwicklung bis zu den 
projektiven Koordinaten übergegangen und an den Gebilden erster 
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rV Vorwort. 

Ordnung die Anwendung der verschiedenen Koordinaten gezeigt. Da- 
bei ist weniger eine erschöpfende Behandlung als eine XJbersicht über 
die für den Gebrauch wichtigsten Begriffe und Methoden angestrebt. 
Als Einigungspunkt der gesamten Entwicklung, dessen Bedeutung 
(vgl. § 64) zugleich die Zusammenfassung des Stoffes in eine Mono- 
graphie rechtfertigt, ist das Stichwort „Lineare Gleichungen und lineare 
Transformation" zu betrachten. Auch die teilweise außerhalb des 
Rahmens der Gebilde erster Ordnung liegenden Entwicklungen der 
§§ 70-:-72 sind deshalb dem Buche angereiht, weil sie eine unmittel- 
bare Anwendung der linearen Transformation ausmachen. 

Innerhalb dieser Anordnung ist der Charakter der Monographie 
bis ins Einzelne durchgeführt, indem jeder Artikel unter einer be- 
sonderen Überschrift eine bestimmte Aufgabe behandelt. Dadurch 
soll es neben der systematischen Aufeinanderfolge der gesamten Ent- 
wicklung tunlichst erreicht werden, auch jeden einzelnen Artikel aus 
dem Zusammenhange heraus verständlich zu machen. In diesem Sinne 
sind auch die zahlreichen einfachen 2^i<gfwre/t aufzufassen, die, jede in 
der Regel nur für einen einzigen Artikel bestimmt, hauptsächlich 
einer schnellen Übersicht über die jedesmal in Frage kommenden 
Begriffe und Benennungen dienen sollen. 

Als Lehrbuch bietet das Werk eine für sich allein verständliche 
Einleitung in die analytische Geometrie der Ebene und des Raumes 
und ist in erster Linie als Handbuch zu den akademischen Vor- 
lesungen und Übungen gedacht. Es legt deshalb gerade auf manche 
Dinge Nachdruck, die beim mündlichen Vortrag aus Mangel an Zeit 
und Raum naturgemäß zurücktreten müssen: auf die ausführliche 
Fassung der Definitionen und Lehrsätze; auf die vollständige Auf- 
stellung häufig gebrauchter Formelsysteme auch in verschiedenen Be- 
zeichnungsweisen (vgl. z.B. §63,(1) und (25); §51 und §61); end- 
lich auf die Vergleichung verwandter und analoger Betrachtungen und 
Formeln auseinanderliegender Kapitel (z. B. § 25, 7 und § 62, 4), die 
teils durch beständige Verweise im Text, teils durch die Anmerkungen 
erleichtert werden soll. 

Die Anmerkungen selbst stehen außerhalb der systematischen Ent- 
wicklung. Die beiden ersten enthalten eine Zusammenstellung der- 
jenigen Sätze über Determinanten und lineare Gleichungen, welche 
die überall wiederkehrenden analytischen Hilfsmittel für die Betrach- 
tungen des Textes ausmachen. Diese Sätze sind zwar ohne Beweise, 
aber in ausführlicher und für die unmittelbare Anwendung fertiger 
Form, und zwar für die drei hauptsächlich in Betracht kommenden 



Vorwort. V 

Anzahlen der Elemente besonders angegeben. Die übrigen Anmer- 
kungen enthalten neben Quelleuangaben auch vergleichende Über- 
sichten über die verschiedenen Teile des Buches. Da für die Quellen- 
angaben neuere geschichtliche Werke, sowie die Enzyklopädie der 
mathematischen Wissenschaften vorliegen, so konnte vielfach auf diese 
Bezug genommen werden. 

Das neben dem Inhaltsverzeichnis beigegebene Register soll das 
leichte Auffinden der behandelten Gegenstände nach den Stich Worten 
gewährleisten. 

Der Verlagsbuchhandlung von Teubner habe ich nicht nur für 
die Anregung zu diesem Buche, sondern auch für ihr stets bereit- 
williges Entgegenkommen beim Druck und für die Ausstattung des 
Buches meinen besten Dank auszusprechen. 

Rostock, 17. September 1905. Staude. 
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I. Abschnitt. 

Die gerade Linie nnd der StraMbttschel. 

§ 1. Die gemeine Koordinate des Punktes. 

1. Begriff der Strecke. Zwei Punkte Ä und B einer geraden 
Linie (geraden Punktreihe) begrenzen auf ihr eine Strecke (Fig. la), 
die mit AB oder BA bezeichnet werden kann.^) 

Indem wir. jedoch die beiden Punkte A und B nicht unter- 
schiedslos als Grenzpunkte der Strecke ansehen, sondern den einen 
Punkt A als ihren Anfangspunkt von dem . „ 

f andern B als ihren Endpunkt unterschei- ^^ ° ° — 

den, legen wir der Strecke einen be- 

! stimmten Durchlaufungssinn (Fortschrei- j> p ^ 

tungs-, Schiebungssinn) bei, der von A 

nach B hinführt. Wir deuten ihn (Fig. Ib) ^j A B 

durch eine an den Endpunkt B gesetzte ^. ^ 

Pfeilspitze und in der entsprechenden Be- 
zeichnung AB durch die Beihenfolge der Buchstaben an. Unter BA 
verstehen wir dann die von denselben Punkten (Fig. Ic) begrenzte 
Strecke mit umgekehrtem Durchlaufungssinn. 

3. Die absolute Länge der Strecke. Die absolute Länge (Größe) 
AB der Strecke AB (die absolute Entfernung der Punkte A und B 
voneinander) ist durch die Anzahl der Längeneinheiten bestimmt, die 
auf die Strecke gehen.*) Sie ist unabhängig vom Durchlaufungssinn, also: 



<1) BA = AB. 

3. Die gerichtete Gerade. Einen der beiden einander entgegen- 
gesetzten Durchlaufungssinne der unbegrenzten geraden Linie nennen 
wir den positiven, den andern den ne- 
gativen Durchlaufungssinn der Geraden. j.. ^ 
Den positiven, bei horizontaler Lage 

der Geraden in der Regel den nach rechts, machen wir durch einen 
•der Geraden beigesetzten Pfeil (Fig. 2) kenntlich und nennen diese 
alsdann eine gerichtete Gerade}) 

Staude, analyt. G-eometrie. 1 



2 § 1, 4—6. 

4. Die relative Länge einer Strecke auf einer gerichteten Ge- 
raden. Liegt nun die Strecke AB in einer gerichteten Geraden 
(Fig. 3), so verstehen wir unter der (relativen) Länge AB der Strecke^) 
(der Entfernung oder dem Abstände des Punktes B vom Punkte A) 
eine Zahl, die ihrem absoluten Betrage nach gleich AB, übrigens aber 

^ ff positiv oder negativ sein soll, je nach- 

dem der Durchlaufungssinn der Strecke 
(vgl. §1,1) mit dem positiven oder mit 
dem negativen Durchlaufungssinn der Geraden (vgl. § 1, 3) übereinstimmte 
Daher ist für dieselben beiden Punkte A, B stets ^): 

(2) BA=^-AB oder AB + BA=^Q, 

5. Die Strecken dreier Punkte. Drei auf einer gerichteten Ge- 
raden liegende Punkte A, B, C (Fig. 4) begrenzen drei Strecken. 
Zwischen diesen besteht, in welcher Anordnung auch die drei Punkte 
auf der Geraden liegen mögen, immer die Beziehung®): 

(3) BC+CA + AB = 0. 

A B C 0. ^ P 

-o — — o o ■ > ff- o > i 



Fig. 4. Fig. 5. 

6. Die gemeine Koordinate des Punktes. In einer gerichteten 
Geraden sei ein fester Punkt angenommen (Fig. 5). Er teilt die 
Gerade in zwei Schenkel (Halbstrahlen, Halbachsen), von denen der 
dem positiven Durchlaufungssinne folgende der positive, der andere der 
negative Schenkel genannt wird. 

Jeder beliebige Punkt P der Geraden hat nach § 1, 4 von dem 
festen Punkte einen bestimmten Abstand: 

(4) X = OP, 

der die (gemeine) Koordinate (das Bestimmungsstück) des Punktes P 
heißt.») 

Der feste Punkt heißt Koordinatenanfangspunkt Er bildet 
zusammen mit dem festgesetzten Durchlaufungssinne der Geraden und 
der gewählten Längeneinheit das Koordinatensystem, auf welches sich 
die Koordinate x bezieht. 

Bei gegebenem Koordinatensystem gehört zu jedem Punkte P der 
Geraden eine einzige bestimmte Koordinate x und zu jeder als Ko- 
ordinate gegebenen positiven oder negativen Zahl x ein einziger be- 
stimmter Punkt der Geraden.^^) 



§ 1, 7—10. 



?• Besondere Koordinatenbeziehungen. Der Punkt selbst 
hat die Koordinate rr = 0; alle Punkte P auf dem positiven Schenkel 
haben positive, alle auf dem negativen Schenkel negative Koordinaten. 
Zwei Punkte mit entgegengesetzt gleichen Koordinaten x = a und 
X = — a haben dieselbe absolute Entfernung von (Fig. 6). 
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Fig. 6. 
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8. Darstellung der Länge einer Strecke durch die Koordinaten 
der Endpunkte. Sind x und x die Koordinaten zweier Punkte P 
und P' auf der Geraden (Fig. 7), so ist nach (3) und (2): 

PP' = OP' - OP 
oder nach (4): 

(5) PP' ^x' -X, 

Die Länge der Strecke PP' oder die Entfernung des Punktes P' vom 
Punkte P ist also gleich der Differenz der Koordinaten von P' und P. 

9. Strecken zwischen vier Punkten. In der identischen Gleichung: 

(x^-x^) (x^ — x^) + (x^ — x^) (x^-x^) + (x^ — A\) {x^-x^) = 

seien x^y x^, x^j x^ die Koordinaten von vier Punkten A, B, C, D 
(F^. 8). Mit Rücksicht auf (5) folgt daher, daß die Strecken zwischen 
vier beliebigen Punkten A, B, G, D einer Geraden stets die Be- 
ziehung erfüllen ^^): 

(6) BC ' AD + CA ' BD + AB ' CD = 0. 
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Fig. 9. 



10* Die Transformation der E!oordinaten. Zwei in derselben 
ungerichteten Geraden liegende Koordinatensysteme haben zwei be- 
liebige Anfangspunkte und 0'; je nachdem alsdann der zugehörige 
Durchlaufungssinn (vgl. §1,6) für beide Koordinatensysteme gleich 
(Fig. 9) oder entgegengesetzt gerichtet ist, heißen diese gleichsinnig oder 
ungleichsinnig (gleich oder ungleich orientiert).^^) Wir gehen von einem 
Koordinatensystem mit dem Anfangspunkte und mit gegebenem 
Durchlaufungssinne (Fig. 9) aus. Von einem neuen gleichsinnigen 
Koordinatensystem sei der Anfangspunkt 0' durch seine Koordinate 
X = Xq im alten System gegeben. Sind dann x == OP und x' = O'P 
die Koordinaten eines und desselben Punktes P in beiden Systemen, 

so ist nach (3) und (2): 

1* 
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Zwischen alter und neuer Koordinate des Punktes P besieht daher die 

Gleichung: 

(7) X = Xq^ x\ 

Wäre das neue System mit dem alten ungleichsinnig, so würde sie 

lauten: 

(7') x = Xq — x\ 

11. Die Gleichung des Punktes. Statt die Koordinate eines 
Punktes unmittelbar anzugeben, kann man eine Gleichung von der 

Form: 

(8) Ax + B=^0 

geben, deren Auflösung nach x in: 

(9) a. = -J 

die Koordinate selbst liefert Man nennt (8) die Gleichung des 
Punktes. 

12. Die Gleichungen zweier Punkte. Zwei durch ihre Glei- 
chungen: 

(10) Ä^x + ^1 = 0, Ä^x + B^ = 

gegebene Punkte fallen zusammen oder sind getrennt, je nachdem die 
Determinante (vgl. Anm. 1, 1, (1)) : 

A B, 
verschwindet oder nicht verschwindet. 



(11) C = 



§ 2. Die gemeine Koordinate des StraUes. 

1. Winkel zweier gerichteten Geraden. Zwei in einem Punkte 
S sich schneidende gerichtete (vgl. § 1, 3) Geraden (gerichtete Strahlen) 
a und h begrenzen mit ihren von S ausgehenden positiven Schenkeln 
(vgl. § 1, 6) zwei bestimmte Winkel ah (Fig. 10), einen konkaven und 
einen konvexen}) Indem wir die beiden positiven Schenkel nicht unter- 
schiedslos als die Schenkel eines solchen Winkels ai ansehen, sondern 
den Schenkel a als Änfangsschenkel von dem Schenkel b als End- 
Schenkel unterscheiden, legen wir dem Winkel einen bestimmten Drehungs- 
sinn beiy in welchem der Schenkel a durch Drehung um S über den 
Winkel hinweg nach dem Schenkel b hingeführt wird. Wir deuten 
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diesen Drehungssinn sowohl bei dem konkaven als auch bei dem 
konvexen Winkel durch einen von a nach h hinweisenden Pfeilbogen 
(Fig. 10) an. 

2. Die absolute Größe des Winkels. Die absolute Größe ah 
des Winkels der gerichteten Geraden a und b wird durch die absolute 
Länge AB (vgl. § 1, 2) des Kreisbogens bestimmt (Fig. 11), der um 
S mit dem Radius 1 zwischen den Schenkeln des Winkels beschrieben 
ist.^) Daher hat man stets: 

(1) ba = ab. 

Wenn ä die absolute Größe des konkaven Winkels ab ist, so ist die 
absolute Größe des konvexen Winkels ab: 

(2) ä^^27t — ä (0<cc^ ijr). 

Beide haben denselben Kosinus , aber entgegengesetzte Sinus und 
Tangenten: 



(3) 



COStti 



cos«; 



sin«!«— sin«; tgcc^= — tg«. 



3. Der gerichtete Strahlbüschel. Alle durch S gehenden (ge- 
richteten oder ungerichteten, vgl. § 2, 7 und 11) Strahlen bilden einen 






Fig. 10. 



Fig. 11. 



Fig. 12. 



StrahJbüschel}^) Einen der beiden einander entgegengesetzten Drehungs- 
sinne um den Punkt 8y das Zentrum (den Mittelpunkt) des Strahl- 
büschels, nennen wir ^eiL positiven, den andern den negativen Drehungs- 
sinn des Büschels. Den positiven, in der Regel den der Bewegung 
des Uhrzeigers entgegengesetzten, machen wir durch einen um S ge- 
legten Pfeilbogen (Fig. 12) kenntlich und nennen den Büschel nun- 
mehr einen gerichteten Strahlbüschel}) 

4. Relative Größe des Winkels zweier gerichteten Geraden im 
gerichteten Strahlbüsohel. Gehören die Schenkel des Winkels ab 
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Fig. 18. 



(Fig. 13) einem gerichteten Büschel an, so verstehen wir unter der 
{relativen) Größe ah des Winkels der gerichteten Geraden b gegen die 

gerichtete Gerade a, eine Zahl, die ihrem absoluten 
Betrage nach gleich ah, übrigens aber positiv oder 
negativ ist, je nachdem der Drehungssinn des Winkels 
(vgl. §2,1) mit dem positiven oder mit dem negativen 
Drehungssinn des Strahlhüschels (vgl. § 2, 3) üherein- 
stimmt Daher ist stets: 

(4) ha = — ah oder ah + ha =^ 0. 

Wenn 

(5) a = aä (s = ± 1) 

die relative Größe des konkaven Winkels ah ist (in Fig. 13 ist 
£ = + 1), so ist die relative Größe des konvexen Winkels (vgl. (2)) stets: 

(6) «1 = — fäj == — s(27C — a), 

da die Drehungssinne beider Winkel entgegengesetzt sind. Nach (5) 
ergibt sich aber aus (6): 

(7) cc^ = a — £ • 2;r. 

Sehen wir daher von —8-2% (wie überhaupt von Vielfachen von 27t) 
ah, so haherb der konkave und der konvexe Winkel ah (sowie der in 
seinem Drehungssinne noch um weitere volle Umdrehungen veränderte 
Winkel) dieselbe relative Größe. Wir können also schlechthin von 
der relativen Größe des Winkels ah der Geraden h gegen die Gerade 
a sprechen**), ohne den konkaven und den konvexen Winkel zu unter- 
scheiden. 

Die Formel (4) gilt auch für diese Auffassung, aber nur his auf 
Vielfache von 2%. Im Gegensatz zu (3) wird nach (7) auch: 



(8) 




Fig. 14. 



008«!== COS«, sinai = sina', tga^ = tga. 

Für die Funktion Kosinus, für die nach (5) auch 
^ cosa==cosä wird, ist es überall gleichgültig, ob 
man den konvexen oder konkaven Winkel, sei es 
in absoluter, sei es in relativer Größe, benutzt. 
f^ 5. Winkel zweier ungerichteten G-eraden im 

gerichteten Strahlbüschel. Ändert man bei gleich- 
bleibendem Drehungssinne des Strahlbüschels die 
Pfeilspitze einer der Geraden a und 6 (etwa a in a* 
Fig. 14), so ändert sich die relative Größe des 
Winkels ah stets um % oder — jr = jr — 2;r 
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* 



(^ - a), 



(in Fig. 14 ist « = ä, «^ = — (2:r — ä), a 
«1* = (;r + ä)). 

Daher ist die {relative) Größe a^ah des Winkels der ungerichteten 
Geraden h gegen die ungerichtete Gerade a (Fig. 15) nur bis auf Viel- 
fache von % bestimmt Dagegen ist ig cc eindeutig bestimmt. 

Man erhält a, indem man einen Schenkel von a bis zum Zu- 
sammenfall mit einem Schenkel von b um S dreht, die absolute Größe 
des überstrichenen Winkels nimmt und das Zeichen + oder — gibt, 
je nachdem man im positiven oder negativen Sinne des Büschels ge- 
dreht hat. 

6. Die Winkel von drei dnroh einen Funkt gehenden ge- 
richteten Geraden. Drei einem gerichteten Büschel mit dem Zentrum 
S aogehörige gerichtete Geraden a, b, c (Fig. 16) begreuzen drei 





ip*3l 




>0 



^^ 



f'^ 



Fig. 16. 



Fig. 16. 



Fig. 17. 



Winkel. Zwischen diesen besteht, in welcher Anordnung auch die 
drei Geraden durch S gehen mögen, bis auf Vielfache von 2;r immer 
die Beziehung^^): 

(9) 6c + ca + a6 = 0. 

7. Die gemeine Koordinate im Büschel gerichteter Strahlen. 
Alle durch einen Punkt S gehenden gerichteten Geraden (gerichteten 
Strahlen) bilden einen Büschel gerichteter Strahlen, Einen festen Strahl 
o des gerichtet gedachten Büschels (Fig. 17) wählen wir als Anfangs- 
strahl. Jeder beliebige Strahl p des Büschels bildet dann ^inen be- 
stimmten Winkel: 

(10) q) = op 

gegen den Anfangsstrahl o. Dieser Winkel heißt die Koordinate (der 
ItichtungswinTceT) des Strahles p. 

Der gerichtete Anfangsstrahl o zusammen mit dem Drehungssinne 
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des Büschels bildet das Koordinatensystem. Bei gegebenem Koordinaten- 
system gehört nach § 4^ 4 zu jedem gerichteten Strahl p des Büschels 
eine bis auf Vielfache von 2% bestimmte Koordinate ^ und umgekehrt 
zu jeder als Koordinate gegebenen Zahl (p ein bestimmter gerichteter 
Strahl des Büschels,^®) 

8* Besondere Koordinatenbesiehungen. Der Strahl o, der in 
Fig. 17 nach rechts läuft ^ hat dre Koordinate 9^ =» 0^ der zu o senk- 

i-echt nach oben laufende q> = -^, der nach links laufende qp = ä, der 

senkrecht nach unten laufende qp = -— • Je zwei Strahlen 9? und 

q) ±i% fallen mit entgegengesetzten Pfeilspitzen ineinander. 

9« Darstellung des Winkels zweier Strahlen durch ihre Ko- 




^o 




Fig. 18. 



Fig. 19. 



ordinaten. Sind 9 und (p' die Koordinaten zweier Strahlen p und 
// (Fig. 18), so ist nach (9): 

pp = op — op 
und daher nach (10): 

(11) 2?/ = 9' -9 

(vgl. § 1, (o)). 

10. Die Transformation der Koordinaten. Zur Transformation 
auf ein neues gleichsinniges Koordinatensystem (vgl. § 1, 10), dessen 
Anfangsstrahl im alten System die Koordinate 9 = 9^0 ^^^y dient die 

Formel (Fig. 19): 

(12) 9, =. 9)^ + ^'. 

11. Die gemeine Koordinate im Büschel ungerichteter Strahlen. 

Alle durch einen Punkt S gehenden ungerichteten Geraden (ungerichteten 

'-^ Strahlen) bilden einen Büschel ungerich- 
teter Strahlen (ßtrahlhüschel schlechthin). 
S ^ '^ Einen festen Strahl des gerichtet ge- 

dachten Büschels (Fig. 20) wählen wir 
als Anfangsstrahl. Jeder beliebige Strahl 
Fig. 20. P des Büschels bildet dann nach § 2, 5 
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einen bis auf Vielfache von tc bestimmten Winkel (p ^ op gegen den 
Anfangsstrahl 0. Zu jedem Strahl p gehört daher ein einziger Wert von 

(13) tg9«tgop. 

Wir nennen ig(p die Koordinate des Strahles p. 

Bei gegebenem Koordinatensyste^Uy bestehend aus dem ungerich- 
teten Anfangsstrahl o und dem Drehungssinne des Büschels ^ gehört 
auch zu jeder als Koordinate tg^ gegebenen Zahl ein bestimmter un- 
gerichteter Strahl p. Um ihn zu erhalten^ hat man nach § 2^ 5 einen 
der positiven oder negativen Winkel 9, die zu gegebenem i^q> ge- 
hören^ auszuwählen und den Anfangsstrahl in dem dem Vorzeichen 
von (p entsprechenden Sinne so weit um S zu drehen, daß einer der 
Schenkel von den Winkel 9? nach seiner absoluten Größe beschreibt. 

12. Die Gleichung des ungerichteten Strahles im gerichteten 
Büschel. Statt die Koordinate igtp eines ungerichteten Strahles un- 
mittelbar anzugeben, kann man auch eine Gleichung von der Form: 

(14) J. + mg9 = 

geben, deren Auflösung nach tgqp die Koordinate selbst liefert. Man 
nennt (14) die Gleichung des Strahles im Büschel ungerichteter Strahlen 
(vgl. § 1, 11). 

§ 3. Das einfache und doppelte Teilungsverhältnis 

auf der geraden Linie. 

1. Begriff des Teillingsverhältnisses. Ist P^F^ eine Strecke und 
P irgend ein Punkt auf einer gerichteten Geraden (vgl. §1,8), so 
ist (Fig. 21): ^ ^ P p R 

(1) Vv = ^ ^-*-e*) 

^ ^ PiP Fig. 21. 

das Verhältnis y nach welchem die Strecke PiP^ vom Punkte P geteilt 
wird}^) Es ist hei gegebenen festen Punkten P^ P^ für jeden Punkt P 
eindeutig bestimmt 

Da es bei einer gleichzeitigen Umkehr der Vorzeichen der beiden 
Strecken P^P und P^P sich nicht ändert, ist es von dem für die Ge- 
rade festgesetzten Durchlaufungssinne unabhängig (dies ist in Fig. 21 
durch Einklammern der Pfeilspitze angedeutet). 

2. Darstellung des Teilungsverhältnisses in Koordinaten. Sind 
x^, x^y X die Koordinaten der Punkte P^, Pg, P (Fig. 22) aus 
§ 1, 6, so ist das in (1) definierte n E t^ B 

Teilungsverhältnis nach § 1, (5) in der -^ ^ 5 ^ ^ 

Form: i^g. 22. 



10 § 3, 8-5. 



(2) A = ''~*' 



w """* *^S 







dargestellt. Umgekehrt ergibt sich bei gegebenem l für die Ko- 
ordinate des Punktes P: 

(3) ^==5i_zi^. 

Er ist hei gegebenen festen Punlcten P^, Pj für jeden Wert von k ein- 
deutig bestimmt 

3. Verteilung der Werte von X. Das Teüungsverhaltnis k in 
(1) ist nach § 1, 4 positiv oder negativ^ je nachdem P außerhalb oder 
innerhalb der Strecke P^ Pg liegt (Fig. 23). Den Werten A = und 
A = oo entsprechen die Punkte P^ und Pg selbst; dem Werte A = — - 1 

X ^^ der Mittelpunkt Jf der Strecke P^P^y 

.-— — ^p^f^iLA- p P p ' ^^^ ^®° somit nach (3): 

*' Der Mittelpunkt ilf teilt die Gerade in 

zwei Schenkel. Der eine Schenkel enthält die Punkte P, für die 
P^ < ^P (vgl. § 1, 2) ist, der andere die Punkte, für die P^P < ^P 
ist. Für jene ist der absolute Wert 2 < 1, für diese > 1. 

4. Der unendlich ferne Funkt der Greraden. Dem Werte A = 1 
würde nach (3) der Wert x ^ <x> entsprechen. Auch das Strecken- 
verhältnis P^P : P^P in (1) nähert sich immermehr dem Werte 1, 
wenn der Punkt P weiter und weiter n<ich links oder rechts hin auf 
der Geraden sich entfernt. 

Wir nehmen daher ,,einen unendlich fer'nen PunM^ P^ der Geraden 
an ^'^)j der dem Werte A = 1 (x = cx)) entspricht. 

Alsdann gehört ausnahmslos su jedem Werte des TeHungsverhält- 
nisses k ein und nur ein Punkt der Geraden^ wie auch zu jedem Punkte 
ein Wert k. 

5. Begriff des Doppelverhältnisses. Sind auf der Geraden vier 
beliebige Punkte P^P^P^P^ (Fig. 24) gegeben, so nennt man das Ver- 
hältnis der beiden Teilungsverhältnisse, nach welchen die Strecke P1P2 
von den Punkten Pg und P^ geteilt wird (vgl. (1)), nämlich: 

P P P P -^1 ^8 

^ ^ ° — °~ rpx\ A — ^ — ^2^» — ^^-^8 ^8^4 

W ^-;i, -p/p, F,P/P,P, 

Fig. 24. ^^ 

-'S ■'^4 

das doppelte Teilungsverhältnis, nach dem die Strecke P^P^ von den 
Punkten Pg und P4 geteilt wird, oder kurz das Boppelverhältnis^^) 
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der viet* Punkte P^, P^, Pg, P^. Es ist, wie das einfache Teilungs Ver- 
hältnis, vom Durchlaufungssinne der Geraden unabhängig. 
Man bezeichnet es auch kurz mit dem Symbol: 

(6) d={p,p,p,p:) 

womit zugleich auf die Abhängigkeit von der Reihenfolge der vier 
Punkte hingewiesen werden soll. 

Vier Punkte einer Geraden haben, in einer bestimmten Reihenfolge 
genommen, ein völlig bestimmtes Doppelverhältnis. 

6. Darstellung des Doppelverhältnisses in Koordinaten. In 
den Koordinaten x^, x^, x^, x^ der vier Punkte P^, P^, Pj, P^ (Fig. 25) 
ausgedrückt, ist nach § 1, (5): 

(7) ^ _ {x,-x,){x,-^x,) ^ —2 — I 5 1-^ 

Da diese Gleichung in der Form: 

(8) K — ^3) (^2 - ^4) - S{x^ — x^) {x^-x^ = 

in bezug auf jede der vier Koordinaten linear ist, so folgt: 

Es gibt stets einen und nur einen vierten Punkt, der mit drei ge- 
gebenen Punkten ein einer bestimniten Beihenfolge der vier Punkte ent- 
sprechendes Doppelverhältnis von gegebenem Werte d bildet 

7. Abhängigkeit des Doppelverhältnisses von der Reihenfolge 
der vier Punkte. Das Doppelverhältnis ist eine unsymmetrische 
Funktion der vier Punkte, die bei manchen Vertauschungen der vier 
Punkte sich nicht ändert, bei andern aber sich ändert. Um dies fest- 
zustellen, bezeichnen wir die Punkte P^, Pj, P3, P^ zur Abkürzung 
mit den Zahlen 1, 2, 3, 4 und haben nach (5) und (6) zunächst: 

(9) . (1234) = ^1^^ = ö. 
Man erkennt nun (vgl. § 1, (2)) sofort, daß: 

(10) (2143) = Hl;-! = s, 

(11) (3412) = ^ = <J, 

(12) (4321)=§:4; = <J. 

Das Doppelverhältnis (9) bleibt also ungeändert, wenn man, die beiden 
vom 1. und 2. Punkt und vom 3. und 4. Punkt gebildeten Paare ins 
Auge fassend, 

entweder die beiden Punkte jedes Paares je untereinander 
vertauscht, 

oder die beiden Paare untereinander vertauscht, 

oder beides zugleich vornimmt. 



(13) 
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Dagegen ist ersichtlich nach (9): 

(14) (1243) = ^ 

Ferner ist nach § 1, (6): 



(1234) 



1^ 



23 . 14 + 31 . 24 + 12 . 34 = 0, 



1- 



13 -24 12 • 34 



23 14 32 • 14 







(15) (1324) = 1 - (1234) = 1 - (3\ 

Weiter ergibt sich aus (14) mit beiderseitiger Vertauschung von 2 
und 3 und aus (15): 

(16) (1342) = ^) = ^^i^3i^ = 
dann aus (15) und (14): 

(17) (1423) = 1 - (1243) = 1 - r^'^, = 1 



1 

1 — 8 ' 



(1234) 



1 
'6 



8 — 1 



8 



(1234) 



8 



8—1 



und aus (14) und (17): 

(18) (1432) = ^^ = ^,.,3,^ 

Da sich hiennit jedes der fünf Doppelverhältnisse (14) bis (18) durch 
das ursprüngliche Doppelverhältnis (9) darstellt und dieses bei den 
Yertauschungen (13) ungeändert bleibt, so gilt dasselbe auch von den 
fünf Doppelverhältnissen (14) bis (18). 

Die den 24 Permutationen der vier Punkte entsprechenden Doppd- 
verhiütnisse liahen daher folgende Werte^^): 

f(1234) = (2143) = (3412) = (4321) = d, 
(1243) = (2134) = (4312) = (3421) = -J 
(1324) = (3142) = (2413) = (4231) 



(19) 



ä 



(1342) = (3124) = 
(1423) = (4132) = 
(1432) = (4123) = 



(4213) = (2431) = ^-^, 
(2314) = (3241) = * ~ ^ 



s 



(3214) = (2341) = ^ ^- - . 



8. Zusammenfall von zwei Funkten. Daß von den vier Punkten 
Pj, Pgj Pg, P^ zwei zusammenfallen, kann auf sechs Weisen ge- 
schehen: Für Pi = P3 oder P2 = P4 wird nach (5) d = 0; für Pi = P2 
oder Pg = P^ wird d = 1; für P, = P3 oder P^ = P^ wird d = c3o. 
In jedem dieser drei Fälle fallen die sechs Werte (19) paarweise in 
die drei Werte 0, 1, 00 zusammen. 
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Wenn umgekehrt d einen der Werte 0, 1, oo hat, fallen nach 
(8) wenigstens zwei der vier Punkte P^, P,, P3, P4 zusammen. 

9. Begriff und Bedingung harmonisoher Funktpaare. Vier 
Punkte P^y P^, P^, P4 heißen vier harmonische Punkte, wenn das Doppel- 
Verhältnis (5) den Wert — 1 hat^), also: 

/9A\ ;fr /p p p p\ _^ "1 "s . ^i"\ "1 "s • -^8 "4 1 

oder: 

(21) J|. + JJ = 0; X, + X, = 

oder auch (Fig. 24): 

(22) P,P,:P,P, = P,P,:P,P, 

oder nach § 1, (3): 

(23) P,P, - P,P, : P,P, - P,P, = P,P, : P,P,. 

Die sechs Werte (19) werden in diesem Falle paartveise gleich^^\ 

und zwar: 

^—1 ^1 8 1 



(24) d = | = -l, 1-5 = ^ = 2, 



1— d 8—1 2 



Das Doppelyerhältnis (20) behält also, den beiden ersten Zeilen (19) 
entsprechend, den Wert — 1 bei, wenn die beiden Paare P^, Pj und 
P3, P4 je ungetrennt erhalten bleiben, und nur die beiden Punkte 
eines Paares oder die beiden Paare untereinander vertauscht, bezüg- 
lich diese beiden Vertauschungen beliebig kombiniert werden. Infolge- 
dessen nennt man die den Bedingungen (20), (21), (22) oder (23) 
entsprechenden Punktpaare P^, P^ und P3, P4 zwei Paare harmonischer 
Punkte oder sagt: Die Punktpaare P^, Pg und Pg, P4 sind zueinander 
harmonisch. 

In den Koordinaten (Fig. 25) lautet die Bedingung zweier har- 
monischen Punktpaare x^, x^ und x^, x^ nach (8): 

{X^ X^) (X2 ^4) + (j^i ^4) (^2 *^8/ ^^ ^; 

oder: * 

(25) x^x^ — -^(xj + x^) {x^ + x^ + a;3a;4 = 0. 

Ist von zwei harmonischen Punktpaaren das eine Paar x^, x^ und ein 
Punkt x^ des andern gegeben, so ist der vierte Punkt x^ eindeutig 
bestimmt (vgl. § 3, 6). 

10. Lage harmonisoher Funktpaare. Nach (21) haben A3 und 
X4 verschiedenes Vorzeichen, woraus nach § 3, 3 folgt, daß der eine 
der Punkte P3 und P4 innerhalb, der 

andere außerhalb der Strecke PiP^ _5 ilH— 5— 5 S- 

liegt oder (Fig. 26): Figisc. 



14 § 3, 11. § 4, 1. 

I. Zwei Paare harmonischer PwiJcte trennen sich gegenseitig. 

Ist in (21) il8 = ± 1, so ist A4 = T1, so daß nach §3,3 und 4 
folgt: 

IL Zu den Endpunkten Pj, P2 ei^ier Strecke liegen der Mittelpunkt 
M und der unendlich ferne Tunkt P^ harmonisch. 

Nach (21) sind vlg und A4 ihrem absoluten Werte nach gleich, 
woraus nach § 3, 3 folgt, daß Pg und P^ beide links oder beide rechts 
von M liegen oder: 

III. Von zwei Paaren harmonischer Punkte liegen die beiden 
Punkte P3, P4 des einen Paares stets auf derselben Seite des Mittelpunktes 
des andern Paares PiP^ (Fig. 26). 

Wird in (21) Ag = oder 00, so wird auch A4 = oder oo: 

IV. Wenn bei vier harmonischen Punkten P^, Pg, Pg, P4 der 
Punkt Pg mit P^ oder P^ zusammenfällt^ so fällt gleichzeitig auch P^ 

bezüglich mit Pj oder Pg zusammen, 

— ^ ^ 5-*— (^ «-^ Schließlich ergibt sich aus der Be- 

Fig. 27. Ziehung (21) der Satz: 

V. Bei festen P^ und Pg betvegen 
sich Pg und P4 ungleichlaufend. Geht nämlich Pg nach rechts (Fig. 27) 
von Pj über M nach Pg, so geht P4 nach links von P^ über P«, 
nach Pg. 

II. Vorkommen des unendlich fernen Punktes im Doppel- 
verhältnis. Wenn in der allgemeinen Formel (5) für das Doppel- 
verhältnis P4 = PoD und damit nach § 3, 4 A4 = 1 wird, so kommt sie auf 

(26) d = (P,P,P,P„) = ^^ 

zurück. Entsprechend gibt die Formel (7) mit x^= (x: 

(x.-x,;(|-l) 



(27) d = 






Das Doppelverhältnis geht daher in das einfache Teilungsverhältnis über. 

§ 4. Das einfaclie und doppelte Teilungsverhältnis im Strahlbüschel. 

!• Innere und äußere Winkelfläehe zweier Strahlen. Zwei ge- 
richtete Strahlen p^^ und P2 teilen die Ebene in vier Gebiete, deren 
jedes entweder von einem positiven und einem negativen Schenkel 
oder von zwei gleichnamigen Schenkeln der beiden Strahlen p^ und 
P2 begrenzt wird. Die beiden letzteren Gebiete (in Fig. 28 schraffiert) 
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wollen wir als innere, die ersteren als äußere Winkelfläehe der Strahlen 
Pi und ^2 bezeichnen.^^) 

Sind hiernach die ungeriehteten Strahlen jp^ und p^ und die innere 
Winkelfläche (Fig. 29) gegeben, so wird dadurch das Paar der Pfeil- 
spitzen von p^ und p^ zweideutig bestimmt, da die beiden positiven 
Schenkel entweder das eine (Fig. 29*) oder das andere (Fig. 29**) 
der beiden Gebiete der inneren Winkelfläehe begrenzen können. 

2. Begriff des einfaohen Teilungsverhältnisses. Sind in einem 
Büschel gerichteter Strahlen mit bestimmtem Drehungssinne zwei Strahlen 






Fig. 28. Fig. 29. Fig. 80. 

p^ und pg gegeben (Fig. 30), so sind die Winkel eines beliebigen dritten 
Strahles p gegen p^ und p^ nach §2, 4 bis auf Vielfache von 2% 
eindeutig bestimmt, und damit auch das Sinusverhältnis^^): 

(1) 'i'^'^ = L 

Wir nennen es kurz das Verhältnis j nach welchem der Strahl p den 
Winkel der Strahlen p^ und p^ teilt. 

Es ist nach § 2, 4 negativ oder positiv, je nachdem p in der 
inneren oder äußeren Winkelfläche von p^ und p^ liegt. Für p^ und 
p^ selbst ist es A = und X = oo. 

Es ist von dem (in Fig. 30 deshalb eingeklammerten) Drehungs- 
sinne des Büschels unabhängig (vgl. § 3, 1), da die Umkehr desselben 
beide Winkel p^p und p^p im Vorzeichen ändert. 

3. Abhängigkeit des Teilungsverhältnisses von den Pfeilspitzen 
der Schenkel. Da nach § 2, 5 ein Winkel sich um % ändert, wenn 
die Pfeilspitze des einen Schenkels umgekehrt wird, so bleibt k un- 
geändert, sowohl wenn die Pfeilspitze von p, als auch wenn die Pfeil- 
spitzen von p^ lind p^ leide gleichzeitig umgekehrt werden. Es kommt 
daher auf die Pfeilspitze von p und nach § 4, 1 auf die von p^ und p^ 
nicht au, wenn nur die innere Winlcelfläclie erhalten bleibt. 
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§ 4, 4—6. 



Sind zwei gerichtete Strahlen 2\, p^ (oder zwei ungerichtete Strahlen 
Pi , P2 und ihre innere WinhelfläcJie) gegeben, so teilt jeder durch ihren 
Schnittpunkt gehende ungerichtete Strahl p (Fig. 31) den Winkel jener 

beiden in einem bestimmten Teilungsverhältnisse, dessen 
fPj Wert positiv oder negativ ist, je nachdem p in der 

äußeren oder inneren Winkel- 
fläche liegt. 

4. Darstellung des Tei- 
lungsverhältnisses durch Ko- 
ordinaten. Behufs Darstel- 
lung von >L durch Koordinaten 
legen wir zunächst (Fig. 32) 
ein Koordinatensystem der ge- 
richteten Strahlen zugrunde 
(vgl. § 2, 7). Sind tp^, q>^, q> die Koordinaten von p^, p^, p in bezug 
auf dieses, so wird aus (1) mit Rücksicht auf § 2, (11): 

sin (qp — qpj) sin qp cos qpj — cos qp sin qpj 





Fig. 81. 



Fig. 32. 



A = 



sin (qp — 



sin qp cos qpj — COS qp Sin qpg 



COSqPi tgqp — tgqpi 



oder: 

(2) A= , , 

^ ^ COSqpj tgqp — tgqpg 

Durch Auflösen nach tg(p folgt: 



(3) 



tgqp 



, , COS(p, . 

^g^>-^ös>!^g^^ 
j_^COSqPg 
COSqPj 



Die Formeln bleiben in Übereinstimmung mit den Angaben unter § 4, 3 
bei Umkehr der Pfeilspitze von 9 und bei gleichzeitiger Umkehr der 
beiden Pfeilspitzen von (p^ und (p^ ungeändert. Es folgt daher aus 
(3) als Umkehr des Satzes in § 4, 3 : 

Sind zwei gerichtete Strahlen (oder zwei ungerichtete Strahlen und 
ihre innere Winkelfläche) gegeben, so gibt es einen bestimmten ungerichteten 
Strahl p, der den Winkel jener beiden in gegebenem Verhältnis k teilt 

6. Die beiden Halbierungslinien des Winkels. Ist h^((p'=lii) 
die innere und h^(^^n^ die äußere Halbierungslinie des Winkels 
der gerichteten Strahlen p^ und p^ (oder der ungerichteten mit ge- 
gebener innerer Winkelfläche), sind also (Fig. 33) die Winkel: 

Pi\ == \Pi = — i?2Ai; P^h = KPi — 3r = — (pji^ + 7c), 

so wird nach (1) bezüglich: 



§ 4, 6-7. 
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und nach (3) für die entsprechenden Koordinaten: 

sin qp| -|- Bin qp, ^^ siiig?^ — sinqp. 



(4) 



*g^i = 



tgf*2 = 



COS qpj 4" <^08 q>g ' "^ ^2 cos qpi — COS €p^ ' 

wonach auch tgftj • tg/ig == — 1, also A^ und h^ zueinander senkrecht 
stehen. 

Von den beiden Winkelflächen, in die h^ und h^ die Ebene teilen, 
enthält die eine Pi{^=^0), die andere ^(^f^^^) (^^g« 33); in jener 
ist Ä < 1 und in dieser Ä > 1 (vgl. § 3, 3). 

6. Begriff des Doppelverhältnisses. Sind in einem Strahlbüschel 
vier Strahlen, zwei gerichtete p^, p^ und zwei ungerichtete jpg, p^, ge- 



k^o 



7ijX-i) 



A*o 




Pj(^OJ 



X^i 



A*7 




Fig. 34. 



geben, so nennt man das Verhältnis der beiden Teilungsverhältnisse, 
nach welchen der Winkel der gerichteten Strahlen p^^ p^ von den 
beiden ungerichteten Strahlen p^^ p^ geteilt wird (vgl. (1)): 



(5) 



5 = i» == sinpj^g ^ sinjp^p, 8inj?,j?^ 
^4 8inpj2?4 sin ^,233 sin^jp^ 



das DoppdverhäUnis der vier Strahlen Pu Pi, Psj i>4-^®) Man bezeichnet 
es auch abgekürzt mit dem Symbol: 

(6) * = (PlPiPsPA)' 

Das Doppelverhältnis ist, wie das einfache, vom Drehungssinn im 
Büschel, aber nach § 2, 5 auch von jeder der beiden Ff eilspitzen von 
p^ und P2 unabhängig (Fig. 34). Es folgt also: 

Vier ungerichtete Strahlen eines Büschels haben, in bestimmter 
Iteihenfolge genommen, ein bestimmtes Doppelverhältnis. 

7. Darstellung des Doppelverhältnisses in Koordinaten. Die 
vier Strahlen p^, p^y p^, p^ mögen, vorübergehend mit Pfeilspitzen 

Staude, analyt. Geometrie. 2 
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§4, 8. 



versehen^ im Koordinatensystem der gerichteten Strahlen (§2^ 7) die 
Koordinaten (p^, 9?,, g?j, -q)^ haben. Dann wird aus (5) nach § 2, (11): 

(7) tf = 8in(y, — y,)8in(yg — yj ^ (tgy^ — tgy,) (tgy, — tgy ^) 

Da somit das Doppelverhältnis nur von den Koordinaten der un- 
gerichteten Strahlen (§2, 11) abhängt, welche als Koordinatensystem 

einen ungerichteten Anfangsstrahl und einen 
Drehungssinn Toraussetzen^ kann die Formel 
(7) unmittelbar auf ein solches Koordinaten- 
system bezogen werden (Fig. 35). 

Wie in § 3^ 6 folgt, daß es stets einen 
und nur einen vierten Strahl gibt, der mit 
drei gegebenen Strahlen ein einer bestimmten 
Reihenfolge der vier Strählen entsprecliendes 
Dqppdverhältnis von gegebenem Werte ä 
bildet 

Auch der Inhalt von § 3, 7 und 8 über- 
trägt sich auf das Doppelverhältnis von vier Strahlen. 

8. Harmonisohe Strahlenpaare. Man nennt p^, p^ und p^, p^ 
zwei harmonische Strahlenpaare oder sagt, daß p^y p^ und p^, p^ zu- 
einander harmonisch sind^), wenn das Doppelverhältnis (5) den Wert 
d ===— 1 hat, also: 

(8) 




Fig. SS. 



<j = r» » » » w ^ = ?^^ • ?"^'^* = - 1 

\Lir2tzfU i^ ^^^PiPz' ^^^P%P^ ^ 



(9) 



8"» j>,l>, , amftff« ^ Q 



Ao "j" Aj — v/. 



8in^,p, sinpjp^ 

In den Koordinaten lautet diese Bedingung, wie § 3, (25) entwickelt: 
(10) tg^Pi tg^a - i(tg9i + tg9?jj) (tg^s + tg^J + tg^Ps tg9?4 = 0. 

Da die bei vorübergehender Annahme der 
Pfeilspitzen von p^ und p^ (Fig. 36) nach 
(1) bestimmten Teilungsverhältnisse: 




X 



(11) 



h- 






A. = 



8in^,|?4 



Fig. 86. 



nach (8) entgegengesetzt gleich sind, so 
liegt nach § 4, 2 der eine der Strahlen 
Pg, p^ in der innern, der andere in der 
äußern Winkelfläche. 
Es folgt somit: 
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I. Zwei Paare harmonischer Strahlen trennen sich gegenseitig. 

Fällt pg in die innere Halbierungslinie \ des Winkels PjjPj, 
so daß nach § 4, 6 ^g = — 1 ist, so wird nach (9) A^ =* + 1 und da- 
mit p^ die äußere Halbierungslinie A^* 

n. Zu den Schenkein p^ und p^ eines Winkels sind die beiden 
Halbierungslinien \ und h^ stets harmonisch. 

Wie in § 3, 10 ergibt sich auch hier: 

in. Von zwei Paaren harmonischer Strahlen liegen die beiden 
StraJüen p^y p^ des einen Paares stets in derselben Winkdfläche der 
Halbierungslinien \ und \ des andern Paares Pi, p^- 

IV. Wenn bei vier harmonischen Strahlen p^y p^] jPg; i>4 ^ Strahl 
Pq mit Pi oder p^ zusammenfälU , so fällt gleichzeitig aMch p^ bezüglich 
mit pi oder p^ zusammen, 

V. Bei festen Strahlen p^ und p^ bewegen sich jPg und p^ in ent- 
gegengesetztem Sinne (ungleichdrehend). Dreht sich nämlich p^ (Fig. 36) 
im positiven Sinne von p^ über h^ nach p^, so dreht sich p^ im ne- 
gativen Sinne von p^ über h^ nach p^. 

§ 5. Die Punktreihe und der Straklbüsckel in perspektiver Beziehung. 

1. Begriff der Perspektiven Beziehung von Punktreihe und 
Strahlbüsohel. Wenn eine gerade Linie g und ein Büschel ungerichteter 
Strahlen S in der Ebene liegen und die Gerade g nicht durch den 
Scheitel S des Büschels geht (Fig. 37), 
so werden sie perspektiv aufeinander 
bezogen. Diese Beziehung besteht 
darin, daß jeder Strahl a^ b, c, d, . . ., 
Py . . . des Büschels S die Gerade g 
in einem Punkte -4, J5, Cy D, . . ., 
P, . . . schneidet, und umgekehrt die 
Verbindungslinie jedes Punktes der 
Geraden g mit dem Scheitel S des 
Büschels einen Strahl desselben gibt. 
Es entsprechen sich also die Punkte 
Äy By C, Dy ...y Py ... uu d dic glcich" ^* 

namig bezeichneten Strahlen a, 6, c, d, . . . , ^j, . . . wechselseitig ein- 
deutigy jedem Punkt P ein Strahl p und umgekehrt. P und p heißen 
auch entsprechende Elemente. 

Dem zu g parallelen Strahl u des Büschels entspricht der unend- 
lich ferne Punkt P^ der Punktreihe (§ 3, 4). 
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§ 5, 2—3. 



Man sagt auch die Punktreihe A, B, C, D, , . ,, P, ... und der 
Strahlbüschel a, b^ c, d, , , ,y p, .. , befinden sich in perspekiiver Lage?^) 

2. Das einfache TeilnngsverhSltnis bei perspektiver Iiage. In- 
dem wir ein Strahlbüschel S = p^, p^, p... und eine Punktreihe 
g^Pj^j Pg, P... in perspektiver Lage voraussetzen^ nehmen wir einst- 
weilen als positive Halbstrahlen ^j, jpj? 1^ • • • diejenigen, welche g schnei- 
den und als Drehungssinn im Strahlbüschel denjenigen, welcher dem 
Durchlaufungssinn der Punktreihe entspricht (Fig. 38). 

Es seien nunjpj,2^,jp drei Strahlen und P^, P^, P die ents^iiechen- 
den Punkte. Die Innenwinkel des Dreiecks P1P2S bei P^ und Pg sollen 
die absolute Größe cc^ und a^^ die Strecke SP die absolute Länge 
s^SP haben. Dann ist nach dem Sinussatz**) für relative Oröße 
der Winkel p^p, p^p (§ 2, 4) und der Strecken P^P, P^P (§ 1, 4): 

sinpip PiP sinp^p P^P 



8 



sina. 



8 



und somit: 

(1) 



ain p^p sina^ A^ 
sm p^p sin CK, -Pj -P 



Dieses Resultat ist nach § 3, 1 und § 4, 2; 3 vom Drehungssinn in S 
und Durchlaufungssinn von g^ sowie von der Pfeilspitze von p unab- 




^^ 




hängig. Also: Liegt eine Punktreihe g ^ P^, Pg, P und ein StrcM- 
büschel /S = Pi, P2, p perspektiv (Fig. 39), so ist das einfache Teüungs- 
Verhältnis, in welchem der ungerichtete Strahl p den Winkel der beiden 
gerichteten Strahlen p^ und p^ teilt, bis auf den von p unabhängigen Faktor 
sin «j : sin a^ gleich dem Teilungsverhältnis , in welchem der Punkt P 
die Streclce P^P^ teilt 

3. Das Doppelverhältnis bei perspektiver Lage. Wendet man 
die Formel (1) auf zwei Strahlen p == p^ uud jp = i^^ und die ent- 
sprechenden Punkte P = Pg und P = P^ an, so erhält man: 



§ 6, 4—5. 
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sinpjjp, sincfi i\ i^s ^^PiPa Pincfj Pi^^* 



(2) 



sinjpjjpj sina, -Pj-Ps' ^"^ 1^11^4 sinofj P^P^ 

Dividiert man beide Gleichungen^ so wird das Resultat: 

»i^PlPs . Sini>lj>4 _ -Pj^S . ^1^4 

sinpjp, • Binj),^^ -Pj-P» ' ^^4 

von a^y «2, sowie nach § 4, 6 von den Pfeilspitzen von p^ und p^ un- 
abhängig und es folgt: 

Befinden sich eine Punktreihe und ein Strahlbüschel in perspektiver 
Lage (Fig. 40), so haben je vier Funkte der Punktreihe dasselbe Doppel- 
Verhältnis, wie die vier entsprechenden Strahlen des Strdfdbüschels^^): 

(3) (P,P,P,P,) = (p,p,p,p,). 

4. DarsteUung der Perspektiven Besiehung dureh Koordinaten. 

Wir wählen den auf g senkrechten Strahl des Büschels als Anfangs- 
strahl eines Koordinatensystems ungerichteter Strahlen (§2,11) 

S 

P 





Fig. 40. 



Pig. 41. 



und den Schnittpunkt von o und g als Anfangspunkt eines Ko- 
ordinatensystems auf der Geraden g (§ 1 , 6). Drehungssinn des 
Büschels und Durchlaufungssinn der Geraden nehmen wir für die 
beiden Koordinatensysteme übereinstimmend an (Fig. 41). Dann ist 
für jeden Punkt P der Geraden mit der Koordinate x und den ent- 
sprechenden Strahl p des Büschels mit der Koordinate tgg?: 

(4) ir = SÖ-tg9?. 

Befinden sich also eine Punktreihe g und ein Strahlbüschel S in per- 
spektiver Lage, so sind bei geeigneter Wahl der Koordinatensysteme 
die Koordinaten x und tgqp entsprechender Elemente bis auf einen kon- 
stanten Faktor einander gleich}^) 

5« Zweiter Beweis für die Gleichheit der Doppelverhältnisse. 
Sind nun x^, x^, x^, x^ die Koordinaten von irgend vier Punkten der 
Geraden g und tg^p^, tg^^, tg9?8, tg^)^ die Koordinaten der ent- 
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§ 5, 6—8. 



sprechenden vier Strahlen des Büschels S, so daß für i = 1, 2, 3, 4: 



(«1 



«s) (^« — «4) (tg <Pi — tg 9'8) (tg Vi — tg 9s) 



so ist: 

(o) 

^ ^ (X^ — X^) (Xi — X^) (tg qPj — tg 9>8) (tg 9i — tg qP J 

Dies gibt nach § 3, (7) und § 4, (7) wieder den Satz von § 5, 3. 

6. Harmonisohe Funkte und Strahlen in perspektiver Lage. 
Dem speziellen Werte — 1 des Doppelverhältnisses entsprechend 
(§3, 9 und §4, 8), folgen aus § 5, 3 die beiden Sätze: 



Die SchniUpufMe von vier har- 
monischen Strahlen eines Strahlr 
hüschels mit einer beliebigen Ge- 
raden sind vier harmonische Punkte. 



Die Verbindungslinien von vier 
harmonischen Punkten einet' Punkt- 
reihe mit einem beliebigen Punkt 
sind vier harmonische Strahlen. 



7^ Besondere Fälle. Nach § 4^ 8^ II sind die Halbierungslinien \ 
und Äg der Winkel zweier Strahlen p^ und p^ zu diesen harmonisch. 

Nach § 5, 6 schneidet daher jede Gerade g 
diese vier Strahlen in vier harmonischen 
Punkten P^P^H^E^ (Fig. 42) oder: Die 
Halbierungslinien des inneren und des 
- äußeren Winkels an der Ecke S eines 
Dreiecks SP^P^ teilen die gegenüber- 
liegende Seite P1P2 harmonisch.^'^) 

Ist insbesondere die schneidende 
Gerade g parallel zu h^ (Fig. 42), so 
ist von den vier harmonischen Punkten 
Jff/ der Mittelpunkt der Strecke P^'P^' 
und H2 unendlich fern (§ 3, 10, 11). 

8« Begriff der Perspektiven Beziehung zweier Funktreihen 
oder zweier Strahlbtisohel. 





Fig. 43 a. 




§ ö, 9. § 6, 1. 
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Zwei Punkireihen ÄBCP . . . 
und ÄB'G'F' ... befinden sich 
(Fig. 43 a) in perspeMiver Lage 
(sind perspektiv aufeinander be- 
zogen), wenn sie beide zu dem- 
selben Strahlbüschel abcp . . . per- 
spektiv liegen (§ 5, 1). Je zwei auf 
demselben Strahl des Büschels 
liegende Punkte ÄÄ', BB', CC\ 
PP' sind entsprechende Punkte 



Zwei StraMbüschd abcp... und 
aVep . . . befinden sich (Fig. 43 b) 
in perspektiver Lage (sind perspektiv 
aufeinander bezogen), wenn sie beide 
zu derselben Punktreihe ABCP.. . 
perspektiv liegen (§ 5, 1). Je 
zwei durch denselben Punkt der 
Reihe gehende Strahlen aa', hb', 
cCj pp sind entsprechende Strahlen 
beider Büschel. 



beider Reihen. 

9« Die Gleichheit der Doppelverhältnisse. Aus dem Satze in 
§ 5, 8 folgt daher«»): 



Befinden sich zwei Punktreihen 
in perspektiver Lage^ so haben je 
vier Punkte P^, P,, Pj, P^ der einen 
dasselbe DoppdverhäUnis, wie die 
vier entsprechenden Punkte P^\ P^ 
Pj', P/ der andern: 

(6) (p,p,p,p,) = (p,' p,' p,' p:). 



Befinden sich zwei StraMbüschd 
in perspektiver Lage, so haben je 
vier Strahlen jp^, p^, p^, p^ des einen 
dasselbe DoppdverhaUnis, wie die 
vier entsprechenden Strahlen p^\ p^\ 
P^y vi ^^ andern: 
(6') {P^P,P,P,) == (pIpIPsPID 



§ 6. Die Verhältnis- und Doppelverhältniskoordinaten. 

1. Begriff der Verhältniskoordiaateii des Punktes und des 
Strahles. 



Sind E^ und E^ zwei getrennte 
feste Punkte der Geraden (Fig. 44 a), 



B. 



^2 



Fig. 44 a. 



so entspricht nach § 3, 1 ; 3 jedem 
Punkte P derselben ein Wert des 
Teilungsverhältnisses : 



Sind e^ und e^ zwei getrennte 
feste gerichtete Strahlen (Fig. 44 b) 




Fig. 44 b. 



des Strahlbüschels, so entspricht 
nach § 4, 2 — 4 jedem ungerichteten 
Strahle p desselben ein Werk des 
Teilungsverhältnisses : 
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§ 6, 2-3. 



(1) 



EiP 



- A 



und umgekehrt. 

Jüan kann daher k als „Ver- 
Jiältniskoardinat&' des Punktes P 
in hezug auf die „Anfangspunkte^^ 
E^y E^ einführen,^) 

Diese selbst erhalten die Eo- 
ordinateu: A = und k = oo, der 
Mittelpunkt der Strecke E^E^ : 
l = — l, der unendlich ferne Punkt: 
A=+ 1 (nach §3, 3; 4). 

2. Besiehung zwischen gemeinen Koordinaten und Verhältnis- 
kooTdinaten. 

Haben in bezug auf das gemeine I Haben in bezug auf das gemeine 
Koordinatensystem (§1, 6) die Koordinatensystem der gerichteten 
Punkte E^ und E^ (Fig. 45a) die] Strahlen (§2, 7) die Strahlen e^ 



(10 -'4?^ = A 

und umgekehrt. 

Man kann daher k als „Ver- 
hältniskoordinate^' des Strahles p 
in bezug auf die gerichteten ,yAnfangs- 
strahlen" e^, e^ einführen. 

Diese selbst erhalten die Ko- 
ordinaten: k = und k = oo, die 
innere und äußere Halbierungs- 
linie A = — 1 und k = + 1 (nach 
§ 4, 5). 



o 

— o- 



— 0*- 






«r 



Fig. 45 a. 




Koordinaten x = c^ und x =^ c^y so 
bestehen nach §3, (2); (3) zwischen 
den Koordinaten x und k des 
Punktes P die Beziehungen: 



(2) 
(3) 



A = 



X — c. 



X— c^ 



^o 



Fig. 45 b. 

und e^ (Fig. 45 b) die Koordinaten 
9 = ^1 und 9? = 2^2? ^^ bestehen 
nach § 4, (2) und (3) zwischen den 
Koordinaten tgg? und k des Strahles 
p die Beziehungen: 

cosyj tggj — tgvi 



(2') 



X = 






(3') tg9 = 



cosyj tg<p — tgyj' 
i cos y, . 



1 — X 



cos 7, 
cosy^ 



3. Darstellung des DoppelverhältniBseB in Verhältniskoordinaten. 

Sind nun x^ und x^ die gemeinen Sind nun ^>^ und 9, die ge- 
ünd k^ und Ag die Verhältnis- meinen und k^ und k^ die Ver- 
koordinaten zweier Punkte^ so ist ; hältniskoordinateh zweier Strahlen, 
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nach (3): 



(^1 — h) (Ci — Cj) 



^1 ^3- (l_ij(i_i^) 

Für vier Punkte x^, x^y x^, x^ be- 
züglich Ai, Ag, k^j A4 wird daher: 



(4) 






SO ist nach (3'): 

Für vier Strahlen 9?^, gjg» 9^»; 94 y 
bezüglich A^, Aj, Ag, A^ wird daher: 

(tgqPi — tgqpg) (tgg?2 — tgqpj 



(4') 



(tgq?j — tgqjj) (tgqpi — tg^ ) 

(^1 - ^s) (^» - ^4) 



(^.-^8)(^l-^4) 

Daraus folgt nach § 3, (7) und § 4, (7) unabhängig vom ge- 
meinen Koordinatensystem: 



Haben vier Punkte P^, Pg, P3, 
P4 i» heeug auf zwei Anfangspunkte 
E^y E2 (§ 6, 1) die Verhältndshoodi- 
naten A^, Ag, A3, A^, so ist ihr Doppel- 
Verhältnis: 

(5) d = (P,PgP3P,) 

_ (^1 - ^sHh - K) 
Ih - K) (^1 - ^4) * 



Haben vier Strahlen p^y p^, p^r 
p^ in hezug auf zwei Anfangsstrahlen 
e^y ßg (§6, 1) die Verhältniskoorjdi- 
naten A^, Ag, Ag, l^, so ist ihr Doppd- 
Verhältnis: 
(5') 8 = (p.PiPsPd 



Aus (5) mit A3 = und A^ = cx) oder auch direkt aus (1) folgt: 



Haben zwei Punkte P^, Pg in 
hezug auf zwei Anfangspunkte E^y 
jEJg die Verhältniskoordinaten A^, Ag, 
so ist ihr DoppelverJiältnis zu diesen 

(§ 3, (5)) : 

(6) S = {E,E,P,T>,) = '^. 



Haben zwei Strahlen p^, p^ in 
hezug auf zwei Anfangsstrahlen e^y 
Cg die Verhältniskoordinaten A^, Ag, 
so ist ihr Doppdverhältnis zu diesen 

(§4,(5)): 

(6') S =^ {e^e^p^p^) = l ' 



4. Begriff der multiplizierten Verhältniskoordinaten des Punktes 
und des Strahles. 



Ist neben den festen Punkten 
jBi und JSg eine feste Konstante 
^1 • <*2 g^g®^®^; so entspricht wie 
in § 6, 1 jedem Punkte P auch ein 
Wert des Produkts: 



a. 



üa 



(7) (, 

und umgekehrt. 



. ;L = ^ . ^'~ 



Ist neben den festen gerichteten 
Strahlen e^ und e^ eine feste Kon- 
stante a^ : ag' gegeben, so entspricht 
wie in § 6, 1 jedem Strahle p auch 
ein Wert des Produkts: 



a« 



E^F 



(70 ^^<^l 
und umgekehrt. 
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Wir nennen (i die multiplizierte \ Wir nennen (i die multiplizierte 



Yerhältniskoordinate^^) des PunJctes 
P mit Bezug auf die Änfcmgspunkte 
JSi , JBj und den Multiplikator a^ : a^ . 



Verhältniskoordinate des Strahles p 
mit Bezug auf die Änfangsstrahlen 
e^, Cj und den Multiplikator a^ia^. 



5. BeBiehung swisohen gemeinen Koordinaten und multipli- 
zierten Verhältniskoordinaten. 

Bezogen auf das gemeine Ko- 
ordinatensystem (Fig. 45a) ist: 



(.8) ^ 

oder, wenn: 

(9) 



a^ x — c^ 



C. = — 






^2=- 






gesetzt wird: 

(10) 

also: 

(11) x = 



Bezogen auf das gemeine Ko- 
ordinatensystem (Fig. 45b) ist: 

^ ) ^ a,' cosy, * tgqp — tgy, 

oder, wenn: 

(9') 



^ ~ a^x + h^'> 



— a^ii' + a^ 



Die multiplizierte Verhättniskoordi' 
nate ft ist bei gegebenen Anfangs- 
punkten und gegebenem Multiplikator 
eine gebrochene lineare Funktion der 
gemeinen Koordinate x. 



«2 cosy, 






tgn^ — \, 



ian — \ 



gesetzt wird: 

(10') 
also: 






(11') 'i^-^h: 

Die multiplizierte Verhältniskoordi- 
nate ist bei gegebenen Anfangs- 
strählen und gegebenem Multiplikator 
eine gebrochene lineare Funktion der 
gemeinen Koordinate tg^? der un- 
gerichteten Strahlen (§ 2, (13)). 
umgekehrt definiert eine beliebig gegebene gebrochene lineare 
Funktion (10) von x die multiplizierte Verhältniskoordinate ft des 
Punktes x-^ die Anfangspunkte haben dann die Gleichungen (§ \, 11): 

(12) a^x -|- &! "= 0, a^x + &» = 0, 

und der Multiplikator ist a^ia^. Nur muß die Determinante der 
Gleichungen (12) 



(13) 



C = 



a. 



a. 



2 



h 



i ! 



von verschieden sein, damit die Anfangspunkte getrennt sind 

(§1,(11)). 

Auch eine gegebene gebrochene lineare Funktion (10') von tg^ 

definiert die multiplizierte Verhältniskoordinate fi des Strahles tggj; 

die Anfangsstrahlen haben dann die Gleichungen (§ 2, 12): 
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(120 a^tgif + b^^O, a^tgq> + b,^0 

und einen Multiplikator a^' : a^. Allerdings bestimmen die Glei- 
chungen (12') nur die ungerichteten Strahlen tgy^ und tgyg "^6 in 
(90; während alsdann in: 

cos y^ = — ^ , cos yj 



die Vorzeichen B^y ^2 =^ ± 1 unbestimmt bleiben und damit die erste 
Gleichung (9') für den Multiplikator zwei Werte gibt: 

< cosy/a, ,,>/^^^^.' 

(Die doppelt gestrichene Quadratwurzel soll immer deren positiven 
Wert bezeichnen.) 

In der Tat muß, während p, bei gegebenen Koeffizienten in (10') 
im Koordinatensystem der ungerichteten Strahlen eindeutig von tgg? 
abhängt^ k seihst wegen der alsdann fehlenden Kenntnis der inneren 
Winkelfläche nach § 4, 1 zweideutig sein. 

Will man eine Verfügung über diese Zweideutigkeit treflFen, wird 
man sie zweckmäßig an das Koordinatensystem der ungerichteten 
Strahlen anknüpfen, auf das sich die Ausgangsformel (10') bezieht. 
Setzt man etwa fest, daß die den Anfangsstrahl enthaltende Winkelfläche 
(Fig. 45b) die äußere sei, so muß nach § 4, 2 A für tgg) = einen po- 
sitiven Wert A^ erhalten. Es ist aber für tg9 = nach (10') f* = v 
und, da nach (7') allgemein k == --> (i, so ist A® = -^ ~ • Soll also 

X X z 

k^ positiv sein, muß a^' :a^ das Vorzeichen von b^ : b^ haben, also 

nach (14') etwa^^) 

(15') «1 = — sign, fei , £2 = — sign, b^ 

(oder auch e^ = sign.6i, ^2 '^^ sign.fe2) sein. 

Ist durch (10') in bezug auf ein Koordinatensystem ungerichteter 
Strahlen mit dem Anfangssi/rahl eine multiplizierte VerhcUtnisJcoordi- 
nate (i definiert, so hohen die Anfangsstrahlen e^, e^ die Gleichungen (12') 
und der Multiplikator den Wert (14') mit den Vorzeichen (15'), falls 
die den Anfangsstrahl enthaltende WinkelfläcJie als äußere gilt, 

6. Die multiplizierten Verhältniskoordinaten als Boppelver- 
hältniskoordinaten. 

Der Multiplikator ^ in (7) Der Midtiplikator J>' in (7') 

kann durch den festen Punkt Eq kann durch den festen ungerichteten 
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bestimmt werden, für den ft = 1 
ist, den ^yEinheitspunM' des Koordi- 
tiatensystems. Hat dieser die Ver- 
hältniskoor(^nate /Lq, so folgt aus 
(7) zunächst: 



l = ^"A, 



a 
a 



i 



E^E, 



und mit dem hieraus sich ergeben- 
den Werte von 



Strahl e^ bestimmt werden, für 
den ft = 1 ist, den ^yEiftheitsstrahi^^ 
des Koordinatensystems. Hat dieser 
die Yerhältniskoordinate 1q, so folgt 
aus (7') zunächst: 

1 »^ — / Aa = - -/ • • 

^ V n S11 



a. 



a^ sin e, e^ 






und mit dem hieraus sich ergeben- 



den Werte von 



a. 



a« 



(16) 






Die mtdtiplieierte Verhältniskoordi- 
nate (i des Punktes P ist das Doppel- 



(16') ^=* = 






2>2> multiplizierte Verhältniskoordi- 
nate ft rfes Strahles p ist das Doppel- 



Ml 



—5^— — o^— o- 




Fig. 46 a. 



Fig. 46 b. 



Verhältnis, welches er mit den An- i Verhältnis, welches er mit den An- 
fangspunkten und dem Einheits- 1 fangsstrahlen und dem Einheitsstrahl 



punkt bildet (Fig. 46 a). 

Das Koordinatensystem dieser 
yjDoppelverhältniskoordinate"^^ H 
besteht aus drei festen Punkten E^, 
E^ und Eq, die selbst die Koordi- 
naten II = 0, (X) und 1 erhalten. 



bildet (Fig. 46 b). 

Das Koordiimtensystem dieser 
yyDoppdverhältniskoordinate^^ ft be- 
steht aus drei festen, nach § 4, 6 
ungerichteten Strahlen e^, e^ und e^, 
die selbst die Koordinaten ft = 0, cx) 



und 1 erhalten. 

7« Beziehung zwischen den gemeinen und den Doppelv^r- 
hältniskoordinaten. 



Nach § 3, (7) geht die Dar- 
stellung (16) der Doppelverhält- 
niskoordinate durch Einführung der 
Koordinaten x = c^, c^ und Xq der 
Punkte E^, E^ und E^ (Fig. 47a) 



Nach § 4, (7) geht die Dar- 
stellung (16') der Doppel verhält- 
niskoordinate durch Einführung der 
Koordinaten tg9) = tgy^, tgy^ und 
tg^)^ der ungerichteten Strahlen 



§6, 8. 
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über in: 
(17) ^ = 



fa — Xq ) (gl — ^) 
(«1 — ^o) («1 — «) 



«1, e^ und ^0 (Fig. 47 b) über in: 

(17') „ ^ (^«y* — ^gyp) (fcg/i — ^g y) 





— o- 



^ 



2J. 






X, 



c, « 



Fig. 47 a. 




Fig. 47 b. 



(19) 



8. Darstellung der Doppelverhältniskoordinaten in abgekürzten 
Symbolen. Ist die multiplizierte Yerhältniskoordinate ft durch die 
Gleichung (10) gegeben, so daß für den Einheitspunkt x =^ x^: 

(18) 1 = ?^^?^, 

so erhält man aus (10) und (18) die mit (17) gleichbedeutende (vgl. (9)) 
Formel: 

^ (hx^ + b/ a^x + h^' 

Der Unterschied der gleich allgemeinen Darstellungen (10) und (19) 
besteht nur darin ^ daß jene von den drei Konstanten a^i^, ^2 • ^3? 
Ui : Oj, diese aber von den drei Konstanten a^ib^, «2 • ^2; ^0 ^^' 
hängt, also den Multiplikator a^ : a^ durch den Einheitspunkt Xq 
ersetzt. 

Indem wir zur Darstellung (19) die duale hinzufügen und dabei 
zur Abkürzung setzen: 



(20) 



(20') 



Z7i = aitg9) + 6i, 

< 

erhalten wir folgendes Resultat: 
Sind: 

(21) Xi = 0, X, = 

die Gleichungen der Anfangspunkte 
E^, E2 und Xq die Koordinate des 
Einheitspunktes Eq , so ist die Doppelr 



X^ = a^x + 6g 
X^^ = a^x^ + b^, 

^2 = ÖTg tg9) + 62 
E^2® = »2tg9Po + ^2 

Sind: 
(210 Ui-0, ü, = 

die Gleichungen der Anfangsstrahlen 
e^, €2 und tg^Q die Koordinate des 
Einheitsstrahles e^y so ist die Doppel- 
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Verhältniskoordinate des Punktes x: 



(22) 11== (E,E,PE,) 






Verhältniskoordinate des Strahles tgip : 
(22') (i - (e^e^peo) = ^^ : jjh ' 



9. Die gemeinen Koordinaten als Spezialfall der Doppel- 
verhältniskoordinaten. 



Schreibt man (17) in der Form: 



Xr 



— 1 X — Ci 



^ = 



*C« ~'~ C-t 



X 



— 1 



und setzt Q == ö, Cg = cx) , Xq=1, 

so wird: 

(23) ^=^ X, 

Die Doppelverhältniskoordinate yb 
geht also in die gemeine Eoordi- 



■Sl 



J5. 







Fig. 48 a. 



X 



IL 



nate x über^^), wenn man die 
Punkte E^yE^, Eq nach den Punkten 
x==Oy x=(x>j x=^l des ge- 
meinen Koordinatensystems verlegt 
(Fig. 48 a); die Richtung von über 
1 nach (X) wird der positive Durch- 
laufungssinn des letztern (vgl. 

§ 1, 6)- 



Setzt man in (17') igy^^ = 0, 
^Sn = ^f ^g<Po = 1, so wird 

(230 /^ = tgg>. 

Die Doppelverhältniskoordinate fi 
geht also in die gemeine Eoordi- 






^ciWö"^^ 




Fig. 48 b. 

nate tgg? über^ wenn man die 
Strahlen e^ye^, e^ nach den Strahlen 
tg9? = 0, tg9 = oo, tg9 = 1 des 
gemeinen Koordinatensystems ver- 
legt (Fig. 48 b); die Drehung, die 
den Strahl über 1 in oo über- 
führt, wird der positive Drehungs- 
sinn des gemeinen Koordinaten- 
! Systems (vgl. §2, 11). 

10. Darstellung der Doppelverhältnisse durch Doppelverhält- 
niskoordinaten. Da sich die multiplizierten Verhältniskoordinaten und 
die mit ihnen gleich allgemeinen Doppelverhältniskoordinaten (i nach 
(7); (T) von den einfachen Verhältniskoordinaten A nur um einen dem 
Koordinatensystem eigentümlichen Faktor unterscheiden, so ist für 
vier beliebige Punkte oder Strahlen 

(Ml — /^s) (^2 — M4) (^1 — ^'s) ih — ^4) 



(24) 



(N — Ms) (Mi — M4) iht — h) ih — K) 



I. Haben vier Punkte P^, Pg, 
P3, P4 in iezug auf zwei Anfangs- 



r. Haben vier Strahlen p^j jpj, 
^3, p^ in bezug auf zwei Anfangs- 



6, 11—12. 
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punkte E^, E^ und einen Einheits- 
punkt Eq die DoppdverhcUtniskoor' 
dinaten /t^, /t^^ yu^y ft^^ so ist ihr 
Doppdverhältnis : 

(25) { (^ _ ^) (^ _ ^j 



strahlen e^, e^ und einen Einheit»- 
strahl ep die Doppdverhältnislcoar^ 
dinaten ii^j fi^, fi^, fi^, so ist ihr 
Doppelverhältnis : 

^ (ih — N) (l^i — I^a ) 



(250 



(f*8 — f^a) (j^i - ^4) I 

II. Die Formel (25) enthält nach (16) gleichzeitig die Dar- 
stellung des Doppdverhältnisses (P^P^P^P^ von vier bdiehigen Punkten 
P^ {i =1, 2, 3, 4) durch die Doppelverhalinisse {E^E^P^E^, die diese 
vier Punkte je mit drei festen Punkten bilden^). Entsprechendes gilt 
für (25'). 

Mit fij = und ft^ = 00 folgt ebenso wie in § 6^ 3: 
ni. Haben zwei Punkte Pj, Pg III'. Haben zwei Strahlen Pi,p^ 



in hezug OMf zwei Anfangspunkte 
E^ , E^ und einen EinheitspufüctE^ die 
DoppelverhaUniskoordinatefi (ii, (i^, 
so ist ihr Doppelverhältnis zu E^, E^ 
selbst: 

(26) d = {B,E,P,P,) = ^. 



in hezug auf zwei Anfangsstrahlen 
e^, e^ und einen Einheitsstrahl e^ die 
Doppdverhältniskoordinaien (ii^ (i^y 
so ist ihr Doppelverhältnis zu e^, e^ 
selbst: 

(26') S = ie,e,p,p,) = ^ . 



11, Punkte und StraMen mit entgegengesetzt gleichen Doppel- 
verhältniskoordinaten. Hieraus ergibt sich insbesondere nach § 3^ (20) 
und § 4, (8): 



Haben zwei Punkte P^, P^ in 
bezug auf zwei Anfangspunkte E^ , E^ 
entgegengesetzt gleiche Doppdverhält- 
niskoordinaten (/*i — — f4), so sind 
sie zu E^, E^ harmonisch. 



Haben zwei Strahlen Pi,P2 in 
bezug auf zwei Anfangsstrahlen e^, e^ 
entgegengesetzt gleiche Doppelverhält' 
niskoordinaten (f^i^* — »w-g)^ so sind 
sie zu e^yC^ harmonisch. 



Ein Spezialfall hiervon findet sich § 1, 7 erwähnt (vgl. (23)). 

12« Die Transfonnation der Doppelverhältniskoordinaten. Führt 
man an Stelle der auf die Punkte 

E^yE^, Eq bezogenen Doppelver- JS^__MlS i Ä ^— ^ 

hältniskoordinate (16): 

(27) II = (E,E,FE,) 

eine neue auf die Punkte J^, J^, Jq bezogene Doppelverhältnis- 
koordinate: 

(28) v^{J,J,PJ,) 



AV^/ /^"A /^V^o ^'^ 

Pig. 49. 
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ein (Fig. 49) und setzt voraus, daß die alten Koordinaten ^i, (lu (Iq 
der Punkte Ji, J^, Jq gegeben sind, so folgt aus (25): 

Die neue DoppelverhältnisJiOordinate v steht mit der alten in der 
Beziehung: 

(29) i;=^^»-^o.J^^^. 







§ 7. Die homogenen gemeinen und die Zweiecks- und 

Zweiseitskoordinaten. 

1. Begriff der homogenen gemeinen Koordinaten des Punktes. 

Mit Beibehaltung des Koordinaten- 

►....!!• Systems § 1, 6 versteht man unter 

homogenen gemeinen Koordinaten des 
Tunlctes^) P zwei Zahlen x\ f, deren 
Verhältnis die gemeine Koordinate x (§ 1, 6) ist: 

(1) 



0.1 



Fig. 5Ua. 



X 

T ^ ^' 



Der Punkt P bestimmt also seine beiden homogenen Koordi- 
naten (Fig. 50 a) nur ihrem Verhältnis nach eindeutig und ist durch sie 
eindeutig bestimmt, auch wenn sie nur ihrem Verhältnis nach ge- 
geben sind. So hat der Punkt x =^2 die homogenen Koordinaten 
Xyt' ^=2yl oder 4, 2 oder mit beliebigem Faktor 2 m, m. 

Der Anfangspunkt erhält die homogenen Koordinaten: Xy 
f = 0, 1 (oder 0, m), der unendlich ferne Punkt P« : x', ^'=1,0 
(oder m, 0). 

Die homogenen Koordinaten sollen stets endliche Werte haben 
und dürfen niemals beide gleichzeitig verschwinden. 

Wir schreiben weiterhin x, t für x', f. Um dann von der Koor- 
dinate o; (§ 1, 6) zu den homogenen Koordinaten überzugehen, hat 

man nur — für x zu setzen, während man mit ^ == 1 von diesen zu 

jener zurückkehrt. 

3. Begriff der homogenen gemeinen 
Koordinaten des Strahles. Mit Beibehal- 
tung des Koordinatensystems § 2, 11 
führeji wir im Büschel xmgerichteter 
Strahlen zwei Arten ^^) von homogenen Ko- 
ordinaten des Strahles p ein, die wir be- 
züglich X, y (Fig. 50b) und ti, v nennen, 
und deren Verhältnis mit der gemeinen 
Fig 5Qb Koordinate tg 9 in den Beziehungen steht: 
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(2) • 5._ i_ 

(3) ^ = -_tg9?. 

Je nach Zweckmäßigkeit werden wir die eine oder die andere Art 
dieser homogenen Koordinaten gebrauchen. 

Der Anfangsstrahl q) = erhält, indem es auf einen gemeinsameu 
Faktor nicht ankommt, die homogenen Koordinaten: a;, ^=1,0 und 

u,v = 0, 1; der Strahl q) = -- ebenso: x,y = 0,1 und w, t? = 1, 0. 

3« Gleichung des Punktes und des Strahles in homogenen 
Koordinaten. Führt man die in § 7, 1 und 2 erklärten homo- 
genen Koordinaten in die Gleichungen § 1, (8) und § 2, (14) ein 
und multipliziert mit t, bezüglich mit x oder Vj so ergibt sich: 

Die Gleichung des Funktes hat in homogenen Koordinaten die Form: 

(4) Äx + Bt = 0, 

Der durch die Gleichung dargestellte Punkt hat die homogenen 

Koordinaten: 

{5) X : t = — B : A. 

Die Gleichungen des Anfangspunktes und des unendlich fernen 

Punktes Poo sind: 

(6) x = und ^ = 0. 

Die Gleichung des Strahles hat in den beiderlei homogenen Koor- 
dinaten die Form: 

<40 Ax + By = 0', (4") Bu-Av = 0. 

Die Gleichungen des Anfangsstrahles o (tg9)==0) und des zu ihm 

«enkrechten Strahles (tg9?==Y) sind: 

(6') y = und x^O-, (6") w = und v = 0, 

4« Das Doppelverhältnis in homogenen Koordinaten. Das 

Doppelverhältnis von vier durch ihre homogenen Koordinaten 
^if % (*=1;2, 3,4) gegebenen Punkte P^ wird nach § 3, (7), nach- 
dem man auf gleiche Benennung gebracht hat*^): 

Ist daher der Punkt P^ mit ^^ = der unendlicli ferne Punkt P«, 
so wird: 

S = (PiPjPgPoo) = -' *'~'"'^' • *' , 
woraus mit t^^t^^ t^ = \ wieder das Resultat § 3, (26) hervorgeht. 

Staude, analyt. Geometrie. 3 
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5« Begriff der homogenen Doppelverhältniskoordinaten. Wenn 
man in der Auffassung von § 7, 1 auch die multiplizierte Verhältnis- 
koordinate ft (§ 6, 4) in der Weise bezeichnet, daß man für Punkte 
und Strahlen bezüglich setzt: 



(8) 



^1 



f* = 






so erhält man in x^yX2 und u^yU^ die homogenen multiplizierten Ve^'- 
hältniskoordinaten des Punktes und Strahles. Wir wollen x^y x^ kurz 
als Zweieckskoordinaten und %, u^ als Zweiseitskoordinaten bezeichnen^ 
indem wir die Anfangspunkte E^, E^ zugleich das Koordinatenzweieck 
und die Anfangsstrahlen das Koordinatenzweiseit nennen. 

Auch diese homogenen Koordinaten x^, x^ oder u^^u^, wie x^t 
in § 7, 1/ kommen nur ihren Verhältnissen nach in Betracht, sollen 
nur endliche Werte haben und dürfen niemals beide gleichzeitig ver- 
schwinden. 

Im Anschluß an die beiden Deutungen von ft in § 6, 4 und § 6, 6 
können wir die neuen Koordinaten auf zwei Arten ^) selbständig 
erklären: 

6« Die Zweieok8(Zweiseit8)koordinaten als multiplizierte Ab- 
stände (Sinus). 



Für die erste Erklärung sind 
die stets getrennten Eckpunkte E^,E^ 
des Koordinatenzweiecks und zwei 
Multiplikatoren a^, a^ als Bestand- 
teile des Koordinatensystems ge- 
geben (Fig. 51a). 



Für die erste Erklärung sind die 
stets getrennten gerichteten Seiten- 
strahlen e^ , e^ des Koordinatenzweiecks 
und zwei Multiplikatoren a^', a^ als 
Bestandteile des Koordinatensystems 
gegeben (Fig. 51b). 



e^(a^) 






iL 



rv 




e/ä^'J 



Fig. 51a. 



Fig. 51b. 



Die Zweieckskoordinaten x^^x^ Die Zweiseitskoordinaten u^jU^ 
des Punktes P sind dann zwei Zahlen, des Strahles p sind dann zwei Zahlen, 
die sich verhalten wie die mit a^ die sich verhalten wie die mit a{ 
und a^ m%ätiplizierten Abstände des \ und a^ multiplizierten Sinus der 



§ 7, 7—8. 
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Punktes von den Eckpunlcten E^ 
und E^: 

(9) x^: X2=' a^.E^P : a^.E^P, 

Die Eckpunkte selbst erhalten 
die Koordinaten (vgl. § 7, 1) : 

E^ : x^jX^ = 0, 1 

-Z^O • X* ■ X^ "~" 1. y \J m 



(10) 



Winkel des Strahle gegen die Seiten- 
strahlen e^ und e^: 

(9') u^'.u^^a^.^me^pia^'.mie^p. 

Die Seitenstrab len selbst er- 
halten die Koordinaten: 

^1 • ^i; ^2 = 0, 1 

^2 ♦ U^ . Ua ^^ J. . U . 



(10') 



7« Die Zweiecks- und ZweiBeitskoordinaten als Doppelver- 
hältnisse. 



Für die zweite Erklärung sind 
die Eckpunkte E^, E^ des Koordi- 
natenzweiecks und der Einheitspunkt 
Eq als Bestandteile des Koordinaten- 
systems gegeben (Fig. 52a). 



17. 



P 



^ 



U. 



Für die zweite Erklärung sind 
die ungerichteten Seitenstrahlen e^ , e^ 
desKoordinatenzweiseits und der Ein- 
heitsstrahl Cq als Bestandteile des Ko- 
ordinatensystems gegeben (Fig. 52 b). 



Fig. 5äa. 

Die Zweieckskoordinuten x^^x^ 
des Punktes P sind dann zwei Zahlen, 
deren Verhältnis das Doppelverhäit- 
nis des Punktes zu den Punkten 
E^^E^yE^ ist: 




Fig. 62 b. 

Die Zweiseitskoordinaten u^y u^ 
des Strahles p sind dann zwei Zahlen, 
deren Verhältnis das Doppelverhält- 
nis des Strahles zu den Strahlen 



/^•i\ /-nT-JTfcTTiN -^«-Eft ^1 P ^ /H Hfs / \ sine, 6n sinV. w 

Der Einheitspunkt erhält die Der Einheitsstrahl erhält die 
Koordinaten : Koordinaten : 

(12) E^ix^yX^^ly!, 1(12') ^0:^1,^2 = 1,1. 

8. Beziehung zwischen Zweiecks (Zweiseits)koordinaten und 
homogenen gemeinen •Koordinaten. Indem man die homogene Be- 
zeichnung (1), (3), (8) in § (^, (10); (10') einführt (in (10') unter üm- 
kehrung der Vorzeichen von 6^, feg und einen Proportionalitätsfaktor q 

anwendet, ergibt sich: 

3* 
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§ 7, 9—10. 



Die Zweieckskoordinaten x^^x^ 
sind proportional homogenen linearen 
Funktionen der homogenen gemeinen 
Koordinaten Xy t: 

QXi = a^x + \t 

\X + \t. 



(13) 



U^x^^a^ 
\qx^ = a^ 



Die Zweiseitskoordinaten Wj, u^ 
sind proportional homogenen linearen 
Funktionen der homogenen gemeinen 
Koordinaten u,v: 

QU^ = a^u + \v 

< 



(13') 



(14) 



Die Determinante der Koeffizienten (§ 6, (13)) muß hierbei von 
Null verschieden sein. 

Die Auflösung der Gleichungen (13) und (13') gibt umgekehrt 
mit einem Proportionalitätsfaktor ö (Anm. 2, 1, 2): 

öx^ b^Xi — b^x^ . (6u^ fegWi — &iWj 

öt — — a^x^ + a^iCg. [cv = — a^u^ + ai^g. 

Die Verhältnisse der x^^x^ und x^ty beziehungsweise der u^yU^ 
und tA; V bestimmen sich also gegenseitig eindeutig. 

Die homogenen gemeinen Koordinaten Xy t gehen aus (13) mit 
a^ = 1, h^^Oy ttj = 0, b^ == 1 als Spezialfall der Zweieckskoordinaten 
hervor (vgl. § 6, 9). 

9. Darstellung der Zweieokskoordinaten in abgekürzten Sym- 
bolen. Aus § 6, 8 folgt ferner bei Einführung der homogenen Schreib- 
weise mit den Abkürzungen: 



(15): 



Xi = a^x + b^t 

X^ =a^x + b^t 

Sind 
(16) X, = 0, X3=0 

die Gleichungen der Eckpunkte des 
Koordinatenzweiecks und Xq, t^ die 
Koordinaten des EinheitspunkteSy so 
sind die Zweieckskoordinaten des 
Punktes x,t: 



(15') 



(17) 



^1 . ^ 



^1 -^2 — x/ • X,^ 



Z7i « a^u + b^v 

ü^ = a^u +b^v 

W^^ = a^UQ + b^VQi 

Sind 
(IC) r, = 0, J7, = 

die Gleichungen der Seitenstrahlen 
des Koordinatenzweiecks und u^y Vq 
die Koordinaten des Einheitsstrahles, 
so sind die Zweiseitskoordina^ten des 
Strahles UyV: 



(17') 



U, . U, 



^*1 • ^2 u\ ' f/^o 



Die rechte Seite der Formel (17) hängt von den drei Konstanten 
dj : Oj, a^ i o^y Xq : (q ab. ) « 

10. Beziehung zwischen Zweieoks- und Zweiseitskoordinaten 
bei perspektiver Lage von Funktreihe und Strahlbüsohel. Liegen 
eine Punktreihe g und ein Strahlbüschel S perspektiv (§ 5, 1), so 



§ 7, 10-11. 
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kann man als Bestandteile der beiderseitigen Koordinatensysteme 
(Fig. 52 a, 52 b) entsprechende Elemente E^yE^yE^ und e^^e^je^ der 
Perspektiven Beziehung wählen (Fig. 53). 
Sind dann P und p zwei beliebige ent- 
sprechende Elemente, so ist nach § 5, 3: 

{E^E^PE^)^[e^e^pe^) 

und daher nach (11), (IT)* 

(18) x^: x^^u^:u^. 

Wählt inan hei perspektiver Lage von 
Punhtreihe und Strahlbüschel drei Paare 
entsprechender Elemente als Bestandteile der 
Koordinatensysteme, so sind die Zweiecks- 
koordinaten eines Punktes ihrem Verhält- 
nisse na^h gleich den Zweieckskoordinaten des entsprechenden Strahles^^) 
(vgl. § 8, 3). _ 

Würde man in § 5, (4) SO als Längeneinheit nehmen, so würde 
X =tg(p werden. In der Tat hätte man dann die Punkte o? = 0, oo, 1 
und die entsprechenden Punkte tg g? = 0, oo, 1 als Bestandteile der 
beiderseitigen gemeinen Koordinatensysteme genommen (§ 6, 9). 

Infolge der Beziehung (18) können wir die folgenden Betrach- 
tungen auf die Zweieckskoordinaten beschränken, indem wir still- 
schweigend die Zweiseitskoordinaten einschließen. 

11. Darstellung der Doppelverhältnisse in Zweieokskoordinaten. 
Führt man nach (8) durch die Substitution fij 



Fig. 53. 



«1 _ ^1 



a 



\' 



fi'i = 2' ^^ § 6> (25) die Zweieckskoordiuaten ajj, «, = %, o^; ij, &2) 

^i;^ä? ^1,^2 ^^^ ^^^^ Punkten J., jB, C, 2) ein und setzt allgemein 
zur Abkürzung: 

(19) ^1^2 - ^2^1 == {^y)y 
so ergibt sich: 

Das Doppelverhältnis von vier Punkten Ä,B,CyD mit den Zweiecks- 
koordinaten x^, x^ = a^, a^\ \, ftg; c^, c^^ d^, d^ ist^'^): 

(20) d==(ÄBCD)^ ^^#1 = (5V=l^Ali^t^^i^ . 

Das Doppel Verhältnis von zwei Punkten Ä, B m den Eckpunkten 
E^yE^ des Koordinatenzweiecks folgt (§ 7, (10)) aus (20) mit c^=0, 
^2 = 1; dl = 1, rfg = 0: 



(21) 



S^{E,E,AB)^^f^ 



\ 
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Zwei zu JEi , E^ harmonische Punkte haben entgegengesetzte Koordinaten- 
Verhältnisse rr^, x^ und x^, — x^ {% ß, 11). 

12. Gleichung eines Punktes in Zweieokskoordinaten. Wie 
in § 1, 11 und § 7, 3 kann ein Punkt durch eine homogene lineare 
Gleichung von der Form: 

(22) a^Xi + a^x^ = 

gegeben werden. - Seine Zweieckskoordinaten sind dann: 

(23) x^: x^== — a^ : a^ , 

woraus zugleich hervorgeht, daß die Gleichung (22) ohne Ände- 
rung ihrer Bedeutung mit einem konstanten Faktor multipliziert 
werden kann. 

13* Doppel Verhältnis von Funkten, die durch ihre Gleichungen 
gegeben sind. Sind zwei Punkte 6?^, G^ durch ihre Gleichungen: 

(24) Xi = a^^x^ + «12^2 = 0, Xg = a^^Xy^ + a^^x^ = 
gegeben und ztvei Funke P und Gq durch ihre Koordinaten x^, x^ und 
^li ^2^ s^ erhält man das Doppelverhältnis der vier Punkte aus (20), 
indem man a^, a^; i^, b^ nach (23) durch — a^^j ^lu ~ ^22? ^21 ^^^ 
^,^25 ^1,^2 durch ^Pj, iPgJ ^A ^2^ ersetzt, also: 

worin: 

JL^ = a^^^X^ -f- ^12^2 ? -^2 *^ ÖtgjiTj + ^22*^2 • 

§ 8. Die Transformation der Zweieckskoordinaten. 

1. Veränderung des Einheitspunktes bei festen Eckpunkten 
des Eoordinatenzweiecks. Nach § 7, (11) oder (17) ändern sich bei 
Veränderung des Einheitspunktes Eq im System der Zweieckskoordi- 
naten x^, X2 diese selbst nur je um einen konstanten Faktor. Will 

, man also bei gleichbleibenden Eck- 

1 ^=0A jf lS^ ^ A' ^>. punkten E,, E, des Koordinatenzwei- 

ecks an Stelle der alten Koordinaten 

Fig. 54. 

x^ , X2 neue Koordinaten 2/1 , y^ einführen, 
deren Einheitspunkt Eq im alten System die Koordinaten x^^, x^^ hat, 
so müssen zwischen den Koordinaten x^^x^ und Ui^y^ desselben 
Punktes *P jedenfalls Beziehungen von der Form: 

QX^ = m^y^, QX^^m^y^ 
bestehen. Die Faktoren %, m^ bestimmen sich aber aus der Be- 
merkung, das für 2/1, y2 = 1; 1 (§ '^; (^^O ^1? ^2 =^ ^i^ ^2^ werden soll. 
Es folgt also (Fig. 54): 






§ 8, 2-3. 39"^ 

Um von den alten Zweieckslcoordinaten x^jX^ zu neuen Zweiecks- 
koordinaten y^^y^ üherztigehen, die hei gleichen Eckpunkten E^yE^ des 
Koordinatenzweiecks einen anderen Einheitspunkt E^ ix^^x^^ x^,x^^ 
haben, dienen die Formeln: 

(1) QX^^ x^^y^ , QX^ - x^^y^ . 

Ist insbesondere der neue Einheitspunkt E^ der vierte harmo- 
nische zu den Eckpunkten E^,E^ und dem alten Einheitspunkte Eq 
{Eq : x^y rcg = 1, 1; Eq : x^, a;2 = 1, — 1 nach § 7, (21)), so hat man 
statt (1): 

(2) 9^1 -Vi, 9^2 ^2- 

2. Vertausohung der Eckpunkte des iEoordinatenBweiecks. Eine 
Vertauschung der beiden Eckpunkte E^yE^ des Koordinatenzweiecks 
bei festem Einheitspunkte E^y die sich r v T> 
in den Formeln: -^^j tj~^ ^^ 

(3) 9-. = y. P% = y. ^''''' ,. '\ ''' '^''' 

Flg. 65. 

ausspricht, hat zur Folge, daß für 

einen beliebigen Punkt P und für die Eckpunkte JE^, E^ an Stelle 

Yon § 7, (11) und (10) die Formeln treten (§ 3, (19)): 

(4)y,:y,==(£,i;,EoP) = |-J.^J; ^1:^1,^2 = 1,0; £,:y„^,=0,l 

(Fig. 55). Wir erwähnen dies, weil wir im folgenden meist von 
solchen Zweieckskoordinaten Gebrauch machen werden, die gegen- 
über § 7, (10) durch die eben angegebenen Formeln (4) charak- 
terisiert sind. 

3. Transformation des einen Einheitselementes bei perspek- 
tiver Lage von Funktreihe und Strahlbüschel. Wir erwähnen es 
auch zum Zwecke einer Modifikation der Formel § 7, (18). Ver- 
tauscht man nämlich E^ und E^y und zugleich 

Eq mit dem vierten harmonischen Punkte zu 
E^yE^yE^y SO hat man nach (3) und (2) 
x^y x^ durch x^,—x^ zu ersetzen, indem man 
die neuen Koordinaten wie die alten mit dem 
Buchstaben x bezeichnet. Im Strahlbüschel 
sollen dagegen u^y u^ uugeändert bleiben. 
Dann folgt aber aus § 7, 10: 

Wählt man bei perspektiver Lage von 
Punktreihe und Strahlbüschel die Bestandteile 
der beiderseitigen Koordinatensysteme derart, 
daß E^ , JBg auf den Strahlen e^ , e^ liegen (Fig. 56) Fig. se. 
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und Eq der vierte harmonische zu E^, E^ und dem Schnittpunkte von 
Cq mit g ist, so besteht zwischen Zweiecks- und ZweiseitskoordincUen 
entsprechender Elemente die Beziehung^): 

(5) u^x^ + u^x^ = 0. 

4. Einführang eines beliebigen neuen Systems von Zweiecks- 
koovdinaten. Wir gehen von einem System von Zweieckskoordi- 
naten x^, x^ aus, die sich auf die 

^1 ^ o ^ "i {o *^ f Ecken E^^^E^ und den Einheitspunkt 
jp. 5^ Eq beziehen, so daß nach der Auf- 

fassung (4): 

(6) x,:x, = {E,E,E,P)~§^^.§^. 

Die Ecken «7^, J^ und der Einheitspunkt Jq des neuen Systems 
(Fig. 57) seien durch ihre Koordinaten Xi^^\ x^^^^^ x^^^\ x^^^^-^ x^^ x^ 
gegeben. Wie in (6) ist für die neuen Zweieckskoordinaten y^y^'* 

(7) Vi ' V2 - (JiJi^oP) 
und daher nach § 1, (20): 

f^iD^O «. (1)«. OW«. (8)«, ^{i)^\ 

\"/ Jfl • "2 /«.(«)«.<> «i (2)/r Ow«. (1)«." ^ Ü)«. \ 

oder mit einem Proportionalitatsfaktor 6: 

Sind Xi^^\ Xj(^); rc/^^, iPa^'^; ^r^®, x^^ die Koordinaten der neuen Ecken 
Jj, J, tmrf des neuen Einheitspunktes Jq in iezug auf das alte System 
E^y E^\ Eq, so besteht zwischen den neuen Zweieckskoordinaten y^^y^ 
und den alten x^, x^ die Beziehung: 

' , ö {x,^')x,^ - o:/^) VJ y, « x^^'^x, - a:i(»>:r, 
orf€r fuich x^jX^ aufgelöst mit einem Proportionalitätsfaktor q (Anm. 2,1,2): 

Die Determinante der Koeffizienten von y^ und — y^ in (10): 
(a;/i)ir,(^) - a:^^^)^/^)) {x^^^^x^'' - a-/') V) (^«^'^ V - ^/'^ V) 
ist von Null vei*schieden, da keine zwei der drei Punkte JifJ^yJo 
zusammenfallen. 

Die Formeln (9) und (10) enthalten von allen Koordinaten- 
paaren x^fX^; ^11^2 5 -^Ä^^^^; x^^^\x^^^^] ^i^^2^ je nur das Ver- 
hältnis. 

5. Die Transformation der ZWeieekakoordinaten als lineare 
Substitution. Die Gleichungen (10) haben die Form: 



(9) 



§ 8, 5. 4t 



QX2 = ^iJ/l + C22J/2 

mit nicht verschwindender Determinante: 



(11) 



(12) ■ C = 



^11 ^12 
^21 ^22 



Die Verhältnisse der Koeffizienten der „linearen Substitution"*^) (11) 
sind nach (10) in bestimmter Weise von den Koordinaten der ge- 
gebenen Punkte J^yJ^y Jq abhängig. 

Umgekehrt bestimmen die Gleichungen (11), als Transformätions- 
formein gedacht, bei beliebig gegebenen Verhältnissen der Koeffi- 
zienten Cji, ^12^ %; ^2 ^^® Koordinaten der Punkte J^, e/g, eTJj. Denn 
diese haben nach § 8, (4) und § 7, (12) im neuen System die Koor- 
dinaten: 

VirVi-'^y^i 0,1; 1,1. 

Für ihre Koordinaten Xjf^^\ x^^^^] x^^^^ x^^^^] x^y x^ im alten System 
folgt daher aus (11) selbst: 

\}-o) X-^ ^ : ^2 ^11 • ^21 5 "^i • "^2 ^^ ^12 • ^2 5 *^i • ^2 ^^ ^11 "r ^2 • ^21 "•" ^22 • 
Entsprechendes gilt für die Auflösungen der Gleichungen (11): 

in denen die Koeffizienten die Unterdeterminanten von C sind (Anm. 
2, II, 2). Wir heben zusammenfassend hervor: 

Für den Übergang von einem alten Zweieckskoordinatensystem x^yX^ 
zu einem neuen y^^y^ gelten die Transfmmationsformeln (11) und (14) 
und sind: 

\AOy X-^ '. x^ "= Cjj : C215 X-^ i Xi^ = Cj2 • ^22 

die aJten Koordinaten der neuen Ecken und: 

(16) yi-yi- Cii : C12; J/i : y2 = C^i : C^^ 

die neuen Koordinaten der alten Ecken, 

Die Eiuheitspunkte lassen wir in diesem Satze beiseite, da sie 
nach § 8, 1 auch für sich allein betrachtet werden können. 

In gleichem Sinne brauchen wir auch die Formeln (10), indem 
wir t/i und j/g j® um einen Faktor ändern, in der kürzeren Form: 

wo wieder x^'^\ x^^^^ und Xi^^\ x^^^^ die alten Koordinaten der neuen 
Eckpunkte sind. 



(17) 
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§ 8, 6-8. 



6. Darstellung der Transformation durch eine bilineare Glei- 
chung. Da die Gleichungen (11) und (14) nur die Aufgabe haben^ 
die Verhältnisse der x^, x^ und der y^, y^ eindeutig durcheinander dar- 
zustellen, kann man sie mit Elimination von q aus (11) auch durch 
die eine Gleichung darstellen: 

(lo) ^ai^^lJ/l "r ^l^lVt ^11^22/l ^12^2^2 ^^ ^' 

Diese bilineare Gleichung ist also ebenfalls der Ausdruck der Trans- 
formation der Zweieckshoordinaten, 

7. Beziehung zwischen Zweiecks- und Zweiseitskoordinaten 
bei perspektiver Lage von Funktreihe und Strahlbüschel. Führt 

man in § 7, (18) auf der Geraden g mittels der 
Transformation § 8, (11) statt x^, x^ neue Ko- 
ordinaten y^y y^ ein und bezeichnet die letz- 
teren nachträglich wieder mit x^^x^y so er- 
gibt sich: 

WcUilt man bei perspektiver Lage von Punkt- 
reihe und Strahlbüschel (Fig. 58) die Bestandteile 
der beiderseitigen Koordinatensysteme E^, E^, Eq 
und e^,e^,eQ ganz unabhängig voneinander y so 
bestehen zwischen den Koordinaten x^yX^ des 
laufenden Punktes P der Punktreihe und den 
Koordinaten m^, Wg des durch ihn hindurch- 
gehenden Strahles p die Beziehungen-^: 

oder auch: [qu, - e,,x, + c,,x, 

\^\j) ^21 ^l*^! I ^22^1*^2 ^11^2*^1 ^12^2*^2 '^^ ^' 

8. Invariante der Transformation der Zweieckskoordinaten. 
Sind Pj und Pg zwei beliebige Punkte der Geraden und x^^^\ ojg^^^; 
:x)^^^\ a?g(*) ihre Koordinaten im alten und y^^^\ j/g^^^; y^^^), yg^^^ i'^^® ^^" 
ordinaten im neuen Koordinatensystem von § 8, 6, so ist nach (11): 




Fig. 58. 



x^W x^W 



(Anm. 1, V, 1) also nach (12): 



a;i(*) a;j(«)] 






y,^'^ y.^'^ 
j/i<^' y,''^ 






(21) i * ^1 = 

Die Determinante aus den Zweieckskoordinaten zweier heli^ngen 
Punkte ist eine Invariante der Koordinatmtransformation.*^) 

Ihr Verschwinden bedeutet den Zusammenfall der beiden Punkte. 



§9, 1. 
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§ 9. Die Gleichungen der Punktreihe und des Strahlbüscliels. 

1« Die Gleichung in gemeinen Koordinaten mit multipliziertem 
Teilungsverhältnis als Parameter. Wenn: 

gesetzt wird (A^B^ — -4,^1 + 0), so gibt die Gleichung: 



(2) 



^1 



(2') 



/i = 






nach § 6, (10), (12) (mit Ä, B für 
a, h) das multiplizierte Teilungs- 
verhältnis IL jedes Punktes x der 
Geraden, bezogen auf die Anfangs- 
punkte Xi = und Xj — und 
den Multiplikator A^ : ^ . 



nach § 6, (10), (12') (mit J5, A für 
a, h) das multiplizierte Teilungs-. 
Verhältnis ft jedes Strahles des 
Strahlbüschels, bezogen auf die 
Anfangsstrahlen üi = und U^ « 
und den Multiplikator 



i (§ 6, (14% (15')). 

Umgekehrt kann man bei gegebenem ^ aus (2), bezüglich (2') x und 
tg 9 berechnen und daher mit Hinblick auf § 1, 11 und § 2, 12 sagen: 



(3) 



Sind: 

< 

X^ ^ A^x + J^g = 

die Gleichungen ziveier verschiedenen 
Funkte einer Punktreihe im ge- 



(3') 



Sind: 

U,^A, + B,tgip^O 

U,^A, + B^tg<p = 

die Gleichungen zweier verschiedenen 
Strahlen eines Strahlbüschels im ge- 



o_S^ 



^o_ 



Fig. 50 a. 

meiruen Koordinatensystem (Fig. 59 a), 
so isi: 

(4) X,-^X, = 

mit: 



(5) 







Fig. 59 b. 

meinen Koordinatensystem (Fig. 59 b), 

so ist: 

(4') ü,-^U,-^0 

mit: 

£i=- Signal 






«j=-sign^ 



44 



§ 9, 2-8. 



die Gleichung des Punktes, der die 
Strecke jener beiden im Verhältnis 
k teilt 

Da die Gleichung bei wechseln- 
dem IL alle Punkte der Reihe dar- 
stellt, nennt man sie die Gleichung 
der Punktreihe mit dem Parameter 
ky beziehungsweise fi. Die Punkte (3) 



die Gleichung des Strahles, der den 
Winkel jener beiden im Sinusver- 
hältnis X teilt Dabei gilt die den 
Anfangsstrahl o enthaltende Winkel- 
fläche als äußere^^), in der X positiv 
ist (§ 4, 1. 2). 

Man nennt (4') die Gleichung 
des StraUbüschelSy die Strahlen (3') 



heißen die GrwwdpwwÄfe der Reihe *^). I die Grundstrahien des Büschels. 

2« Die Gleichung in gemeinen Koordinaten mit Doppelverhältnis 
als Parameter. In gleicher Weise wie in § 9^ 1 ergeben sich die 
beiden folgenden Sätze aus § 6^ 8.: 



Sind wieder (3) die Gleichungen 
der Grundpunkte G^ , G^ einer Punkt- 
reihe im gemeinen Koordinatensystem 







a G^ 
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p 

—o— 



Fig. 60 a. 

(Fig. 60 a) und Xq die Koordinate 
des den Grundpunkten beigegebenen 
EinJieitspunktes Gq, so ist: 



= 



(6) -^ - iij^o 

die Gleichung der Punktreihe, und 
bedeutet der Parameter fi das Dop- 
pelverhältnis des laufenden Punktes P 
der Beihe zu den Grundpunkten und 
dem Einheitspunkte: 

(7) ^ = ((?,6?,PG„). 



Sind wieder (3') die Gleichungen 
der Grundstrahlen g^ , g^ eines Strahl- 
büschels im gemeinen Koordinaten- 

gJU^'0> 




9,(V^o) 



Fig. 60 b. 

System (Fig. 60 b) und tg q)Q die 
Koordinate des den Grundstrafden 
beigegebenenEinheitsstraMes g^,so ist: 

(60 f-o - /i§ = 

die Gleichung des Strahlbüschels, und 
bedeutet der Parameter /t das Dop- 
pelverhältnis des laufenden Strahles p 
des Büschels zu den Grundstrahlen 
und dem Einheitsstrahl: 

Die Angabe der innem Winkelfläche ist bei (7') nicht mehr er- 
forderlich (§ 4, 6). 

3« Die Gleichung der Ponktreihe in homogenen gemeinen 
Koordinaten. Bei Anwendung homogener gemeiner Koordinaten x, t 
und Xq, tQ für x und Xq wird die Gleichung (6): 
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^^^ A^o + ^i*o ^A,x, + B,to ''• 

Diese Gleichung kann nun auch auf den Fall angewendet werden, wo 
mit J.2 = der eine Grundpunkt X^ =^ Ä2X + B^t = unendlich fern 
*5^ (§ '^; (6))- Sie wird dann: 

<»' ^^si -"{-»• 

während gleichzeitig nach (7) der Parameter: 

(10> i,^{G,P.PG,)^§^l 

die Bedeutung des einfachen Teilungs Verhältnisses erhält (§ 3^ 11). 

4. Die Gleichung der Funktreihe in Zweieokskoordinaten mit 
Doppelverhältnis als Parameter. Indem wir uns nach der Bemer- 
kung § 7, 10 auf die Punktreihe beschränken, führen wir auf dieser 
ein System von Zweieckskoordinaten x^y x^ mit den Eckpunkten JP^, E^ 
und dem Einheitspunkte E^ ein, so daß wie in § 7, (11): 

(11) x,:x2^{E,E,PE^). 

Es seien nun zwei feste Punkte fi f ^ ^ z ^ f *> f^ f 

(ti, (?2 ^®^ Reihe (Fig. 61) durch ^. ^^ 

ihre Gleichungen: 

(12) Xi = a^^x^ + a^^x^ =-0, Xg = a^^x^ + a^^x^ = 

und ein dritter fester Punkt Gq durch seine Koordinaten x^^, x^^ 
gegeben. 

Nach § 7, (25) ist das Doppelverhältnis des laufenden Punktes 
P = Xj^,X2 zu den drei festen Punkten: 

(13) ^-(G,G,PGo) = |-I-|^- 

Umgekehrt bestimmt diese Gleichung bei gegebenem fi den Punkt 
^1? ^2} s^® ^st seine Gleichung. 

Sind also (12) die Gleichungen der GrundpunJcte G^, G^ einer 
Punktreihe in Zweieckskoordinaten x^, x^ und x^^, x^^ die Koordinaten 
des den Grundpunkten heigegebenen Einheitspunktes G^, so ist: 

(14) }, - M#<r = 

die Gleichung der Punkireihe, und bedeutet der Parameter fi das Doppel- 
verhältnis des laufenden Punktes P der Eeihe zu den festen Punkten: 

(15) ii=.(G,G,FO,). 

Die Gleichung (14) enthält von den Konstanten der Glei- 
chungen (12) nur die Verhältnisse a^^ : a^g, ag^ : 0^2, wie auch nur 
die Verhältnisse x^^ : x^^ und x^: x^. 
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Nimmt man die Konstante X^® : X,® in den Parameter ft auf und 
schreibt die Gleichung (14) in der kürzeren Form: 

(16) X.-^X, = 0, 

SO ist fi schlechthin das multiplizierte TeilungSTerhältnis, nach dem 
P die Strecke G^ G^ teilt (§ 6, 4). 

5. Zusamxnenfall der Grandponkte der Beihe mit den Ecken 
des Koordinatenzweieoks. Fallen die Grundpunkte G^y G^ der Punkt- 
reihe mit den Ecken E^{x^ = 0,% 7, <10)) 
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G fi 2 ^°*^ "^2 (^2="0) des Koordinatenzwei- 

P, ^ ecks zusammen^ ist also in (12) a^g = 

und aji = (Fig. 62), so wird die 
Gleichung der Punktreihe an Stelle von (14): 

(17) ;'o-ftJ^-0, i.^{E,E,PG,). 

Fällt auch der Einheitspunkt G^ der Punktreihe mit dem Einheits- 
punkte Eq des Koordinatensystems zusammen, wird die Gleichung 
der Punktreihe: 

(18) x^-^x^^O, ii^{E,E^PE^) 

übereinstimmend mit der Gleichung § 7, (8). 

6. Veränderung der Gnindpunkte der Panktreihe bei festem 
Koordinatensystem. In die Gleichung (16) der Punktreihe sollen an 

Stelle der Grundpunkte G^, G^ zwei 

E, E^ E^ f± ^2^ ^M neue Grundpunkte H^, H^ eingeführt 

,, ^- werden, die durch ihre Parameter 

f*i> f*2 gegeben sind (Fig, 63). Setzt 
man dann mit zwei beliebigen konstanten Faktoren m^ und m^i 

(19) Ti = m^{X^-ii^X;), Y^ = /^^(Xi-^aXg), 
so sind (§ 7, 12): 

(20) r, = o, r, = o 

die Gleichungen der Grundpunkte H^yH^, Aus (19) folgt aber 
durch Auflösung nach X^, X^: 

(.«1 - M,) Xi = ,«1 ^ - ,*, ^' , (/ii-.«,UY, = ^ - ^- 
Damit wird die Gleichung (16): 

(.« - .«,) ]l - (.« - .«.) -^ = 

oder mit der Abkürzung: 
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(21) V = ^ '*'-- >" : 

(22) Y,-vY,^0. 

Damit sind also die neuen Grundpunkte (20) in die Gleichung- 
der Punktreihe eingeführte^). Der neue Parameter v bedeutet wieder 
das multiplizierte TeiluDgsverhältnis^ nach dem der laufende Punkt P 
der Reihe die Strecke H^H^ teilt. Er ist von dem alten Parameter 
abhängig durch die Formel (21), die bis auf die Bezeichnung des 
Faktors m^ : m^ wieder die Formel § 6, (29) ist. 



II. Abschnitt. 

Die Ebene 
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Fig. ('4. 



I. Kapitel. 

Das gemeine Koordinatensystem. 

§ 10. Die gemeinen Koordinaten eines Pnnktes in der Ebene. 

1. Das rechtwinklige Koordinatensystem. Als Koordinaten- 
i ,y System in einer Ebene dienen zwei sich senk- 
recht schneidende gerichtete (§ 1, 3) gerade 
Linien (Fig. 64). Ihr Schnittpunkt 
heißt der Koordinatenanfangspunkt. Die 
beiden Geraden selbst heißen Koordinaten- 
achsen und werden als x- Achse und y-Achse 
unterschieden. Der Punkt teilt jede 
Koordinatenachse in eine positive und eine 
negative Halbachse. Die Koordinatenachsen 
teilen die Ebene in vier Quadranten. 

2. Projektionen und Koordinaten eines .Punktes. Zieht man 
-durch einen beliebigen Punkt P der Ebene (Fig. 65) Senkrechte zur 

X' und y-Achse (Parallelen zur y- und 
a:-Achse), so schneiden diese die Achsen 
in bestimmten Punkten P^ und P^, 
welche die orthogonalen Projektionen 
des Punktes P auf die Koordinaten- 
achsen heißen. 

Die Entfernungen der Projek- 
tionen vom Koordinatenanfangspunkte 
(§ 1, 4): 
x^OP,, y^OP^ 

nennen wir die Koordinaten des Punktes P in bezug auf das Koordi- 
natensystem Oxy, X die Abszisse oder a;- Koordinate, y die Ordinate 
-oder ^/-Koordinate. 
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Fig. 65. 
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§ 10, 3—5. 
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Nach § 1, 6 ist x zugleich die Koordinate des Punktes P^ auf 
der a;- Achse und y die des Punktes P^ auf der y- Achse.®) 

Im Gegensatz zu anderen Koordinaten werden x^ y Cartesische 
oder gemeine (rechtwinklige) Koordinaten oder (rechtwinklige) Parallel- 
h)ordinaten genannt.*®) 

3. Eindeutigkeit der Koordinatenbestimmung. Bei gegebenem 
Koordinatensysteme gehören nach § 10, 2 zu jedem Punkte P der 
Ebene zwei eindeutig bestimmte Koordinaten x und y. 

Zu irgend zwei als Koordinaten gegebenen Zahlen x und y gehört 
umgekehrt ein eindeutig bestimmter Punkt P der Ebene.^^) 

Denn nach § 1, 6 bestimmen x und y die Punkte P^ und P^ 
eindeutig. Der Schnittpunkt der durch P^ zur «/-Achse und durch 
P zur iT- Achse gelegten Parallelen ist aber P. 

4. Die Koordinaten als Abstände von den Koordinatenachsen. 

Indem wir parallelen Geraden der Ebene im allgemeinen auch gleichen 
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Fig. 67. 



Durchlauf ungssinn beilegen, können wir die Koordinaten des Punktes P 
auch durch die Strecken: 

(2) ^-^y^, J/ = P.P 

darstellen (Fig. 66). Sie erscheinen dann als die senkrechten (parallel der 
X- und ^- Achse gemessenen) Abstände des Punktes P von der y- und 
a;-Achse, positiv oder negativ gerechnet, je nachdem die Richtung von 
den Fußpunkten P und P^ nach P hin mit der positiven Richtung 
der parallelen Achse übereinstimmt oder nicht.^'^) Wir können end- 
lich auch: 
(3) =^=0V,, y = P,P 

nehmen. Die beiden Koordinaten bilden dann einen gebrochenen 
Linienzug, der von nach P hinführt (Fig. 67). 

5. Besondere Werte der Koordinaten. Der Koordinatenanfangs- 
punkt hat die Koordinaten x = 0, ^==0. Für alle Punkte der 
;r- Achse ist y == 0, für alle der y- Achse a? = 0. 

Staude, analyt. Geometrie. 4 
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§ 10, 6. § II, 1—2. 
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Fig. 68. 



|y Vier Punkte von gleichen abso- 

luten Koordinatenwierten a) b bilden 
(Fig. 68) die Ecken eines Rechtecks, 
dessen Seiten den Achsen parallel 
sind und dessen Mittelpunkt ist 
(vgl. §1,7). 

Alle Punkte von gleicher a;-Ko- 
ordinate a? == a liegen auf einer Par« 
allelen zur y- Achse, alle Punkte von 
gleicher y-Koordinate y — b auf einer Parallelen zur o?- Achse. 

6« Das Bohiefwinklige Koordinatensystem. Wenn die Koordi- 
natenachsen nicht rechtwinklige sondern schiefwinklig zueinander sind, 

so zieht man durch den Punkt P 
Parallelen zu diesen Achsen (Fig. 69) 
und erhält so die schiefwinkligen Pro- 
jektionen P^ und Py des Punktes P. 
Die EntfemuDgen: 

sind dann die schieficinkligen Koordi- 
naten des Punktes P. 
Auch für diese gelten die Angaben § 10, 3 — 5 mit der unwesent- 
lichen Abänderung, daß in § 10, 4 statt der Bezeichnung „senkrechte 
Abstände'^ nur die Bezeichnung „parallel der x- und ^- Achse ge- 
messene Abstände^' gilt und daß in § 10, 5 statt „Rechteck'^ g^ag^ 
wird „Parallelogramm*^ 

§ 11. Die Richtungswinkel und Richtungskosinus einer Geraden. 

!• Positiver Drehungssinn in der Bbene. Zur Bestimmung der. 
relativen Griiße der Winkel (§ 2, 4) in der Ebene setzen wir den 
rf^' Beiceffumf de^ Uhncigers entgegengesetzten Drehungssinn allgemein*®) 
als positifm Drehungssinn fest*) 

3« Der Kiohtoxigswinkel einer gerichteten Gtoraden gegen die 
Jt-Aohse. Eine gerichtete (vgl. § 1, 3) unbegrenzte oder begrenzte 

Gerade g hat danach gegen eine feste 
gerichtete Gerade, etwa die x- Achse des 
Koordinatensystems (,Fig. 70), einen bis 
auf Vielfache von 2x bestimmten Sieh- 

— ^_ ^jp tungsfnnhl: 

^n y - xg 

Fip. Tö. i,vgl § 2, 7\ 
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§ U, 3-4. 
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Alle mit g parallelen und gleichgerichteten Geraden (oder Strecken) 
haben denselben Richtungswinkel (Fig. 70). 

3. Positiv oder negativ orientiertes Aohsensystem. Je nachdem 
bei einem Achsensystem Oxy die positive Halbachse y auf der linken 
oder rechten Seite der a:- Achse (mit Bezug auf deren positiven Durch- 
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Fig. 71. 



Fig. 72. 



laufungssinn) liegt (Fig. 71, (a) und (6)), nennen wir das Achsen- 
system positiv oder negativ orientiert. 

Je nachdem daher das Achsensystem positiv oder negativ orientiert 
ist, hat man für den Richtungswinkel: 

(2) G} = xy 

der y- Achse gegen die a;- Achse beziehungsweise: 

(3) ö < ;r; sin cj > oder co > :r; sin cu < 
und in der Formel^^): 

(4) • sin xy = aVl — cos^ xy 

beziehungsweise f = + 1 oder £ = — 1 . 

Das rechtwinklige System (Fig. 72, (a) und (6)) ist positiv oder 

negativ orientiert^*), je nachdem CJ = y oder co = —^ • Wir benutzen 

in der Regel das positiv orientierte System. 

4. Die Richtungswinkel einer gerichteten Geraden gegen beide 
Koordinatenachsen. Bei gegebenem Koordinatensystem Oxy zieht 
man statt des einen Richtungswinkels (p yg 

in (1) der Symmetrie wegen auch die beiden 
Richtungswinkel: 



(5) 



Kf^^xg, ilj = yg 



in Betracht (Fig. 73). Zwischen diesen be- 
steht nach § 2, (9) die Beziehung: 




^x 
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§ 11, 5-7. 




Fig. 74. 



oder nach (2) und (5): 

(6) il; = q) — d; 

beim positiv (Fig. 74) oder negativ 
orientierten rechtwinkligen System be- 
^ züglich: 

(7) ^ = 9 - -|- oder V' = 9 + y ' 

5. Die Biobtnngskosiniis. Die Kosinus der beiden Winkel (p und ^ 

(8) a = cos 9?, 6 == cos t 

heißen die RichtungsJcosinm^) der gerichteten Geraden g. Zur Bildung 
dieser können statt 97 und ^ nach § 2^ 4 auch die absoluten konvexen 
oder konkaven Winkel 

(9) q>^xg, t = yg 
benutzt werden. 

Entgegengesetzt gerichtete Gerade haben entgegengesetzte Richtungs- 
kosinus 

(10) a, b und — a, —b. 

6. Bichtungskosinus im rechtwinkligen System. Beim positiv 
orientierten rechtwinkligen System (Fig. 75) stellen sich die Richtungs- 

i2/ 
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^x 
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Fi«. 76. 



kosinus durch den einen Richtungswinkel q) nach (7) in der Weise dar: 

(11) a = cos g>, 6 = sin g> 

(& = — sin (p bei negativ orientiertem System), und besteht daher 
zwischen ihnen die Relation: 

(12) a^ + V^l. 

7. Die Verhältnisse der Bichtuiigskosiiius. Kennt man daher 
zwei Größen Ay B, die sich wie die Richtungskosinus a, b verhalten: 
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(13) a:h^A:B, 

so sind diese mit Benutzung der Relation (12) bis auf ein gemein- 
sames Vorzeichen bestimmt: 

(14) a^-=4=, b^ ^ 



Die Verhältnisse der BichtungsTcosinus bestimmen also (Fig. 76) 
nach (10) die ungerichtete Gerade {l}:a — ig(p nach (11)); sie sind 
homogene Koordinaten der ohne Pfeilspitze genommenen Richtung 

(wie x,y m% 1, (2)). 

§ 12. Die Koordinaten einer Strecke. 

1. Folarkoordinaten einer Strecke. Eine Strecke FP' (Fig. 77) 
mit dem Anfäingspunkte P und dem Endpunkte P' (ygl. § 1, 1) hat eine 
bestimmte absolute Länge (ygl. § 1, 2): 




X 
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Fig. 77. 



(1) s « PF' 

und eine bestimmte Eichtung (vgl. § 1 1, 2). 
Während aber die Strecke in einer Ge- 
raden (vgl. § 1, 4) nur jswei Rich- 
tungen haben kann, bleiben einer Strecke 
in der Ebene unendlich viele (oo^) Rieh- ^.' ' o 
tungen oflFen. Zur Bestimmung der 
Richtung dient daher nicht mehr wie 
dort das zweifache Vorzeichen (vgl. 
jedoch § 12, 8), sondern der Richtungswinkel q) oder die Bichtungs- 
hosinus a,b der Strecke: 

(2) ^ = xs, a = cos xSy b = cos ys. 

Hierbei wird der Einfachheit wegen s in doppelter Bedeutung ge- 
braucht, insofern es in der Regel, wie in (1) die absolute Länge der 
Strecke, in dem Fall aber, wo es unter dem Kosinus als Schenkel 
eines Winkels vorkommt, die gerichtete Strecke BP' oder eine Gerade 
von gleicher Richtung (vgl. § 11, 2) bedeutet. 

Wir nennen die absolute Größe s und die BichtungsJcosinus a, b 
die PolarJcoordinaten der Strecke}^) 

2. Gemeine Koordinaten der Strecke. Die Projektion P^PJ 
einer Strecke PP' (Fig. 78) auf die ic-Achse wird von den Projek- 
tionen P^ und PJ der Endpunkte P und P' (§ 10, 2> begrenzt. Sie 
ist wieder eine Strecke, und zwar eine solche, die nur zwei Richtungen 
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§ 12, 3—4. 



haben kann, da sie in der festen ä?- Achse liegt; sie wird daher positiv 
oder negativ gerechnet im Sinne von § 1, 4. 

Die Projektionen der Strecke PP auf 
die beiden Koordinatenachsen: 

(3) X^F^P:, Y~P^P^ 

heißen die gemeinen rechtwinkligen oder recht- 
winMigen Farallelkoordinaten der Strecke, 

Durch die Koordinaten Xy y und x\ y 
der beiden Endpunkte P und P' dargestellt^ 
haben sie nach § 10, 2 und § 1, (5) die 
Werte: 

(4) X^x'^x, Y=y-y. 

3. Beziehung zwischen gemeinen und Polairkoordinaten. Ist 
allgemein Ä'B' die orthogonale Projektion einer Strecke AB auf die 

gerichtete Gerade x (Fig. 79), so ist: 




^x 



Fig. 78. 




(5) AB' = AB • cos xs = AB - cos xs, 

wo s. unter dem Kosinus wie in § 12, 1 
die Strecke AB ihrer Richtung nach 
bedeutet und die Größe des Winkels 
nach § 11, 5 relativ oder absolut ge- 
nommen werden kann. 
Infolge dieses Satzes bestehen zwischen gemeinen und Polar- 
koordinaten einer Strecke die Beziehungen: 



P^P; - PP' . cos xs, PyPy -= PP' . cos ys 

X = as, Y=bs, 



oder: 

(6) 

Mit Einführung der Koordinaten der Endpunkte P und P' werden 
diese Gleichungen: 
(7) X — X = aSj y — y = bs. 

Hieraus aber ergibt sich durch Auflösung nach a,b, s mit Hinblick 
auf § 11, (12) die Darstellung der Polarkoordinaten der Strecke durch 
die Koordinaten der Endpunkte: 



(8) 



= V{x — xf + {y - yY, a = 



X 



X 



b = 



y —y 



S ' s 

4. Beziehung zwisohen einer Strecke und ihren Koordinaten. 

Die Strecke PP' bestimmt ihre Polarkoordinaten und gemeinen 
Koordinaten vollkommen eindeutig, aber nicht umgekehrt. Denn 



§12, 5-6. 
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=>-x 



parallele gleichgerichtete und gleichlange yK 
Strecken P^ Po' und TV (Fig. 80) haben 
dieselben Polarkoordinaten und dieselben 
gemeinen Koordinaten. 

Durch die Koordinaten x^ y ihres An- 
fangspunktes P und ihre eigenen Koordi- 
naten Sy a, b oder X, Y ist dagegen die 
Strecke Yollkommen bestimmt, da alsdann 
die Formeln (7) oder (4) auch die Koordi- 
naten x\ y des Endpunktes liefern. 

5. Polarkoordinaten des Punktes. Die vom Koordinatenanfangs- 
punkte nach dem Punkte P hinlaufende Strecke OV^ (Fig. 81) 
heißt der LeitstraM (Radius vector) des Punktes P. 

Die absolute Länge und der Rich- 
tungswinkel (oder die Richtungskosinus) 
des Leitstrahles (die Polarkoordinaten 
der Strecke OP): 



Fig. 80. 
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Fig. 81. 



r = OP, (f = XTy a = cos xr, 

b = cos yr 

heißen diePolarkoordinaten des Punktes P. 
Dabei ist r ebenso wie 5 in § 12, 1 in 
doppelter Bedeutung gebraucht. 

Alle Punkte von gleichem r liegen auf einem mit dem Radius r 
um beschriebsnen Kreise; alle von gleichem (p auf einem von 
unter dem Richtungswinkel ip ausgehenden Halbstrahl. Pur den 
Punkt ist r == und 9 unbestimmt, aber auch unnÖtig.^^) 

6. Beziehung zwischen rechtwinkligen und Polarkoordinaten. 

Zwischen den Koordinaten x, y und den Polarkoordinaten r, a, b des 
Punktes P bestehen nach (7) die Beziehungen: 

(10) X = ar, y = br 

oder umgekehrt: 

r = Vx^ + y^f öt == 



(11) 



X 



b^ 



y 



Für einen Punkt mit den Polarkoordiniaten r= l,a, & ist nach (10): 

(12) X = Uj y = b. 

Zwischen a;, t/ und r, gj gelten bei positiv orientiertem Koordinaten- 
system nach § 11, (11) die Gleichungen: 

(13) x = rcosq), y = r sin 9 
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§ 12, 7—8. 



und umgekehrt: 

(14) r = Vx^ + y\ cosg>=-^, sin 9«^. 

7. GesohlosseneB Streokendreieok. Schließt sich von drei Strecken 
mit den Koordinaten X^Y^, -^2^2 ^^^ ^s^s ^^® zweite an die erste 
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Fig. 82. 



Fig 88. 



und die dritte an die zweite an, so ist mit der (Fig. 82) angegebenen 
Bezeichnung der Endpunkte nach (4): 



JL^ — ^3 ^2> "^2 



•^1 »^8 > 



Aj X^ X^y 



^1=^8-^2? i'2 = 2/1-2/8; I^8=!/2'-J/l 

und daher: 

A 1 + X2 + X3 = ;r2 — 3^2? 

r,+ r,+ r3 = 2/2'-2/2. 

Daraus folgt (Fig. 83): 

Immer dann und nur dann, wenn drei Strecken ein (auch dem 
Sinne der Seilten na^ih) geschlossenes Dreieck bilden, sind die Summen 
ihrer gleichnamigen Koordinaten NtdP^): 



(15) 



Xi + X, + X, = 0, i\ + Tj + r, = 0. 



Das analoge Resultat gilt für jedes geschlossene Polygon von Strecken. 

8. Strecken auf einer und derselben Geraden. Kommen auf 

einer und derselben gerichteten Geraden g 
mit den Richtungskosinus a, b mehrere 
Strecken PP', QQ' (Fig. 84) in Betracht, 
so haben sie nach § 12, 1 und § 11, (10) 
die Polarkoordinaten 5, a, 6 oder 5, — a, 
— &, wenn s ihre absolute Länge ist. Es 
ist aber in solchem Falle oft zweckmäßiger, 
5, a, b und — s,a,b als ihre Polarkoor- 
dinaten zu nehmen, also allen Strecken 
Fig. 84. dieselben Richtungskosinus zu geben und 
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§ 12, 9. § 13, 1. 
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ihre Länge nicht absolut^ sondern relativ in bezug auf die Richtung 
ay b zu nehmen (vgl. § 1^ 4). 

Die Formdn (7) mtd (6) behalten bei dieser veränderten Auf- 
fassung der Polarkoordinaten einer Strecke ihre Gültigkeit, da sie nur 
von den Produkten as und bs abhängen. 

0. TeUung einer Strecke. Seien (Fig. 85) F^^x^^ y^ und 
Pg = x^j y^ zwei Punkte und P ^ x, y derjenige Punkt, der die 
Strecke P^P^ im Verhältnis k teilt (vgl. *^* 
§ 3, 1), so daß 



(16) 



P,P 



^L 







Sind dann a, b die Bichtungskosinus der 
Strecke PxP^y so haben die Strecken P^P 
' und P^P im Sinne von § 12, 8 die Polar- 
koordinaten PjP, a, b, und P^Py öt, 6, so 
daß nach (7): 

x — Xx = P^P'a, y — y^ = P^Pb, 
x — x^^ P^Pa, y — y^ = Pi^' ^• 

Hieraus folgt aber durch Division mit Rücksicht auf (16): 




X 



Fig. 85. 



(17) 



X — X 






y — Vi 
y — Vt 



= A 



und durch Auflösen nach x und y\ 

Die Koordifiaten x, y des Punktes, der die Strecke der Punkte 
x^y y^ und x^^ y^ im Verhältnis k teilty sind (vgl. § 3, 2): 



(18) 



X = 



.4/1 A Xa 



y = 



yi—^Vi 



Der Mittelpunkt der Strecke hat die Koordinaten: 

JJj -f- x^ 



(19) 



X = 



^ 2 



§ 13. Der Winkel zweier Geraden. 

1. Der Winkel zweier gerichteten Geraden. Zwei gerichtete 
Gerade p^ und p^ (Fig. 86) sollen in einem positiv orientierten Ko- 
ordinatensystem die Richtungswinkel g)^ und q)^, bezüglich die Rich- 
tungskosinus a^y fej und ag, b^ haben, so daß nach § 11, (H).' 

a^ = cos^j, &! = sin 9^, 



(1) 



a, 



2 



cos9?2» 'l^s = sin9?2- 




58 § 13, 2—3. 

Nach § 2, (9) ist nun, da die Winkel sich bei paralleler Verschiebung 
der Geraden x, p^, p^ nach einem gemeinsamen Scheitelpunkte nicht 
ändern (vgl. § 11, 2), stets p^p^ — xp^ — xp^ und damit: 

(2) ' G3=^PiPt = <Pi-g>i' 

Da hiemach: 

(2) cosoj^cosyjoosqpi + sin^^gsin^?!, sin(D = sih92<^0S9i~9^9i^0S9'2> 

so folgt nach (1): 

Für den Winkd co = p^p^ zweier durch ihre ßichtungskosimis 
a^, &! und ttj, &2 g^^benen Geraden ist: 

(3) cos CO = cosöj ^ a^a^ + hjK2, 

(4) sm ö = «1 Oj — o^ag . 

"^M^ Die Fomel (3) gilt nach § 2, 4 sowohl 
für die relative als auch für die absolute 
Größe des Winkels. In der Tat ändert 
sich die rechte Seite von (3) bei Ver- 
'^^ tauschung der beiden Schenkel p^ und 
P2 nicht, während die rechte Seite von 
Fig. 86. (4) das Vorzeichen wechselt. 

Der Winkel ö ist nach (3) spitz 
oder stumpf, je nachdem a^a^ + ft^feg > ^ ^^^^ <^ 0- 

2. Senkreohte und parallele Gerade. Zwei gerichtete Gerade 
mit den Richtungskosinus a^, 6^ und a^, \ sind nach (3) senkrecht zu- 

o> = Y ö^®^ "2"); w®^^ 

(5) a^a^ + h^h^^O-, 

dagegen nach (4) und mit Rücksicht auf §11, 2; 7 parallel zuein- 
ander (co = oder n\ wenn: 

(6) a^:\ = a^: i^; 

und zwar ist a^ = aa^, h^ =« afe^, wo « == + 1 o^©r — 1? j© nachdem 
die Geraden gleichsinnig oder ungleichsinnig parallel sind. 

ä. RichtungskosinuB eines Koordinatensystems gegen ein 
anderes. Sind a^, h^ und a^, h^ die Richtungskosinus der Achsen eines 
schiefwinkligen Koordinatensystems i^^i? in bezug auf das recht- 
winklige Oxy (Fig. 87), so ist nach (4) die Determinante D der vier 
Richtungskosinus : 

(7) 2) = ^ = sino = sin^i^; 



§13,4. 
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und daher nach §11,3 D>0 oder < 0, je nachdem das System 
05 1? positiv (wie Oxy) oder negativ orientiert ist. 

Ist das System iß|iy rechtwinklig (Fig. 88), also » = ^ (^^®^ 'T) ? 



u. 



i^*. 







n<^J>j 




(a,J),) 



s(fiA> 



^-x 




*-J7 



Fig. 87. 



Fig. 88. 



(8) 



SO lassen sich alle vier Richtungskosinns durch q)=='xi ausdrücken. Es 

ist nämlich nach (1); (2) mit 9i = qp, ?P2 = v + ^ \~t + v) ' 
a^ = cos 9, \ = sin 9, 
ag = — siny, tg == cos 9, («2 = sin^, ^2 = "" cos 9). 

Hiernach aber gelten für die vier Richtungskosinus nicht nur die 
Formeln: 

(9) ai^ + V=l, V + V = l, a,a^ + W^Q 
(§ 11, (12) und § 13, (5)), sondern auch: 

(10) a^« + a,^ = 1, h,^ + b,' = 1, a,b, + a,b, = 0. 

Femer ist die Determinante der vier Bichtungskosinus des einen recht- 
winkligen Systems gegen das andere: 

»1 h 



(11) 



D = 



a, 



2 



h 



= + 1 oder -- 1 , 



je nachdem O^rj positiv (wie Oxy) oder negativ orientiert ist. 

4. Die liuksläufige und reohtsläuflge Normale einer Strecke. 
Sind Sy a, b die Polarkoordinaten einer durch ihre Endpunkte P = x, y 
und P' = x\ y gegebenen Strecke PP\ so ist nach § 12, (8): 






s 



y —y 

8 



Sind nun a', V die Bichtungskosinus der linksläufigen (nach links laufen- 
den) Normale n der Strecke, bezüglich der durch die Strecke bestimmten 

gerichteten Geraden jp (Fig. 89), so ist nach (5) und (4) mit co^y: 

aa + bV == 0, aV — ba = 1. 
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§ 13, 5-6. 



Daher sind die Bichtungskosinus der linkslmfigen Normale der Strecke PP': 



(12) 



a = — 6 = — 



y —y 



= a = — 



X —X 



8 ' S 

Die entgegengedetzten Richtungskosinus kommen der rechtsläufigen 
Normale zu. 

5. Die Teilnng des Winkels zweier gerichteten Geraden. Sind 
(Fig. 90) w, V die Richtungskosinus derjenigen ungerichteten Geraden p^ 



y+ 







\ 
\ 
\ 



?. 




■^x 




^x 



Fig. 89. 



Fig. 90. 



die den Winkel der beiden gerichteten Geraden p^ und p^^ mit den 
Richtungskosinus a^, fe^ und öfg, 62 i^i Sinus Verhältnis A teilt (vgl. §4, 2), 
so ist nach (4): 



und daher: 



und nach § 11, 7: 



wo: 






pw = a^ — Aa^, ()t; == 61 — Afcg, 



+ (V + V)^^ = 1-2AC0SCÖ + AI 

Die Richtungslwsinus der Hingerichteten Geraden, die den Winkel 
der beiden gerichtetmi Geradeti Pi = a^, b^ und p^ = a^y b^ im Sinus- 
Verhältnis A teilt, si'nd: 

(13) u = ^^^-', v^^'"-^', () = l/l-2Acos(ö + A2, 

wo CO = ^ j>2 ist 

6. Die Bichtungskosinus der Halbierungslinien eines Winkels. 

Insbesondere folgt aus (13) mit A =— 1 und A ==+ 1 für die Bichtungs- 
kosinus der inneren und äußeren Halbierungslinie h^ und Äg (Fig. 91) des 



§ 14, 1. 
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Winkels co=2)ii>2(vgl. §4;5),da l + cos(o=2cos^Y, 1— cos = 2 sin 
ist: 



(14) 



«1 + <*« ^1 -f ^« . O ® 

* ^ * V, = -^-i — - , () == ± 2 COS Y 



^'1=% ' •'^ 



tia 



Q 






;^2 



o 



§ 14. Die Transformation der Koordinaten. 

1. Übergang von einem Koordinatensystem zu einem parallelen. 

Es sei (Fig. 92) Oxy das ursprüngliche Koordinatensystem und (Xx'y 
ein neues Koordinatensystem, dessen Achsen x'^ y bezüglich mit den 



-<fV-x^=x:y' 



X 




x 




x 



Fig. 91. 



Fig. 92. 



Achsen x^ y parallel und gleichgerichtet sind, und dessen Anfangs- 
punkt 0' in bezug auf Oxy die Koordinaten x^^ y^ hat. Alsdann ist 
zunächst: 

WO 0^ und Oy die Projektionen von 0' auf die Achsen x und y sind; 
femer wird für die Koordinaten eines beliebigen Punktes P in bezug 
auf die beiden Systeme: 

X = OP,, y = OPy-, x' = aV^,, y' = O'P^., 

wo die Projektionen P^, P^, und P^, T^. des Punktes P auf je zwei 
gleichnamige parallele Achsen durch dieselbe projizierende Gerade 
ausgeschnitten werden. Es gelten dann nach § 1, (3) die Beziehungen: 

o:p,= oo:-\- o;v, = oo:^ o' p,., op^=oo; + o'p^ 

und folgt: 

ZwiscJien den Koordinaten x, y und x\ y eines und desselben 
Punktes P in iezug auf zwei parallele Systeme, ein altes Oxy und ein 
neues 0'xy\ bestehen die Gleichungen: 

(1) x = x^ + x\ y = yo + y, 
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§ U, 2. 



y^^ 








r](a,,b^) 



^Ji^^=ln 



/ 



t(a,:b^) 



^x 



Fig. 9.t. 



%vo Xq, y^ die Koordinaten des neuen Anfangspunktes im xüten 
System sind (vgl. § 1, (7)).^) 

Dieser Satz gilt mit gleicher Ableitung auch für zwei parallele 
schiefwinklige Systeme (vgl. § 10, 6). 

3. Übergang von einem rechtwinkligen zu einem konzentrischen 
schiefwinkligen System. Es sei (Fig. 93) Oxy das ursprüngliche 

rechtwinklige Koordinatensystem. Die 
von ausgehenden Achsen eines schief- 
winkligen Systems Ol^rj sollen durch 
ihre Richtungskosinus a^j \ und a^, h^ 
gegeben sein. 

Alsdann sind zunächst (Fig. 93) 
die schiefwinkligen Koordinaten |, ij 
eines Punktes P nach § 10, (4): 

Zugleich haben die Strecken OP^ und 0P^ = P^P in bezug auf das 
alte System Oa;y im Sinne von § 12, 8 die Polarkoordinaten: 

also nach § 12, (6) die gemeinen Koordinaten: 

Da andererseits die Strecke PO nach §12,(4) die gemeinen Ko- 
ordinaten: 

X^=-x, Y^==-y 

hat, und die drei Strecken OP^, P^P, PO ein geschlossenes Drei- 
eck bilden, so ist nach § 12, 7: 

x, + x, + x, = o, r, + r, + r3 = o, 

also: 

Zum Übergang von einem reclitwinkligen System Oxy zu einem 
sduefwinkligen System 0|iy (Fig. 93), dessen Achsen in bezug auf jenes 
die Bichtungsiosinus ä^, \ und a^, b^ haben, dienten die Fonneln^^): 

^^ \y = b,i + b,ri. 

Die Determinante der vier Bichtnngsl'osinus ist nach § 13, 3: 



(3) 



D = 



a. 



a, 



h 



'2 



= sin -ö" = sin | ly 



und ist positiv oder negativ, je nachdem O^r^ positiv (wie Oxy) oder 
negativ orientiert ist. 



r 



§ 14, 3—4. 
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(4) 




^r«^.§> 



>-jr 



Dureh Auflösung (Anm. 2, 1, (2)) der Gleichungen (2) ergibt sich 
die Darstellung der neuen Koordinaten |^ ri durch die alten Xy y^ 
nämlich, wenn A^y B^, Ä^, B^ die ünterdeterminanten von D bedeuten 
(Anm. 1, 1, (2)): 

Di = Ä^x + B.y (sin-ö" • 5 = fego; -— a^y 

oder \ 
Dt] =-= A^x + B^y [sin-Ö-- ly =—'b^x + a^y, 

3. Übergang von einem rechtwinkligen zu einem konzentrischen 
rechtwinkligen System.^^) Ist das neue System O^ri ebenso wie das 
alte Oxy rechtwinklig (Fig. 94), so ist 
nach § 13, 8 die Determinante der vier V(^'h) 
Bichtungskosinus : 

(5) D = + l oder -1,^^ 

je nachdem das neue System mit dem po- 
sitiv orientierten alten gleich oder ungleich 

orientiert 1%' = - oder d' = —) ist. 

Die auch jetzt gültigen Gleichungen (2): 

geben aber, mit a^, h^ oder mit ag, feg multipliziert und addiert, in- 
folge von § 13, (9) neben (4) die Auflösung: 

l = a^x + \y 

rj^a^x + b^y. 

Der Vergleich mit (4) gibt, wenn D = 1 ist: 

Ä^ = b^ == «1, B^=— a^ = b^ 
-/lg = — fei = ag, jBg = «1 = feg 

in Übereinstimmung mit § 13, (8). 

Sind beide Systeme positiv orientiert, kann man in (6) und (7) 
nach § 13 (8) auch (p = x^ einführen (Fig. 94) und erhält: 



Fig. 94. 



(7) 



(8) 



(9) 



X = ^ cos (p —^ rj sin (f 



(10) 



y =^sin9+ ?;cos^, 

^ == rr cos g) -\- ysin<p 
tj = — xsm<p -{- y cos g? . 

4. Übergang von einem rechtwinkligen System zu einem be- 
liebigen neuen schiefwinkligen System. Sei in bezug auf das ur- 
sprüngliche rechtwinklige System Oxy ein schiefwinkliges System 
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£11^71 durch die Koordinaten Xq, y^ seines Anfangspunktes Sl und die 
Bichtungskosinus a^^ \ und a^, h^ seiner Achsen gegeben. Man lasse 



i^A 







i&'A^ 




ifa^A^ 



>J7 



-^x 



Fig. 95. 



(11) 



dann Yon Sl (Fig. 95) ein drittes mit 
Oxy paralleles System Slx'y ausgehen 
und bezeichne mit x, y; I, i?; x, y' die 
Koordinaten eines Punktes P mit Bezug 
auf die drei Systeme. Dann ist nach (1): 

x=^x^^x\ y-^y^ + y 

und, da die Richtungskosinus der Achsen 
5, ri gegen Slx'y dieselben sind, wie 
gegen Oxy, nach (2): 
X == aj + OgT?, y = feil + fegiy. 
Zwischen Xj y und |, iy bestehen daher die Formeln: 

X = Xq + a^i -\- a^ri 

y = yo + h^ + hv 

und umgekehrt, wie in § 14, 2: 

D^==Ä,(x-x,) + B,(y^y,) 
Drj = ä^{x-Xq) + B^{y — y^, 

Mit a; = 0, y == erhält man aus (12) für die Koordinaten |q, ri^ des 
alten Anfangspunktes im neuen System SHE^rix 

Damit aber kann man die Formeln (12) in die Form bringen: 

Dl = Dl^ + A^x + B,y 
Dri = BriQ + A^x + B^y. 

5. Übergang von einem rechtwinkligen System zu einem be- 



(12) 



(14) 



IC 



liebigen neuen rechtwinkligen System. Für ^ = -^ werden die 



(15) 



(16) 



Formeln (11) und (12) mit Rücksicht auf (5) und (8)"«): 

x = x^ + a^% + flgij 

< 

y = yi> + hi + \n, 

|==ai(a;-a;o) + 6i(y — yo) 
ri = a,(a;-a;o) + hiy — y^), 

und mit den neuen Koordinaten des alten Anfangspunktes (Fig. 96): 

So «1*0 — ^iJ^o 

Vo Oj«o — *»yo 



(17) 



§ 14, 6. 
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(18) 



die Formeln (16) einfacher und mit (15) gleichförmig: 

I = lo + öt^a; + &iy 

< 

v = Vo + 0^2^ + hy- 

In der Tat sind a^, a^ und h^y b^ die Richtungskosinus der alten 
Achsen Xj y im neuen System £li,ri. 

6. Übergang von einem schiefwinkligen zu einem konzentrischen 
schiefwinkligen System. Sind auf ein rechtwinkliges System Oxy 



y(\\> 



f](a^,hj 




S(^A^ 



"^"-^O'l/o 



0-Uc 



^x(a^,a^) 




SiCL^) 



s^x 



Fig. 96. 



Fig. 97. 



bezogen, a^, \ und a^, b^ die Richtungskosinus der Achsen eines schief- 
winkligen Systems O^rj und a^', b^ und Og', b^ die der Achsen eines 
neuen schiefwinkligen Systems 0|'?y' (Fig. 97), so ist nach (4) und (2) 



/ / 



x = a^l + «2 ri 
y = 6/1' + 62"»? 



/ / 



sin|7^ 'l^b^x — a^y 
sin 1^1 • ri = b^x — a^y 

und nach Elimination Nonx und y\ 

sin|t? . l = {a^b^ — b^a^)l' + (a^b^ — b^a^ri 
sin 1^1 • 1^ = («/61 — fc/aj I' + (aa'&i — b^ a^ ri\ 

Hieraus folgt mit Rücksicht auf § 13, (4): 

Zwischen den Koordinaten §, ri und |', ri eines PunJctes in bezug 
auf jstvei konzentrische schiefwinklige Systeme O^rj und Oi,'r( (Fig. 97) 
bestehen die Gleichtmgen: 



(19) 



sin^T^ • I = sm^'rj • §' + sin rj'rj • yj' 
sinijl • Yj = sinl'l • §' + sinTji'l • ly'. 

Mit 1?^ = -9- und ^'rj' = — wird: 

sinS'ty = sin(|'i^'— iyiy') = cosi^')y', sini2''>?== — sin(|'7^'+i?|') = — costy^' 
sin|'|= sin(g'i2'— S V) = cosgi?', sinr/| = — sin(|' V + 1|') = — cos||', 
womit aus (19) wieder die Formeln (4) folgen, nur daß |', 1^' für 
^, y steht. 

Staude, analyt. Geometrie. 5 
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§ 15. Der Flächeninlialt des Dreiecks. 

1. Absoluter und relativer Flächeninhalt. Drei Punkte A^ By 
der Ebene , die nicht in gerader Linie liegen, bestimmen ein Dreieck 
(Fig. 98a), das mit ABC oder AGB oder einer andern Permutation 

der drei Buchstaben bezeichnet werden 
kann. Indem wir jedoch die drei Punkte 
nicht unterschiedslos als Eckpunkte 
des Dreiecks ansehen, sondern die für 
das Symbol ABC gewählte Reihen- 
folge der Eckpunkte betonen, legen wir 
dem Dreieck einen bestimmten Drehiings- 
sinn bei, den wir (Fig. 986) auf dem 
Umfang oder durch einen Pfeilbogen 
im Innern des Dreiecks andeuten. 

Das Symbol ACB würde dann 
das Dreieck derselben drei Punkte 
(Fig. 98t), nur mit verändertem Drehungssinne bedeuten (vgl. § 1, 1). 
Der absolute Flächenititidlt ABC des Dreiecks ist von dem Drehungs- 
sinne unabhängig: 




BA 



Fig. 08. 




U'J 



(1) ABC ^ ACB 

(vgl. § 1, (D). 

Der relative Flächeninhalt^) ABC soll seinem absoluten Werte 
naoh gleich ABCj seinem Vorzeichen nach aber positiv oder negativ 
sein, je nachdem der Drehungssinn des Dreiecks ABC mit dem po- 
sitiven oder negativen Drehungssinne der Ebene (vgl. § 11, 1) überein-^ 
siimmty je nachdem also (Fig. 98 &) A auf der linken oder der rechten 
Seite der Strecke BC liegt. Daher ist für dieselben drei Punkte 
A, B, C stets'): 

(2) ABC = BCA = CAB = - ACB = -BAC = - CBA 

(vgl. § 1, C2^\ 

2. Darstellung des relativen Flächeninhaltes eines efpeziellen 

Dreiecks. Seien P^ und P^ zwei beliebige 
Punkte mit den gemeinen Koordinaten 
.ij, j^i und .fj, Vj und den Polarkoordi- 
naten Tj, a^y fej und #2, fl,, frj (Fig. 99). 
Dann ist nach § 12, (11 ): 



y| 



ß ^»vVi 




^Ä''*'' 
,-'"' "A 



0^ 



\ 



fv 



'; 



->-.r 






= '« . 6. = 



Kif. Ä>. 



und daher fUr den Winkel o der beiden 



§ 15, 3. 
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Leitstrahlen OF^ und OP^ nach § 13, (4): 

(2) r^r^ ' smcD ^ x^y^ — y^x^. 

Nun ist aber andererseits der doppelte relative Flächeninhalt des 
Dreiecks OP^F^i 

(3) 2OP1P2 == r^rgsinr^rg = r^r^^mo, 

da er, ebenso wie sin o, positiv oder negativ ist, je nachdem P^ 
auf der linken oder rechten Seite der Strecke OP^ liegt. Da- 
her folgt: 

Der doppelte relative Flächeninhalt des von und den Punkten 
Pi = aTj, y^ und P2 = ^2? 2/2 9^l>ildeten Dreiecks ist (Anm. 1, 1, (1)); 

^1 Vi 



(4) 



2 • OP^ P2 = x^y^ — y^x^ = 



^2 2/2 



y 



3. Darstellung des relativen Flächeninhalts eines beliebigen 
Dreiecks. Seien jetzt drei beliebige Punkte Pi = ^i, ^i, P2 = ^2> ^2? 

^3 = ^37 y» ?^g®^®^(^^g-l^)- Wir legen 
durch Pj ein zu dem ursprünglichen Ko- 
ordinatensystem Oxy paralleles Koordi- 
natensystem Pi xy\ Sind dann x^^ y^ und 
^3'; ^s' ^^® Koordinaten von Pg und P3 
in bezug auf dieses, so ist nach § 14, (1): 



x^ — ^2 "^i? 2/2 — 



»ü/c 



*</e 



a? 



17 



^8 










Z'^S'^^ 




^-''z'y. 



^r'^ryi 



-^x 



Fig. 100. 



Setzen wir diese Werte in die aus (4) folgende Formel: 

i ^3 y% 

ein, so wird (Anm. 1, II, (6); IV, 4): 

^2-^1 2/2-yij 



(5) 2.P,P,P3 = 



X, 



^3 ^1 2/3 Vi 



y. 1 

= ^2-^1 2/2-«/l 0: 

^3 — ^1 Vz — Vi 0| 



^1 «/i 1 ' 

^2 ^2 1 
^3 2/3 1 



Der doppelte relative Flächeninhalt des von drei Punkten P^=x^, y^ , 

Pg = rTg, t/2> ^8 =^ ^8? ^8 g^ldeten Dreiecks ist: 

x^ y, II 

(6) 2P,P,P,=^ X, t/, 1;. 

I ^8 ^3 1 1 

Bei einer Transposition der Indizes 1, 2, 3 ändert sich^), wie nach 
(2) erforderlich, das Vorzeichen des Ausdruckes (6). 
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4. Die von vier Funkten gebildeten Dreiecke. Sind -Pi = a?i , ^^ ; 

Pg = ^2, ^2? -^8 ^ ^59 ys'i ^4 = ^47 ^4 ^^®^ Punkte der Ebene, so gibt 
die Entwicklung der identischen (Anm. 1, IV, 3) Gleichung: 



^1 yi 1 1 
^3 ^8 1 1 



^4 ^4 



1 1 



= 



Xi J/g 1 




^s ys 1 




a^i yi 1 




a's y» 1 


^a y» 1 


+ 


a^i yi 1 


+ 


x^ y, 1 


+ 


Xi Vi 1 


3^4 y* 1 




3^4 y* 1 




a;* y* 1 




a^i yi 1 



nach den Elementen der letzten Kolonne (Anm. 1, III, (17)): 



= 



und damit nach(6) unabhängig vom Koordinatensystem den Satz (Fig. 101): 
Zwischen den relativen Flächeninhalten der vier von vier Punkten 
Pj, Pg, Pg, P4 gebildeten Dreiecke besteht stets die Beziehung®): 

(7) P,P,P, + P3 AP, + F,P,P, + P,P, P, = 0, 

oder wenn, man die vier Punkte mit Ä, S, C, D bezeichnet: 

(8) BCD+CAD + ABD + CBA-^O 

(vgl. § 1, (3)). 

5. Der Flächeninhalt des Dreiecks in schiefwinkligen Koordi- 
naten. Führt man in (5) mittels § 14, (2) die schiefwinkligen Ko- 








-^x 




Fig. 101. 



Fig. 102. 



ordinaten 1^, rj^-j §2? V2] ^3; Vz ^®^ Punkt P^, Pg, Pg in bezug auf 
ein mit Oxy konzentrisches schiefwinkliges Koordinatensystem O^rj 
(^rj = d) ein, so ergibt sich: 

«1 (^2 - ii) + «2 ('?2 - ^1) ^1 (^2 - ^1) + ^2 (^2 — ^1) 

% (^3 — ^1) + «2 (% — Vi) h (?3 - il) + ^2 (^3 — Vi) 



2*PlP2^3 = 



a. 



\ 



«2 ^2 



^2 — Si V2 — V1 
Iz — li % — Vi 



§ 16, 1—2. 
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(Anm. 1, V, 1) oder nach § 14, (3) und mit dem bei (5) gemachten 
Übergang: 

(9) 2P,P,P, = sinÖ- 



Si Vi 


1 


^i Vi 


1 


§8 Vs 


1 



Diese Formel drückt in schiefwinkhgen Koordinaten der drei Ecken 
(Fig. 102) den doppelten Flächeninhalt des Dreiecks aus.^^") 



II. Kapitel. 

Die Gleichung der geraden Linie. 

§ 16. Die Formen der aieichnng der geraden Linie. 

1. Farameterdarstellung der gerichteten geraden Linie. Nach 
§ 12, (7) bestehen zwischen den Polarkoordinaten einer Strecke PqP, 
mLmlich ihrer Länge s und ihren Richtungskosinus a, b, und den Ko- 
ordinaten Xq, y^ und rr, y ihrer Endpunkte die Gleichungen (Fig. 103): 

(1) x — XQ = as, y — yo^bs. ^4 

Läßt man daher bei festen Werten aj^, t/^, 
a, 6 die im Sinne von § 12, 8 relative 
Länge s der Strecke von — 00 bis +00 
laufeu, so erhält man in: 

x==XQ + a$, y=-yo + bs, 

(a« + 62 _ 1^ _ 00 < 5 < + 00) 

der Reihe nach alle Punkte der gerichteten 
Geraden, die durch den Punkt Xq, y^ in der Richtung a, b hindurch- 
geht. Jedem Werte von s entspricht ein Punkt der Geraden und um- 
gekehrt. 

Man nennt die Gleichungen (2) eine Parameterdarstellung der 
Geraden mit dem Parameter s.^) 

2. Gleichling der durch einen Funkt und eine Bichtung be- 
stinunten Geraden. Eliminiert man aus (2) den Parameter s, so 
findet man die Gerade dargestellt durch die Proportion: 

(3) x — XQ:y — yQ==a:b 
oder die Gleichung: 

(4) b(x-x,) - a{y-^y,) = 0, {a' + 6^ = 1 oder + 1). 



(2) 




^x 



Fig. 108. 
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§ 16, 8—4. 




Fig. 104. 



Ihr genügt der laufende Punkt der durch den festen Punkt Xq^ y^ 
in der Richtung a, b hindurchgehenden Geraden; sie heißt daher dk 
Gleichung der Geraden in laufenden Koordinaten x,y. 

Da in (3) und (4) nur die Verhältnisse von a, b vorkommen, 
brauchen a, b nicht direkt mehr die Richtungskosinus der Geraden 
zu sein, sondern sich nur wie diese zu verhalten. Die Gleichung 
stellt daher die ungerichtete Gerade dar (vgl. § 11, 7). 

3, Die Gleioliung der durcli zwei Funkte bestimmten Geraden. 

Jede Gerade kann man sich durch zwei 
getrennte Punkte Pj = x^, y^ und Pg = x^j y^ 
bestimmt denken. Ein dritter laufender 
Punkt P = X, y der Ebene bildet mit 
jenen ein Dreieck (Fig. 104) und liegt 
immer dann und nur dann in der Geraden 
P^yP^y wenn der Flächeninhalt des Drei- 

^x ecks Null ist. Nach § 15, (6) folgt 
daher: 

Der Punkt x, y liegt immer dann und 
nur dann in der Geraden der beiden Punkte x^,y^ und x^,y^^ wenn: 

X y 1 

^1 Vi 

Dies ist also die Gleichung der Verbindungslinie der Punkte x^, y^ 
und x^,y^ in laufenden Koordinaten x^y, 

4. Allgemeine Form der Gleichung der Geraden. Die Glei- 
chung (5) hat die Form: 

(6) Äx + By + C = 0, 
worin: 

(7) Ä^y^-y^, B ipc^-x^), C =- x^y^-y^x^. 

Jede gegebene Gerade kann also durch eine Gleichung der Form (6) 
dargestellt werden.^^) 

Ist jetzt umgekehrt die Gleichung (6) mit willkürlichen Koef- 
fizienten Ay By G gegeben, so w . 1 sie jedenfalls einen Ort von 
oo^ Punkten x, y darstellen, da ihr bei beliebiger Wahl der einen 
Koordinate durch einen entsprechenden Wert der andern genügt 
werden kann. Sind nun Pj = x^, y^ und Pg = a^g, y^ irgend zwei ge- 
trennte Punkte des fraglichen Ortes, so genügen ihre Koordinaten 
der Gleichung (6), so daß: 



(5) 



1=0. 

1 ! 



(8) 
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Hieraus aber folgt mit einem Proportionalitätsfaktor q (Anm. 2, II, (12j): 

(9) QÄ=^y,-y^, qB^-(x^-x^), qC = x^y^-y^x^. 

Die Gleichung (6) aber nimmt durch diese Darstellung ihrer Koef- 
fizienten, von dem Faktor q abgesehen, die Form (5) an, stellt also 
die Gerade durch die Punkte P^ und P^ dar. 

Jede gegebene Gleichung von der Form (6) stellt eine Gerade dar, 

5« Die Anzahl der Konstanten. Die allgemeine Gleichung (6) 
der Ebene enthält eivei Konstanten, die Verhältnisse der drei Koef- 
fizienten A^B, C. In der Tat bestimmen zwei Punkte, welche doch 
die Gerade vollkommen bestimmen, in (9) nur die Verhältnisse der 
drei Koeffizienten. 

Die drei Koeffizienten der Gleichung einer gegebenen Geraden 
bleiben daher um einen gemeinsamen Faktor unbestimmt. 

Umgekehrt stellen die 2wei gegebenen Gleichungen: 



(10) { 



A^x + B^y + C, = 0, 
Ä^x + 5jy + Cj = 



(12) 



dieselbe Gerade dar, wenn: 

(11) A,:B^:C^ = A,:B^iC, 

oder mit einem Proportionali tätsfaktor — A^ : A^ geschrieben: 

Indem man zur Abkürzung setzt: 

Xi -=^A^x + B^y+ (7i, 
\X^ =A^x + B^y + Cg, 

spricht man diesen Satz auch so aus: 

Die beiden Gleichungen X^ = und Xg = stellen immer dann 
und nur dann dieselbe Gerade dar, tcenn mit zwei nicht verschwindenden 
Faktoren die in x, y identische Gleichung: 

(13) AiXi + A,X, = 

bestehtP) 

6. Bedeutung der EoefOzientenverhältnisse der allgemeinen 
Gleioliung. Die Gerade (6) schneidet die Koordinatenachsen in zwei 
Punkten L und M (Fig. 105), deren Koordinaten sich mit y = 
und x=-0 (vgl. § 10, 5) aus (6) ergeben ^*) : 
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Fig. 106. 



Mit C «* geht die Gerade durch O und 
ihre Gleichung wird von der Form: 

(15) Äx + By = 0. 

Mit B ^0 wird OM unbegrenzt groß, 
die Gerade wird der y- Achse parallel 
und ihre Gleichung von der Form: 

(16) Ax + C=^ 0. 

7« Die Biohtungskosinus der duroh die allgemeine Gleicliiing 
dargeBtellten Geraden. Ist XQyy^ ein Punkt der durch Gleichung (6) 
dargestellten Geraden, also: 

ÄXo + By^ + C = 0, 

so kann die Gleichung (6) durch Elimination von G in die Form: 

(17) A{x^x,) + B{y-y,)^Q 

gebracht werden. Dies ist aber die Form (4); es müssen sich also 
nach (11) die Richtuugskosinus a, h der Geraden (17) wie —B:A 
verhalten. Also sind die Richtungskosinus der durch die Gleichung: 

Äx + By + C^^O 

gegebeneil Geraden (vgl. § 11, 7): 



(17) 






8. Gleiohung der Geraden in schiefwinkligen Koordinaten. 
Die Betrachtungen § 16, 3 — 6 gelten mit Rücksicht auf § 15, (9) 
auch für schiefwinklige Koordinaten x^ y^*) (vgl. § 10, 6). 



§ 17. Der Abstand eines Punktes von einer Geraden. 

1. Festsetiimg über die poaitive Biohtong einer Geraden. 

Kommt es darauf an, eine durch ihre Gleichung: 

(1) Ax + By+C^O 

in bezug auf ein positiv orientiertes 
Koordinatensystem gegebene Gerade g 
als gerichtete Gerade gelten zu lassen*^), 
so soll als positive Biddung immer die- 
»r jenige betrachtet werden, tcelehe den Ko- 
ordinatenanfa^tgspunkt zur linken Hand 
Fig, 106. läßt (Fig. 106). 




J 



§ 17, 2. 
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Das von auf die Gerade gefällte Perpendikel ON bezeichnet 
dann die Richtung der recMsläufigen Normalen n der Geraden g. 

2. Bestünmtuig der Richtungskosinus der gerichteten Geraden 
und der rechtsläuflgen Normale. Sind P^ = ^i, ^i und Pg "^ ^2? Vi 
irgend zwei in der positiven Richtung von 
g aufeinanderfolgende Punkte (Fig. 107) 
von g^ so stellen sich die Koeffizienten 
A, B^ C bis auf einen gemeinsamen ^^^'j; 
Faktor, den wir — £p (p > 0, « = ± 1) 
nennen wollen, durch die Koordinaten 
von Pj und P2 nach § IG, (9) also dar: 



fnaiM 



(2)[ 




>J^ 



Fig. 107. 



Da nun nach Voraussetzung auf der linken Seite der Strecke T^^^^ 
liegt, ist der doppelte Flächeninhalt des Dreiecks OP^P^ (vgl. § 15, (4)): 

2 OP^P^^x^y^ — y^x^>0, 

also da p > sein sollte, nach der letzten Gleichung (2): — £C>0 

oder: 

(3) £ = — sign C. 

Die absolute Länge der Strecke P^P^^s= P1P2, ist nach § 12, (8) 
mit Rücksicht auf (2): 



(4) s = y{x,-x,f + {y, - y,y = q Va^ + B' 

und die Richtnngskosinus der Strecke P1P2 ebenso: 



x^ 



X, 



B 



a = 



8 



Die der rechtsläufigen Normale sind nach § 13, 4: 

y^ — 2/1 A -, x^ — x^ B 



a = 



s 



I. __ ^8 »^1 

s 



unabhängig von den Punkten P^ und Pg folgt also: 

Die durch die Gleichung (1) gegebene und in hezug auf (vgl. 
§ 17, 1) gerichtete Gerade und ihre rechtsläufige Normale haben die 
Richtungskosinus: 

(5) a'^—=^.-=. b' = 

(6) a= ■ ^ , fe = 



sy~A^ + B^ 
A 



- ? 



syA^+B^ 
B 



fl/^2+J5* syA^+B^ 

WO das Vorzeichen £ durch (3) bestimmt ist 
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3. Der Abstand eines Punktes vpn der Geraden. Der Ab- 
stand 8 eines Punktes F ^ x^y von der gerichteten Geraden g soll 

positiv oder negativ gelten, je nachdem der 
Punkt auf der rechten oder linken Seite 
von g (mit ungleichseitig oder mit 
gleichseitig) liegt. 

Der Flächeninhalt des Dreiecks PP^ Pg 
ist daher negativ oder positiv (§ 15, 1), 
je nachdem S positiv oder negativ ist 
(Fig. 108), also: 

2'PP^P^ = -s d. 

Anderseits ist aber nach § 15, (6) mit Benutzung der Gleichungen (2): 

1 
1 
1 




*^x 



Fig. 108. 



2.PP,P,= 



und daher: 



X 



X, 



X, 



2 



y 

Vi 

y% 



= -Qs{Äx + Btj + C) 



S'd^Q€(Äx + By+C), 

Setzt man hier den Wert s von (4) ein, so folgt: 

Der Abstand d des Punktes P ^ x^y von der durch die Glei- 
chung (1) gegebenen und mit Bezug auf gerichteten Geraden g ist^^): 



(7) 






WO 6 wieder durch (3) bestimmt ist. 

Der Ausdruck (7) ist hiernach für alle Punkte x, y auf der 
linken Seite der Geraden (1), auf der liegt, negativ und für alle 
Punkte auf der rechten Seite positiv, während er für alle Punkte der 
Geraden selbst verschwindet. 

4. Allgemeinere Bestimmung des Vorzeichens £, Da die Defi- 
nition § 17, 1 der positiven Richtung der Geraden (1) und die Be- 
stimmung (3) des Vorzeichens e versagt, wenn die Gerade mit (7=0 
durch selbst geht, fügen wir eine andere Auffassung hinzu. 

Wir definieren die Richtungskosinus der rechtsläufigen Normale n 
durch die Formeln (6) mit willkürlich gewähltem Vorzeichen a und 
den Abstand eines Punktes von der Geraden g durch die Formel (7) 
mit demselben Vorzeichen s. 

Schneidet nun die etwa durch gelegte Normale n (Fig. 109) 
die Gerade im Punkte N^ ^', y'» so ist nach § 16, (2) für jeden 



§ 17, 6. 
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Punkt P ^ x^ y des von N aus gerechneten positiven Schenkels 
von n: 



x = x' + as, y = y+hs, <5 =- iVP< + oo. 
Für einen solchen Punkt P ist aber der Abstanji (7): 

g _ (Äx -{-By+q + (Äa + B b)8 

oder, da x\ y auf der Geraden g liegt, und mit Rücksicht auf (6) : 

also positiv. Dasselbe gilt daher für alle Punkte auf derselben Seite 
von g. 

Die Formeln (6) und (7) gelwren immer derart zusammen, daß 
hei wülkürlicher , aber für leide gleicher Wahl des Vorzeichens s die 




^x 




^x 



Fij?. 109. 



Fig. 110. 



Formel (7) den Anstand eines beliebigen Punktes x, y von der Ge- 
raden (1) darstellt y positiv gerechnet auf der Seite der Geraden ^ nach 
der die Normale (6) läuft 

Man kann daher die Verfügung über die positive Richtung der 
Geraden auch so treffen, daß sie einen beliebig gegebenen Punkt Xq^ y^ 
zur linken Hand läßt (vgl. § 17, 1). Dann muß in (7): 

(8) £ = - sign {Ax^ + By^ + G) 

sein, damit 8 für x^^ y^ negativ werde. Durch (6) ist dann mit dem- 
selben 8 die rechtsläufige Normale und durch (5) die positive Rich- 
tung der Geraden bestimmt. 

Mit äJq = 0, ^0 =" ^ kommt man auf die Festsetzung § 17, 1 und 
auf (3) zurück. 

5. Die Hessesche Normalform der Gleichung der Geraden. 
Bezeichnet p = ÖN die absolute Länge des von auf die Gerade 
gefällten Perpendikels ON^ so sind p^a^b die Polarkoordinaten der 
Strecke ON (Fig. 110). 
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Da der Abstand ö des Punktes von der Geraden g im Sinne 
von (7) und (3) negativ, also d = — jp ist, und sich mit rr = 0, y = 
aus (7) ergeben muß, so wird: 

(9) . -i. = --^^. 

bYa^ + B^ 

Die Polarkoordinaten p, a, h des von auf die Gerade (1) ge- 
fällten Perpendikels sind also durch die Formeln (6) und (9) hestimmt, 
wo e den Wert (3) hat. 

Führt man sie in die Gleichung (1) und den Ausdruck (7) ein, 
so wird jene (§ 16, 6): 

(10) ax + hy—p^'O, a^ + b^^l, p>0 
und dieser: 

(11) d ^ ax -{- by —p. 

Die Gleichung (10) heißt die Hessesche Normalform^'^) der Glei- 
chung der Geraden. In bezug auf diese kann man das Resultat von 
§ 17, 3; 4 so aussprechen: 

Ist eine Gerade durch ihre Gleichung (10) in der Hesseschen 
Normalform gegeben, so gibt der für einen beliebigen Punkt x^y der 
Ebene gebildete Ausdruck (11) den Abstand d dieses Punktes von der 
Geraden, positiv gerechtet auf der von abgewandten Seite der Ge- 
raden (vgl. § 17, 3) oder auf der Seite, nach der die Normale a, b 
hinläuft (vgl. § 17, 4). 

§ 18. Zwei Geraden und der üeradenbüschel. 
1. Der Winkel zweier durch ihre Gleichungen gegebenen 



\Pj^'k> 



Pz(^\> 



(2) 




(1) 



*-ä; 



\-- 



Geraden. Zwei Gerade p^ und p^ 
seien durch ihre Gleichungen: 

A^x^B^y + C^^^, 

JL^^ + ^2^ + Cg = 

gegeben und wie § 17, 1 so ge- 
richtet, daß sie den Koordinaten- 
anfangspunkt links lassen (Fig. 111). 
Ihre Richtungskosinus sind nach 
§ 17, (5): 



1 



«2 = 



hVa^'^b\^ 



8, VX'TX' 

8, VÄ?T^, 



h sign Gl, 



^2 = - sign G 



2 



§ 18, 2—4. 
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Der Winkel (o ^^^^ p^p^ entspricht daher nach § 13, (3); (4) den Glei- 
chungen: 

/Q\ ^^„ -^1 -^2 + -^1 -^S 



(4) 



COS (ö = 



sin cö = 



A, B, - B, A, 



=-BA 



2. Senkrechte und parallele Gerade. Die beiden Greraden (1) 
sind nach (3) senkrecht zueinander, y. 
wenn: 

(5) Ä,A^ + B,JB, = 0. 

Sie sind nach (4) parallel, wenn: 

(6) Ä,:B,=Ä,:B,. 
Die Gleichung: 

(7) Äx + By + x:^0 

stellt daher bei veränderlichem x einen 
Büschel paralleler Geraden ^^) dar (Fi g. 11 2) , 
für deren gemeinsame Richtungskosinus a, h nach (2) ist (vgl. § 11, 7): 

(8) a:i- B:Ä, 

3. Der Schnittpunkt zweier Geraden. Für die Koordinaten 
des Schnittpunktes der beiden Geraden (1) ergibt sich durch Avdh 
lösung (Anm. 2, 1, 1) der Gleichungen (1): 




^x 



Fig. 112. 



(9) 



A,B,-B,A,' y A,B,-B,A,' 



falls die beiden Geraden nicht parallel sind, also nicht die Be- 
dingung (6) besteht. 

4, Gleichung der Geraden, die den Winkel zweier Geraden 
in gegebenem Verhältnisse teilt. 
Da die Geraden pj und p^ dem 
Punkte ihre linken Seiten zu- 
wenden, liegt 'stets in der äußeren 
Winkelfläehe (vgl. § 4, 1). Denn 
der inneren (in Figur 113 schraf- 
fierten) Winkelfläche wendet die eine 
Gerade ihre rechte, die andere ihre 
linke Seite zu. Diejenige ungerich 
tete Gerade p, die den Winkel der Fig 113. 



P2f^2^y 




>x 
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gerichteten Geraden p^^ p^ im Sinusyerhältnisse X teilt, hat nach 
§ 13, (13) Richtungskosiuus le, t;, für deren Verhältnis gilt: 

Nach (7) stellt die Gleichung: 

(6i — kb^)x — (tti — ka^)y + x = 0, 
oder wenn wir die Werte (2) benutzen und zur Abkürzung setzen: 



(10) 

die Gleichung: 

(11) 



\ X^ = A^x + B^y -\- Cj, 



Aj — Cj 






alle Geraden dar, die jene Richtungskosinus w, v haben. Unter diesen 
ist die Gerade p dadurch ausgezeichnet, daß sie durch den Schnitt- 
punkt von Pi und p^ geht. Sollen dessen Koordinaten, für die X^ = O 
und Xg = 0, der Gleichung (11) genügen^), muß 

.._ ^~~_£i x^ ._~ ^«- ^- -[- X = 

sein. Mit dem hierdurch bestimmten Werte von x wird aber aus (11): 



(12) 



X, 



-X 



X. 



f,VA,' + B,'' £,>/i,'-fX' 



= 0, 



(13) 



Sind daher: 

X,==Ä,x + B,y + C, = 

die Gleichungen zweier Geraden (Fig. 1 14)^ 
so ist die Gleichung derjenigen Geraden^ 
die den Winkel der beiden im Sinus- 
x Verhältnisse X teilt ^^): 

js;-/tj^=o (14) z,-^X2 = o, 

Fig. 114. ^^ ; 




(15) 



u = 



s,yÄ,'+B,^ 



^ • A, ^1 = — sign Cj, 8^ 



sign Cg 



und die den Koordinatenanfangspunkt enthaltende Winkelfläche als 
äußere gilt, in der A positiv ist (vgl. § 4, 1; 3). 



(16) 
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5« Allgemeinere Bestimmung der äußeren Winkelfläche. Ist 

die äußere Winkelfläche zwischen den Strahlen (13) nicht durch 0, 
sondeni durch einen beliebigen Tunkt Xqj y^ gegeben, der in ihr liegen 
soll, so hat man, bei gleicher Begründung wie in § 18, 4, mit Rück- 
sicht auf § 17, (8), in (15) zu setzen: 

h- sign {A^x^ + B^y^ + CJ, 

< 

.^2 = — sign (^^0 + ^2!/0 + Ci)- 

Gehen beispielsweise mit Cj == 0, Cj = die beiden Strahlen (13) 
durch hindurch, und soll die den Punkt a^^ = 1, y^ == 0, also über- 
haupt die die a?- Achse enthaltende Winkelfläche die äußere sein, sa 
ist nach (16): «^ = — sign -4.^ , f 2 = — sign A^. Man kommt damit 
auf den Satz § 9, (5') zurück, da die Strahlen A^x + B^y = Oy. 
A^x -{■ B^y =^0 mit denen § 9, (3') identisch sind, wenn die a;- Achse 
hier mit dem dortigen Anfangsstrahl zusammenfällt.^*) 

6« Anwendung der Hesseschen Kormalform. Bei An- 
wendung der Hesseschen Normalform der Gleichungen (13) wird 
nach § 17, (10) der Koeffizient von k in (15) gleich 1, und lautet der 
Satz von § 18, 4: 

Sind (Fig. 115); 

U^^ a^x + b^y — p^^O, 

\N^ = a^x + b^y—p^ == 

die Gleichungen zweier Geraden in der Hesseschen Normalform, so ist 
die Gleichung derjenigen Geraden , die den Winkel jener beiden im 
Sinusverhältnisse k teilt^'^): 

(18) N^ - kN^ = 0. 

Insbesondere lauten die Gleichungen der inneren und äußeren- 
Halbierungslinie (A = — 1 und A = + l, vgl. § 4, 5) bezüglich: 

(19) N, + N^ = 0, N^-N,=^0. 

7« Die Gleichung des Strahlbüschels mit multipliziertem Teilungs- 
verhältnisse als Parameter. Da nach § 4, 3; 4 nicht nur jedem Werte^ 
des Teilungsverhältnisses A eine durch den Schnittpunkt S der beiden 
Geraden (13) gehende Gerade, sondern auch jeder solchen Geraden 
ein Wert k eindeutig entspricht, so stellt die Gleichung (14) bei ver- 
änderlichem k, bezüglich /w, alle durch den Schnittpunkt S gehende 
Geraden dar. Sie ist die Gleichung des Strahlbüschels ^ welcher durch 
die in (13) gegebenen Grundstrahlen, die wir nun g^ und ^2 nenneu 
wollen (Fig. 116), bestimmt ist. 



(17) 
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Der Parameter fi der Büschelgleichung bedeutet nach (15) (vgl. 
§ 6, (7')) das muUiplmerte Teilungsverhältnis des laufenden Strahles p 
in bezug auf die beiden Grundstrahlen (vgl. § 9, 1). 

Durch jeden PunM Xq, y^ der Ebene, ausgenommen das Zentrum S 
des Büschds, geht ein bestimmter Strahl p^ des Büschels hindurch. 



yN-N^=o 




X 



N^-N^=o 




>x 



Fig. 115. 



Fig. 116. 



(19) 



Man erhält den Parameter fi = fi^ dieses Strahles aus der Be- 
dingung, daß die Koordinaten Xq, y^ der Gleichung (14) genügen, 
also aus: 

wo X^ und Xg® die mit x = x^^ V = Vo gebildeten Ausdrücke (10) 
sind (vgl. § 18, (16)). Es ist daher: 

8« Die Gleichung des Strahlbüschels mit Doppelverhältnis als 

Parameter. Als Einheitsstrahl g^ des 
Büschels (vgl. § 6, 6) gilt der- 
jenige Strahl, für den das multipli- 
zierte Teilungsverhältnis ii den Wert 1 
hat. Entspricht er dem Werte A = Aq 
des Teilungs Verhältnisses selbst, so 
ist nach (15): 




^x 



1 = 



B,yA,'+B\^ 



'X 



0? 



Fig. 117. 



und damit der Parameter ii des 
laufenden Strahles p gleich dem Doppel Verhältnisse (vgl. § 6, 6): 

(20) ^ = 1" = (9i9iP9o), 

wobei nun die Pfeilspitzen der Grandstrahlen und die Angabe der 

äußern Winkelfläche überflüssig werden. 
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Gibt man den Einheitsstrahl g^ durch einen Punkt x^^y^^ durch 
den er gehen soll (Fig. 117), so ist wie in (19), nur jetzt mit /itQ=l: 

(21) 1 = 1^, 
wonach man die Gleichung (14) in der Form: 

schreiben und sagen kann: 

Sind Xi = und Xg = in (13) die Gleichungen der Grund- 
strahlen g^ und g^ eines Strahlbüschels und Xq, y^ die Koordinaten eines 
festen Punktes, durch den der Einheitsstrahl g^ bestimmt wird, so ist 
die Gleichung des laufenden Strahles p des Büschels: 

(22) ^-f»^-0> 
wo ft das DoppelverhcUtnis : 

(23) fi = {g^g^pg^) 

bedeutet. 

Die Gleichungen (14) und (22) sind gleich allgemein, aber 
während (14) von den Konstanten A^^B^^ C^ und .42,^2, C^ abhängt 
im Gegensatz zu den Gleichungen (13), die nur die Verhältnisse 
A^ : B^ : C^ und Ä^: B^\ C^ enthalten (vgl. § 16, 6), so hängt die 
Gleichung (22), wie die Gleichungen (13), nur von diesen Verhältnissen 
und überdies von x^^y^ ab (vgl. § 9, 1; 2). 

9« Doppelverhältnis von vier Strahlen des Büschels. Da in 

der Gleichung (14) des Büschels der Parameter ft nach § 18, 7 das 
multiplizierte Teilungsverhältnis oder, was nach § 6, 4 dasselbe ist, 
die multiplizierte Verhältnislcoordinate des laufenden Strahles p mit 
Bezug auf die beiden Grundstrahlen g^^g^ als Anfangsstrahlen ist, so 
folgt aus § 6, 10, T: 

Das Doppelverhältnis von vier durch ihre Gleichungen'^^: 

(24) Xj — ftiXg^O, Xj — ftgXg^O, X^ — ft8X2 = 0, Xj — ^1*4X2 = 

gegebenen Strahlen p^^p^^p^^p^ des Büschels (14) ist: 

(26) « - (p,ftp.rt - J^E^}^^ 

und aus § 6, 10, IIF: 

Das DoppelverhaUnis, das ztvei du7'ch ihre Gleichungen: 

(26) X,-(i,X, = 0, Xi-^,X, = 

Staude, analyt. Geometrie. 6 
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gegebene Strahlen jPi,i^ mit den beiden GrundstrcMen g^^ g^ des Büschels 
bilden, ist: 

(27) S = (j9i9»PiP,)-^- 

Für /ita — — f^i sind die Strahlen (26) zu den Grandstrahlen har^ 
monisch (§ 6, 11). 

Die gleichen Sätze gelten auch für die Form (22) der Gleichung 
des Büschels. 




in. Kapitel: 

Die Koordinaten der geraden Linie. 

§ 19. Die Koordinaten der geraden Linie und die Gleiclinng 

des Punktes. 

1« Die Koordinaten der geraden Linie. ^^) Die durch die all- 
gemeine Gleichung: 

(1) Äx + By+C=^0 

gegebene Gerade schneidet nach § 16, 6 
auf den Koordinatenachsen die Strecken 
(Fig. 118): 

*'" (2) 0L = -^, 0M=-^- 

Fig. 118. ab. Die negativen reziproken Werte der 

Längen dieser Strecken heißen die Koor^ 
dinaten der Geraden und werden als solche mit u, v bezeichnet^ 
so da£: 

/a^ AB 

Sind umgekehrt die Koordinaten u, v gegeben, so ist nach (3): 

A:B:C^u:v:l 

und daher die Gleichung der Geraden (§ 16, 6): 

« 

(4) ux + vy + 1 ^ 0. 

Die Beziehung zwischen einer Geraden und ihren Koordinaten ist 
daher wechselseitig eindeutig. 

2. Die Gleichung des Punktes in laufenden Linienkoordinaten. 
Sind A^B,C beliebige Konstanten (die nichts mit den in (1) vor« 



§ 19, 2—3. 
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kommenden Konstanten zn tun haben) und Uy v die Koordinaten einer 
veränderlichen Geraden, so kann man sich die Gleichung: 



(5) 



Au + Bv + C^O 



dadurch entstanden denken, daß 
Geraden u, v die Werte: 



man in die Gleichung (4) der 



(6) 



X = 



C 



B 



yk 




eingesetzt hai. Die Gleichung (6) ist daher die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß der 
Punkt (6) auf der Geraden w, v liegt 
oder, was dasselbe ist, daß die veränder- 
liche Gerade w, v (Fig. 119) durch den 
festen Punkt (6) geht 

jBiwe veränderliche Gerade geht also 
dann und nur dann durch den festen 
Punkt (6), wenn ihre Koordinaten w, v 
der Gleichung (5) genügen. 

Man nennt daher (5) die Gleichung des Punktes (6) in laufenden 
Linienkoordinaten u^v. 

3* Dualität swiBChen den Koordinaten , beziehungsweise den 
Gleichungen von Iiinie und Funkt. Wir können die vorstehenden 
Erklärungen in folgender Weise gegenüberstellen: 







X 



Hg. 119. 



Ist: 

(7) Ax + By + C=0 

die Gleichung einer Geraden in 
laufenden Punktkoordinaten x, y, 
so sind: ' 

(8) ^ ^ 



u. 



A 
C 



Vo--ä 



die Koordinaten der Geraden. 

Sind Uq, Vq die Koordinaten einer 
Geraden, so ist: 

(9) UqX -i-v^y+l^O 

die Gleichung der Geraden in lau- 
fenden Punkfkoordinaten x, y. 



Ist: 

(T) Au + Bv + C=^0 

die Gleichung eines Punktes in 
laufenden Linienkoordinaten u, v, 
so sind: 

A B 

'' G 
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^0— c 



Vo 



die Koordinaten des Punktes. 

Sind Xq, y^ die Koordinaten eines 
Punktes, so ist: 

(9') x^u + y^v +\^0 

die Gleichimg des Punktes in lau- 
fenden Linienkoordinaten u, v. 

6* 
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§ 19, 4—6. 




^X 



4« Bedingung der vereinigten Lage 
von Punkt und Geraden. Die Gerade u^, 
v^ und der Punkt x^^ y^ liegen (Fig. 120) 
vereinigt, d. h. die Gerade geht durch den 
Punkt und der Punkt liegt auf der Ge- 
raden, immer dann und nur dann, wenn: 



Fig. 120. 



(10) UqXq + v^y^ +1=0. 

5. Spezielle Lagen der Geraden und des Punktes gegen das 
Koordinatensystem. 



Die Gerade: 



Der Punkt: 



geht nach § 16, (15) durch den | liegt (nach (8') mit C = 0) unend- 



lich fern (vgl. § 22, (10)). 
Die Punkte: 

Au + C^O, Bv + C = 

liegen (nach (8')) auf der o;- Achse, 
bezüglich «/-Achse, 



Anfangspunkt 0. 
Die Geraden: 

Ax + C^O, By + C^O 

sind nach § 16, (16) der «/-Achse, 
bezüglich der a;- Achse parallel. 

6« Gerade durch zwei Punkte, Punkt auf zwei Geraden. Die 
Gleichung eines Punktes hat nach § 19, 2 immer die Form: 

(11) Au + Bv + C:=^0. 

Sie hängt, wie die Gleichung der Geraden § 16, 6, von jswei Konr 
stantenverhältnissen A:B:C ab, die bestimmt sind durch zwei Ge- 
rade Wj, v^ und ^2? ^2» welche durch den Punkt gehen. Denn da deren 
Koordinaten der Gleichung (11) genügen müssen, so ist: 



(12) 



{ 



Au^ + Bv^ + C = 0, 
Au^ +Bv^ + C=^0, 



Eliminiert man nun aus (11) und (12) die Konstantenverhältnisse, so 
erhält man die Gleichung des Pimktes, der in den zwei Geraden liegt, 
und damit den folgenden rechts stehenden Satz, zu dem der duale, 
links stehende schon § 16, 3 abgeleitet wurde (Anm. 2, II, 3). 



Die Gleichung der Verbindungs- 
linie der beiden Punkte x^y y^ und 

^2 7 y^ ^^^ i'^ lomf enden Koordi- 
naten X, y: 

\ X y 1 



(13) 



X, 



Xt 



i 



Vi. 
Vi 



1 
1 



= 0. 



Die Gleichung des Sdinitt- 
punktes der beiden Geraden m, , »^ 
und ttg, »2 ist in laufenden Koordi- 
naten u,v: 

1 

1 =0 

1 



(13') 



u 



u< 



V 



V, 



u. 



V 



2 



§ 19, 7—8. § 20, 1. 



85 



Es ist zugleich die Bedingung dafür, | Es ist zugleich die Bedingung dafür, 



daß die drei Punkte x,y] ä^iyVi] 
x^y y^ in einer Geraden liegen. 



daß die drei Geraden u^v^ ^d^i^ 
Wg, t'2 durch einen Punkt geheti. 



7. Abstand einer Geraden von einem Funkte. Ist (11) die 
Gleichung eines Punktes, und sind $/i. 
t«Q, Vq die Koordinaten einer Geraden, so 
hat der Punkt die Koordinaten: 



AUrhBv-hC=0 

Fl 



X 



A 

C 



B 



und die Gerade die Gleichung: 

Nach § 17, (7) ist der senkrechte Ab- 
stand des Punktes von der Geraden: 




^x 



Fig. 121. 



d- 



A 

C 



B 



"0 7^ "1" ^0 ^ 



+ 1 



-KV + t^o* 
oder mit Unterdrückung des Index (Fig. 121): 

Der senkrechte Abstand der dwrch ihre Koordinaten w, v gegebenen 
und gerichteten Geraden (§17, 1) von dem durch seine Gleichung: 

(14) Äu + Bv + C^-O 

gegebenen Punkte ist''^): 



(15) 



d = 



Au + Bv+C 



8. Die Hessesche Kormalform der Gleichung des Punktes. 
Bringt man die Gleichung (5) des Punktes durch Division mit C auf 
die Form'^^): 

(16) au + bv + 1 = 0, 

so erhält man die Hessesche Normalform der Gleichung des Punktes, die 
dadurch charakterisiert ist, daß das konstante Glied den Wert 1 hat. 
Der senkrechte Abstand der durch ihre Koordinaten u, v gegebenen 
Geraden von dem durch seine Gleichung (16) gegebenen Punkte ist 
nach § 19, 7: 

(17) ^^ au + bv+J ^^ 

§ 20. Zwei Punkte und die Gleichung der Punktreihe. 

1. Gleichung des Punktes, der die Strecke zweier Punkte in 
bestimmtem Verhältnisse teilt. Zwei Punkte P^ und P^ seien durch 
ihre Gleichungen C7i = und üg = gegeben, wo die Abkürzungen: 
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(1) 



§ 20, 1—2. 






in derselben Weise wie § 18, (10) gebraacht sind. Die Koordinaten 
der Pnnkte sind dann: 



x, 



A 



_i. 



A 



Vi 



B. 



Die Koordinaten des Punktes P, der die Strecke P^P, im Verhält- 



nisse A teilt, sind nach § 12, (18): 



X = 



♦t/j "~^ A» mJa 0| 



-^1 ^^8 



c. 



l — l 



l — l 



y- 



i—x i—x 




o 








->a^ 



Fig. 132. 



Fig. 123. 



Die Gleichung dieses Punktes P ist daher nach § 19, (9'), mit l — l 
multipliziert: 

X)der nach (1) : 



Sind (Fig. 122): 






X ~* = 0. 



(2) 



Ui = Ä^u + B^v + Ci = 0, 
U, = Am + Püt; + C, = 



die Gleichungen zweier Punkte, so ist die Gleichung desjenigen Punktes, 
der die Strecke jener im Verhältnisse X teilt''*'): 

(3) cri-,i£r, = o, 



wo: 

(4) 






3. Anwendung der Hesseschen Normalform. Mit C^ = 1, 
C« = 1 (vgl- § 19, (16)) nimmt der Satz § 20, 1 die Form an (Fig. 123): 
■ SiMrf (Tgl. § 18, 6): 

fiVi = aiM + 6it;-l- 1 =0, - 

.-^2 ^ %^* + ^2^ + 1 « 



(5) 



§ 20, 3—4. 
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die Gleichungen zweier Punkie in der Hesseschen Normalfomij so ist 
die Gleichung desjenigen Punktes, der die Strecke jener im Verhält- 
nisse l teilt: 

(6) N^-^-lN^^O. 

Insbesondere lauten die Gleichungen des Mittelpunktes und des un- 
endlich fernen Punktes der Strecke (A = — 1 und A = + 1 nach 
§ 3, 3; 4) bezügUch'»): 

(7) N^ + N^^Q, N,-N, = 
(vgl. § 22, (10)). 

3. Die Gleichung der Ponktreihe mit mxQtiplisiertem Teilungs- 
verhSltnisse als Parameter. Die Gleichung (3) stellt (vgl. § 18, 7) 
bei veränderlichem 1, bezüglich ft^ alle auf der Verbindungslinie g der 
Punkte (2) liegenden Punkte dar. Sie ist die Gleichung der Punktreihe, 
welche durch die in (2) gegebenen Grund- 
punktC; die wir nun G^ und G^ nennen 
wollen (Fig. 124), bestimmt ist. 

Der Parameter [i der Gleichung 
der Punktreihe bedeutet (vgl § 6, (7)) 
das multiplizierte Teilungsverhältnis des 
laufenden Punktes P der Reihe in 
bezug auf die beiden Grundpunkte (vgl. 

§ 9, 1). 

Auf jeder Geraden Uq, Vq der Ebene, 
ausgenommen die Verbindungslinie g der Ghrundpunkte, liegt ein be- 
stimmter Punkt Pq der Reihe, 




>a? 



Fig. 124. 



(8) 



Sein Parameter hat (vgl. § 18, (19)) den Wert: 



N^ 



C^«' 



wo U^^ und ü^^ die mit u=^Uq, v^Vq gebildeten Ausdrücke (1) sind. 

4« Die Gleichung der Ponktreihe mit Doppelverhältms' als 
Parameter. Ist A = Aq der Wert des Teilungsverhältjaisses L für den- 
jenigen Punkt Gq, für den das multiplizierte Teilungsverhältnis ^i den. 
Wert 1 hat, so wird wie in § 19, 8: 

(9) ^ = f = ((?,ö,PGo). 

Auch folgt in derselben Weise wie dort: 

Sind tTi = und U^^^O in (2) die Gleichungen der Grund- 
punkte G^ und ©2 einer Punktreihe und Wq, Vq die Koordinaten einer 
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§ 20, 5—6. 



IL V 




festen Geraden (Fig. 125), durch die der 
Einheitspunkt Gq bestimmt wirdy so ist 
die Gleichung des laufenden Punktes P 
der Beihe: 



(10) 









0, 



Fig. 125. 



WO fi das Doppelverhältnis: 

"(11) ,i = iG,G,PG,) 

bedeutet 



5. Doppelverhältnis von vier Piuikten der Beihe. Da in der 

Gleichung (3) der Parameter (a das multiplizierte Teilungsverhältnis 
oder, was nach § 6, 4 dasselbe ist, die multiplizierte Verhältnislcoordifiate 
des laufenden Punktes P in bezug auf die beiden Grundpunkte (tj, G2 
als Anfangspunkte bedeutet^ so folgt aus § 6, 10, I: 

Das Doppelverhältnis von vier durch ihre Gleichungen: 
(12) ü,-t^,U, = 0, U,-(i,U, = 0, U,-ii,U, = 0, U,-(i,U, = 
gegebenen Punkten P^jP^^P^^ P^ der Beihe (3) ist: 

(13) *=(^^^«^3P.)=S;^-z?j;^g]- 

Das Doppelverhältnis, das zwei durch ihre Gleichungen: 

(14) Pi-^iC/, = o, ü;~^,c/, = o 

gegebene Punkte P^, P^ mit den beiden Gründpunkten G^, G^ der 
Reihe bilden, ist: 



(15) 



d = (G,G,P,P,)^ 



(iL 

f*2 



Für f^s == ~" /*i s^°d ^^® Punkte (14) zu den Grundpunkten har- 
monisch. 

Die gleichen Sätze gelten auch für die Form (10) der Gleichung 
der Punktreihe. 

6« ParameterdarsteUung der Koordinaten der Punkte einer 
Reihe und der Strahlen eines Büschels.. Sind zwei Gerade durch 

ihre Koordinaten u^yV^ und Wg, ^2 S^S^^^^f ®^ ^^^^ ^^^^ Gleichungen 
nach § 19, (9): 

u^x + v^y + 1=0, u^x + ^2«/ + 1 = 

und daher nach § 18, (14) die Gleichung der Geraden, die den Winkel 
jener beiden im Sinus Verhältnisse X teilt: 



§ 21, 1-2. 
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(Ui — xku2)x + (v^--xXv^)y + (l~xA) = 



(16) 



X = 



Vn,' + v,* 



Die Koordinaten dieser Geraden sind daher nach § 19, (8): 



u = — — — — 

1 — hX ' 

Neben den Satz § 12, 9, den wir 
rethts folgende duale Satz'^^): 

Die Koordinaten x, y des Punktes, 
der die Strecke der Punkte x^, y^ 
und X2, y^ i^ Verhältnisse k teilt, 
sind: 



(17) ^=^^, y='-^ 



V 



1 — x;i 



links wiederholen, tritt daher der 

Die Koordinaten u^ v der Ge- 
raden, die den Winkel der Geraden 
u^,v^ und U2,v^ im SinusverhcUt' 
nisse l teilt, sind mit dem Werte (16) 
von x: 

("•) »-^*i^, o-^V^- 



« 1:: 



yV 



(2) 



=<'^/ 



^u^v^^u'v' 



>a? 



§ 21. Die Transformation der Linienkoordinaten. 

1« Übergang von einem rechtwinkligen Koordinatensystem zu 
einem andern. Die § 14, (15) und (18) angegebenen Formeln für 
die Transformation des rechtwinkligen 
Koordinatensystems lauten, wenn das 
neue System mit O'x'y statt Sl^tj be- 
zeichnet wird (Fig. 126): 

x^Xq + a^x + a^y, 

y^yo + h^' + hy\ 

wobei (§ 14, (17)): 

Xq = CLiXq O^y^y 

I 

\yo = — a^XQ — h^yQ. 

2« Darstellung der neuen Linienkoordinaten durch die alten ^^). 
Hat in bezug auf das alte System Oxy eine gerade Linie g die 
Koordinaten u,v, so ist nach § 19, (9) ihre Gleichung: 

(4) lia? + vy + 1 = 0. 

Führt man in diese Gleichung mittels der Substitution (1) die neuen 
laufenden Punktkoordinaten x'j y ein, so nimmt sie die Form an: 

(5) {a^u + \v)x + {a^u + 631?)^ + {x^u + y^v + 1) = 0. 




Fig. 126. 



(3) 
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Hat man in (5) die Gleichung der Geraden im neuen System her- 
gestellt, so ergeben sich nach § 19, (7) und (8) die neuen Koordi- 
naten (Fig. 126): 

3« Darstelliing. der alten tiinienkoordinaten durch die neuen. 

Hat in bezug auf das neue System 0' xy eine gerade Linie g die 
Koordinaten w', r', so ist nach § 19,. (9) ihre Gleichung: 

(7) u'x + Vif + 1 =. 0. 
Durch die Substitution (2) wird diese: 

(8) (a^M' + a^v^x + (b^u' + \v')y + {x^u + y^v + 1) — 0. 

woraus nach § 19, (7) und (8) für die alten Koordinaten der Linie 
(Fig. 126) folgt: 

(9) - u A^±A^, «= *•«' + *'"' 



oder nach (3): 

«1 -,~ ^ . *■ , ' * 

(^^) ^^^ m:+m 

— («1 «0 4- ^ y.)*' — («t «0 + *. y«) »•' + 1 ' 



IV. Kapitel: 

Die homogenen gemeinen Koordinaten. 

§ 22. Die homogenen gemeinen Koordinaten des Pn^ktes 

und der Geraden. 

1« Begriff der homogenen gemeinen Koordinaten. Unter den 
homogenen gemeinen Koordinaten ''') des Punktes oder der Geraden 
verstehen wir (vgl. § 7, 1) drei Zahlen x, y', f oder w', v\ 5', deren 
Verhältnisse die gemeinen Koordinaten o?, y oder w^ v des Punktes 
(vgl. § 10, 2) oder der Geraden (vgl. § 19, 1) sind, derart daß: 

(1) y = ^, T = ^- (1) 7-==^' 7^^- 

Die homogenen Koordinaten bestimmen den Punkt oder die Gerade 
eindeutig, sind aber durch diese mir ihren Verhältnissen nach bestimmt. 
Sie sollen stets endliche Werte haben und dürfen, damit ihre Ver- 
hältnisse bestimmt bleiben, niemals alle drei gleichzeitig verschwinden. 



§ 22, 2—5. 
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Wir lassen fernerhin die in (1) und (1') zur Unterscheidung ein- 
geführten Akzente weg. Um dann von den gemeinen zu den homo- 
genen gemeinen Koordinaten überzugehen, haben wir nur x, y; w, v 



durch 



X 



u 



V 



y , , zu ersetzen, während wir umgekehrt mit ^= 1, 

Z t 8 8 

5 = 1 Ton diesen zu jenen zurückkehren. 

2. Die Gleichungen der Geraden und des Punktes in homo- 
genen Koordinaten. Die allgemeine Gleichung der Geraden oder des 
Punktes (§ 16, (6), § 19, (5)) wird mit Einführung der homogenen 
Koordinaten unter nachfolgender Multiplikation mit t oder s: 

Äx + By + Ct^O. I Au + Bv + Cs^ 0. 

3* Die homogenen Koordinaten als Koeffizienten der Glei- 
chungen der Geraden und des Punktes. Die homogenen Koordi- 
naten der Geraden und des Punktes sind unmittelbar auch die 
Koeffizienten der Gleichungen der Geraden und des Punktes. Denn 
die Sätze § 19, 3 lauten gegenwärtig: 



Ist: 
(2^) Äu + Bv + Cs = 

die Gleichung eines Punktes in 
laufenden Linienkoordinaten u^v^Sy 
so sind: 

(3') x^^A, yo-B, to^C 

die Koordinaten des Punkteß. 

Sind a?o, y^, ^q die Koordinaten 
eines Punktes, so ist: 

(4') XqU + y^v + i^s^O 

seine Gleichung. 

Die Angaben (3) und (3') sind dabei nur bis auf einen gemein- 
samen Faktor gemeint (vgl. § 16, (11)). 

4. Bedingung der vereinigten Lage von Punkt und Geraden 
in homogenen Koordinaten. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für die vereinigte Lage des Punktes x, y, t und der Geraden 
u,v,s (§ 19, 4) lautet jetzt: 

(5) ux + vy + st = 0. 

&• Die unendlich ferne Gerade und der Koordtnatenanfangs- 
punkt. Die homogenen Koordinaten ermöglichen eine Anpassung 
der analytischen Formeln an die yorstellung, daß alle unendlich 



Ist: 

(2) Ax + By+Ct^O . 

die Gleichung einer Geraden in 
laufenden Punktkoordinaten x, y, ty 
so sind: 

(8) Wo = ^7 %^ ^j ^0 ■" ^ 
die Koordinaten der Geraden. 

Sind %, Vqj Sq die Koordinaten 
einer Geraden, so ist: 

(4) UqX + v^y + So^ « 
ihre Gleichung. 
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fernen Punkte der Ebene eine Gerade/ die unendlich ferne Gerade g^y 
bilden"). 

Diese Vorstellung gründet sich auf die Perspektive Beziehung 
der Geraden der Ebene auf ein Ebenenbündel im Räume (vgl. § 53, 6). 

s -TT 7 Jeder der oo^ Elxenen F, die durch einen 

/ y^ \ / Punkt C des Raumes gehen, entspricht 

/ X \ / (Fig. 127) eine Gerade g einer festen nicht 

Jo, y_ \ / durch C gehenden Ebene -B, nämlich 

^ ..^ j.^ Schnittlinie der Ebenen T und i?. 

/ \ - ^ / Nur einer einzigen durch G gehenden 

/ \/ / Ebene fß, der zu ^parallelen, würde keine 

^^ solche Gerade entsprechen. Da aber g 

um so weiter in die Feme rückt, je mehr 
sich T der Lage F^ nähert, so nimmt man eine unendlich ferne Ge- 
rade ^« der Ebene -E als die der Ebene T^ entsprechende Gerade^an. 
Hat nun die dritte der homogenen Koordinaten x, y, t eines 
Punktes P den Wert 0, so wird, da Xy y, t nicht alle drei Null sein 

dürfen, wenigstens eine der gemeinen Koordinaten - , f ^^n P un- 
endlich, und damit auch P selbst unendlich fem (vgl. § 10, 4). Ist 
umgekehrt P unendlich fern, und damit wenigstens eine seiner ge- 
meinen Koordinaten unendlich, so muß, da x^ y, t immer endlich 
bleiben sollen, ^ == sein. Daher ist: 

t == 

die notwendige und hinreichende Bedingung aller unendlich fernen 
Punkte. Diese ist aber nach (2) die Gleichung einer Geraden, deren 
Koordinaten Wq = 0, Vq = sind. Wir sagen daher: 
Die unendlich ferne Gerade g<x> hat die Gleichung: 

(6) ^ = 
und die Koordinaten: 

(7) u = Oy i; = 0, 5 + 0(8 = 1). 

Das duale Seitenstück bildet der Koordinateiianfafigspunktj der 
die gemeinen Koordinaten 0, 0, also die homogenen Koordinaten: 

(8) x^Oy 2/ = 0, ^4=0(^=1) 
hat und daher nach (4') die Gleichung: 

(9) 5 = 0. 

Die Gleichung eines unendlich fernen Punktes (tQ=-0) hat nach (4') 
die Form (vgl. § 19, 6): 

(10) Äu + Bv = OJ^) 



§ 22, 6—8. 
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6. Soknittpunkt einer Geraden mit der nnendlioh fernen 
G-eraden. Eine beliebige Gerade^ deren Gleichung: 

(11) Äx + By + Ct'^^^O 

ist, schneidet die unendlich ferne Gerade (6) in einem Punkte, welcher 
den beiden Gleichungen: 

(12) Äx + By^O, ^ = 
oder auch: 

(13) x:y = — B:Ä, t^O 

entspricht und der unendlich ferne Punkt 
der Geraden ist (§ 3, 4). Nach § 16, (17) 
folgt hieraus (Fig. 128): 

Die beiden ersten homogenen Koordi- 
naten des Schnittpunktes einer Geraden mit 

der unendlich fernen Geraden verhalten sich wie die Richtungskosinus 
der ersteren. 

Da der Punkt (13) überhaupt nur vom Verhältnis Ä : B, nicht 
von C abhängt, folgt nach § 18, (6): 

Parallele Geraden schneiden die unendlich ferne Gerade in demselben 
Funkte. 

7. VerbindungsHnie zweier Punkte und Schnittpunkt zweier 
Geraden. Die Sätze § 19, 6 lauten bei Anwendung homogener 
Koordinaten: 




^x 



Fig. 123 



Die Gleichung der Verbindungslinie 
der Punkte x^, y^, t^ und x^, y^y t^ ist: 



(14) 



X y 


t 


a^i Vi 


h 


<h Vi 


i. 



Die Gleichung des Schnittpunktes 
der Geraden u^, v^, s^ und w,, Vg, Sg ist' 



= 05 



(14') 



u 


V 


S 


Ml 


»1 


«1 


«8 


»2 


«« 



= 0; 



ihre Koordinaten also nach § 22, 3: seine Koordinaten also nach § 22, 3: 



(15) 



u = 



Vi h 

Vi h 



V 



h ^1 

^2 '^^ 



^1 Vi 



(15') 



X 



^1 h 

Vi «2 



t^ 



y- 


«1 «1 


§2 U^ 


«1 -^1 




Ms »a 


J 



s = 

(Anm. 1, n, (6)). | (vgl. § 18, (9)). 

8. Spezialfälle dieser Sätze. Ist in (14) der eine der beiden 
Punkte unendlich fem, also etwa x^ = a, y^ = b, t^ = 0, wo nach 
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§ 22, 9—10 



\ 



\^-0 



§ 22, % a^h sich wie die Richtungskosinus der durch diesen Punkt 
gehenden Geraden verhalten, so wird die Gleichung (14): 

oder mit iCo; ^o» ^ ^^^ ^i^^i^^i ^^^ ^==1 (vgl. § 22, 1)'^): 

b{x — XQ) — a{y — y^ = 0. 

Dies ist die Gleichung einer Geraden, die durch den Punkt Xq, y^ in 
der Richtung a, h hindurchgeht (vgl. § 16, (4)). 

Sind in (14') mit u^:v^=-u^i v^ die beiden Geraden u^y '*^\j^t 
und u^yV^, s^ parallel (vgl. § 18, (6)), so verschwindet der Koeffizient 
von 5 und die Gleichung erhält die Form (10). 

9* Das Koordinatendreieok der homogenen Koordinaten. Denken 
wir uns das rechtwinklige Koordinatensystem Oa;y, durch Hinzunahme 

der unendlich fernen Geraden ^ao zu einem 
jyKoordinatendreieckf^ (in Fig. 129 die punk- 
tierten Teile unbegrenzt weit zu denken) 
vÄ« ergänzt, so haben die Seiten des Dreiecks 

^A ''^, die Gleichungen (§ 10, 5; § 22, (6)): 

a; = (y- Achse), y = (a;- Achse), 

N«:!? und daher die Koordinaten (bis auf einen 
^'^ gemeinsamen Faktor): 

(17) «*,«?, 5 =1,0,0; 0,1,0; 0,0,1, 

und haben die bezüglich gegenüberliegenden Ecken des Dreiecks die 

Koordinaten: 

(18) ^,y,f- 1,0,0; 0,1,0; 0,0,1 

und daher die Gleichungen (vgl. (10) und (9)): 

iu^O (unendlich ferner Punkt der rr- Achse), 

' lt; = 0( „ „ „ „ y- „ ), s = 0(0). 

10. Gleichungen des Strahlbüsohels und der Punktreihe in 
homogenen Koordinaten. Wenn man in der Gleichung § 18, (22), 
die nur von den Verhältnissen A^ : B^ : C^ und A^\B^: Cj abhängt, die 
Bezeichnung der letzteren in UxjV^,s^ und u^jV^jS^ abändert und die 
Gleichung gleichzeitig in Xy y, t und x^y y^, t^ homogen schreibt, so 
nimmt der Satz § 18, 8 und ebenso der duale § 20, 4 die Form an: 
Sind: \ Sind: 

f Xi = u^x + v^y+ s^t - 0, ( U^ = x,u + yxv+\s = 0, 







x=o 



S'O 



\ 



(16) { 



Pig. 129. 



ao 



(20) 



X^ = u^x-\r'^^y + h^^^ 



'2 



^2W + yjt7 + ^2« = 



§ 22, 11. 
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die Gleichungen der beiden Grund- 
straMen Qi^g^ ^*^^ SirahJbiisduHs, 
so ist die Gleichung des laufenden 
Strahles p des Büschels: 

dabei ist x^^y^y t^ ein zur Bestim- \ dabei ist u^, v^^ s^ ein zu/r Bestim- 



die Gleichungen der beiden Grund- 
punkte G^y G^ einer Punitreihe, 
so ist die Gleichung des laufenden, 
Punktes P der Reihe: 



(21) 






mung des Einheitsstrahles g^ ge- 
gebener Punkt y sind X^y X^ die 
für ihn gebildeten Ausdrücke X^, X^ 



mung des Einheitspunktes Gq ge- 
gebener Strahl, sind TJ^y U^ die 
für ihn gebildeten Ausdrücke U^, U^ 



und bedeutet ii das Doppelverhältnis: und bedeutet fi das Doppelverhältnis: 

(22) (^-i9,9»P9,). j(22') (i = {G.G^FG,). 

Die GleichuDg (21) enthält nur die Verhältnisse je der Koordi- 
naten %, v^y V, «2> ^a; S«; ^0? Vof ^o ^^^ ^f Vy ^• 

Kommt es nicht auf die genaue Feststellung der Bedeutung von ft 
an, kann man die Gleichungen (21) und (21') auch in der kürzeren 
Form schreiben (vgl. § 18, (14) und § 20, (3)): 

(23) . Xi-ftX2==0. 1(23') • U^-(iü,^0. 

Hier ist dann ^ im allgemeinen als das multiplizierte -Teüungs- 
verJiältnis, nach dem g den Winkel von g^yg^y oder der Punkt P die 
Strecke P^P^ teilt, zu erklären; es bleibt aber naturgemäß um einen 
Faktor unbestimmt, da mit den Grundstrahlen g^, g^ nur die Ver- 
hältnisse Mj : t?i : s^ und u^i v^i s^ gegeben sind, während die Glei- 
chung (23) nicht ausschließlich von diesen Verhältnissen abhängt. 

11. Parameterdarstellung im Strahlbüschel und auf der Punkt- 
reihe. Im Anschluß an (23) und (23') kann man die Sätze von 
§ 22 y 10 auch so aussprechen: 



Sind u^y v^y s^ und' u^, v^y s^ die 
Koordinaten der beiden Grund- 



Sind cv^y y^y t^ und x^yy^yt^ die 
Koordinaten der beiden Grund- 



straMen eines Strahlbüschels, so sind punkte einer PunktreihCy so sind 



die Koordinaten des laufenden 
Strahles des Büschels mit einem Pro- 



die Koordinaten des laufenden 
Punktes der Reihe mit einem Pro- 



portionälitätsfaktor q in der Form portionalitätsfaktor q in der ForWr 



darstellbar: 

QU = u^ - 

QV = V^-^V^y 



darstellbar^): 



(24) 



Uli, 



2 9 



lix^ 



QS 



/ts,. 



(24') 



(QX = X^ — 
Qt ^^ t^ — /tt^2' 



Es sind die auf homogene Koordinaten bezogenen Parameter- 
darstellungen § ,20, 6. 
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13. Büschel paralleler Geraden und unendlich ferne Funkt- 
reihe. Ein Spezialfall der Gleichung X^ — ftXg = des Strahl- 
büschels in (23) wird die Gleichung: 

die nach § 18, 2 oder § 22, 6 ein Büschel paralleler Geraden darstellt. 
Ein Spezialfall der Gleichung ZJj — ft ZJ^ = der Punktreihe in 
(23') wird die Gleichung: 

die nach (10) eine unendlich ferne Punktreihe darstellt. 

§ 23. Die Transformation der homogenen Koordinaten. 

1. Übergang von der Ebene auf die Punktreihe. Wir be- 
merken vorerst, daß in den homogenen Koordinaten x, y, t der 
Punkte und Uj v, s des Strahles in der Ebene die Koordinaten in der 
Punktreihe und im Strahlbüschel wieder mit enthalten sind. 

Für einen Punkt der a;-Achse ist y = 0, während x, t die in 
§ 7, 1 eingeführten homogenen Koordinaten der Punktreihe sind (vgl. 
§10,5).' 

Mit Rücksicht aber auf § 22, 6 erklären wir: 
Unter Jiomogenen gemeinen Koordinaten x, y eines Punktes auf der 
unendlich fernen Geraden in hezug auf ein Koordinatenzweiech^ dessen 

Ecken von einem rechtwinkligen Achsensystem 
Oxy der Ebene ausgeschnitten werden, verstehen 
wir zwei Zahlen, die sich verhalten, wie die 
Eichtungskosinus a, ß der durch den Punkt 
gehenden Strahlen in hezug auf das System 
Oxy (Fig. 130). 

Sie stimmen überein mit den Koordi- 
Fig. 130. naten der Richtung in der Ebene § 11, 7 

und des Strahles im Strahlbüschel § 7, (2), 
für die x :y = l :tgq) war. 

2. Übergang von der Ebene auf den Strahlbüschel. Für eine 
durch den Punkt gehende Gerade (Fig. 131): 

ux + vy ^ 

(vgl. § 16, (15)) ist von den homogenen Linienkoordinaten u, v, s nach 
§22,(2); (3) 5=0, während u, v sich nach §17,(6) wie die Richtungs- 
kosinus a, b der Normale der Geraden verhalten und die in § 7, (3) 




§ 23, 3. 
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eingeführten Koordinaten der Geraden im Büschel sind^ für die 
w : i; = — tg 9? war. 

Für eine der y- Achse parallele Gerade: 

lix + st =^0 

(vgl. § 16, (16)) ist von den homogenen Linienkoordinaten Uy v, s 
nach § 22, (2); (3) i; = 0, während wir u, s als homogene Koordi- 
naten im Parallelstrahlbüschel betrachten können.^^) 

Unter homogenen gemeinen Koordinaten u, s eines Strahles im 
ParallelstrMbüschel in hezug auf ein rechtwinkliges Achsensystem Oxy, 



f^y 




w,v 







u,s 



*-x 



w 



¥ 



X 



Fig. 131. 



Fig. 132. 



dessen y-Achse hei beliebiger Wahl von dem Büschel angehört, ver- 
stehen wir zwei Zahlen, deren negatives reziprokes Verhältnis — s, tt 
gleich dem Abschnitt OL (Fig. 132 und § 19, 1) der Geraden auf der 
X-Achse ist 

3. Die Transformation der homogenen Koordinaten. Nach den 
Begriflfsbestimmungen von § 22, 1 entnehmen wir aus § 21, (1) und (2) 
und §21,(6) und (9) für den Übergang von einem rechtwinkligen 
System Oxy zu einem andern O'x y mit dem Anfangspunkt 0' = x^, 
i/q, 1 und den Achsenrichtungen a^, b^ und a^, \ (Fig. 133) die 
Transformationsformeln : 

QX = a^x + as^y + x^i 

(1) Qy^b^x +\y +yj 
Qt = f, 

QU = a^ii + a^v' 

(2) Iqv = b^u i- b^v 

QS =XqU -\-y^v + s\ 

6x = a^x + b^y + x^t 

(3) löy ^a^x + b^y i-y^t 

tft' = t, 

Staude, analyt. Geometrie. 



i/| 









'^---..aj,^,ö 


\ y^^^-^ 


^x\a^\) 


0''3^,y^,i 


^x 



0-x;,y^M 



Fig. 133. 
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§ 83, 4—6. 



(4) 



Hier bedeuten aj^', y©', ^ ^^® Koordinaten von in bezug auf 0' xy 
(vgl. § 21^ (3)) und qy 6 Proportionalitätsfaktoren. 

Die neuen Koordinaten des Punktes und der Geraden sind daJwr^ 
von dem Faktor o abgesehen, lineare homogene Funktionen der alten, die 
gleich Null gesetzt nach § 22, (16); (19) die Gleichungen der Seiten 
und Ecken des neuen Eoordinatendreiecks in bezug auf das alte geben. 

4. Parameterdarstellung einer Funktreihe. Mit Hinblick auf 
§ 23, 1 folgt aus (1) mit y - (Fig. 134): 

Ist eine Gerade durch einen Punkt (7 = a?Q, y^, 1 und ihre 
JRichttingskosinus a^, \ gegeben, so stellen sich die Koordinaten x, y, t 



^y 



o 




^A 



3oX(x,y,t) 



y^ y 



o'-Xo,yo^ 



->-j? 








O'OC^o.^ 



u;v (u.,v^} 



♦►oj 



^x 



Fig. 184. 



Fig. 1S5. 



ihres laufende/n Punktes in bezug auf das ebene System Oxy mittels 
der Formeln: 

(5) QX =^ a^x -[• x^t\ Qy = b^x+yJ, Qt==f 

durch die Koordinaten x , t' des Punktes auf der Geraden dar. 

Diese bereits in § 16, 1 nicht homogen gegebene Parameter- 
darstellung einer endlichen Geraden ist also in den Transformations- 
formeln (1) enthalten. 

Für die unendlich ferne Gerade haben wir nach § 23, 1 schon 
in den beiden ersten homogenen Koordinaten x, y eines Punktes in 
bezug auf das alte System zwei unabhängige Parameter, die zugleich 
Koordinaten des Punktes auf der unendlich fernen Geraden sind. 

5. Farameterdarstellung eines Strahlbüschels. Mit ^' = er- 
halt man aus (2) eine Parameterdarstellung der durch 0' gehenden 
Strahlen. Man kann dabei zur Vereinfachung das System O'xy 
mit Oxy parallel nehmen und findet (Fig. 135): 

Ist der Mittelpunkt 0' eines Strahlbüschels durch seine Koordi- 



§ 23, 6. § 24, 1. 
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naten x^, y^y 1 gegeben, so lassen sich die Koordinaten u, Vy s des laufen- 
den Strahles in hezug auf das ebene System Oxy mittels der Formeln: 

(6) QU = U, QV = V, p5 = — XqU — y^v 

durch die homogenen Koordinaten u\ v des Strahles im Strald- 
büschel in hezug auf das zu Oxy parallele System O'xy (vgl. § 23, 2) 
darstellen. 

6. FarameterdarfitellUng des Farallelstrahlenbüschels. Mit v' ^ 
ergeben sich aus (2) die der y'-Achse parallelen Geraden, wobei man 
zur Vereinfachung 0' = nehmen kann 
(Fig. 136): 

Ist ein Fa/rallelst/ü'ahlenbüschel durch 
die Bichtungskosinus a^, b^ einer zu ihm 
senkrechten Geraden gegeben, so stellen 
sich die Koordinaten u, v, s der laufen- 
den Geraden des Büschels in bezug auf 
das ebene System Oxy mittels der Formeln: 

(7) QU^a^u, QV = b^u\ (>s = s' 

durdi die homogenen Koordinaten m', s' 
der Geraden im BüscJid (vgl. § 23, 2) dar.^) 



y'(<iA> 



w;s'(iL,v^) 




'«lA) 



^-x 



Fig. 186. 



§ 24. Lagebeziehungen zwiselien zwei oder drei Geraden oder Punkten. 

1* Identität zwischen den Gleichungen von zwei Geraden oder 
Punkten. In § 16, 6 wurden die Bedingungen für den Zusammen- 
fall von zwei Geraden angegeben. Wir wiederholen sie in homogenen 
Koordinaten mit anderer Bezeichnuug und mit Hinzufügung des 
dualen Satzes: 

Die beiden Geraden: \ Die beiden Punkte: 



« Ix;:: 



X^ == a^x + 6j_y + Ci f == 
2^ + b^y + c^t = 



(1') 



U^ = a^u + b^v + c^s = 
C/g == öt/w + b^v + Cg's = 



fallen immer dann und nur dann fallen immer dann und nur dann 
zusamtnen (haben oo^ Punkte ge- 1 zusammen (hohen cx>^ Gerade ge- 
mein), wenn eine Identität von der j mein), tvenn eine Identität von der 
Form besteht: i Form besteht: 

(2) • k,X, + l,X^^O. (2') X,ü, + k,U,^0. 

In dieser verschwindet keiner der beiden Faktoren A^, X^, wenn nicht 
alle Koeffizienten der einen der beiden Gleichungen (1) verschwinden. 



:»7 



» 
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§ 24, 2—3. 



3. Die Unterdeterminanten aus den Koeffizienten der Glei- 
chungen zweier Geraden oder Funkte. Da die Identität (2) mit 
den drei Gleichungen: 

(3) l^a^ + l^a^=^Oy ^161 + ^262 = 0, X^c^ + X^c^^O 

gleichbedeutend ist, so folgt auch (§ 16, (11)): 



Die beiden Geraden (1) fallen 
immer dann und nur dann zusammen, 
tvenn die Unterdeterminanten: 



(4) 



Xq 






to- 



a. 



'• d, 



hl 



'2 



«11 

I 



sämtlich verschwinden. 

Wenn die drei Unterdetermi- 
nanten (4) nicht alle verschwinden, 
haben die beiden Geraden (1) 
einen einzigen PunM gemein, 
dessen Koordinaten die drei Unter- 



Die beiden Punkte (1') fallen 
immer dann und nur dann zusammen, 
wenn die Unterdeterminanten: 



(4') 



b; 



I ^2 ^2 i ^2 



«1 



a« 



f ! 



^0 = 



«1 



a« 



h' 



sämtlich verschwinden. 

Wenn die drei Unterdetermi- 
nanten (4') nicht alle verschwinden, 
haben die beiden Punkte (1') eine 
bestimmte Vtrbhidungslinie, deren 
Koordinaten die drei Unterdetermi- 



determinanten Xq, y^, t^ sind (vgl. nanten Uq,Vq, Sq sind (vgl. %22,0'b)] 
§ 22, (15')), Anm. 2, U, (12)). 

3« Identität ^^) zwischen den Gleichungen von drei Geraden 
und drei Punkten. Nach § 18, 7 wird jede durch den Schnittpunkt 
der beiden Geraden X^ =0 und Xg = gehende dritte Gerade durch 
eine Gleichung von der Form X^ — /ttXg = dargestellt, wie auch 
umgekehrt jede durch eine solche Gleichung dargestellte dritte Ge- 
rade durch diesen Schnittpunkt geht. Bezeichnet man also die Glei- 
chung der dritten Geraden kurz mit X3 = 0, so muß nach (2) 
Ai(Xi — ftXg) -f A3X3 = sein. Aus der mit — A^/i = Ag sich er- 
gebenden Symmetrie der Bedingung folgt dann: 

Die drei Geraden: Die drei Punkte: 



(5) 



X^ = a^x + b^y -\- c^t = 
< X2 = a^x + \y + c^t = 
l Xo = a. 



(5-) 



üj = a^'u + \'v + c^'s = 

U^ = a^u + 62'^' + ^2^ = 
Og = ag'w -f ig'v -f Cg's = 



B-^fiOC + b^y + c^t = I 

haben immer dann und nur dann \ liegen immer dann und nur dann 
einen Punkt gemeint, wenn eine in einer Geraden, wenn eine Iden- 
Identität von de^' Form besteht: \ tität von der Form besteht: 

(6) X,X, + k,X, + X,X, = 0, 1(6') xjJ, + l,U, + XsU,-0. 



« 9 



§ 24, 4-5. 
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In dieser verschwindet nach § 24, 1 keiner der Faktoren A^, ^g; 
Ag, wenn nicht zwei von den drei Geraden (5) (Punkten (5')) zu- 
sammenfallen. 

4« Die Determinante aus den Koeffizienten der Gleichungen 
von drei Geraden oder Punkten. Da nach § 22, 1 die homogenen 
Koordinaten x, y, t niemals alle drei verschwinden, so ist dafür, daß 
den drei Gleichungen (5) überhaupt durch einen Punkt x, y, t ge- 
nügt werde, das Verschwinden der Determinante der Koeffizienten er- 
forderlich (Anm. 2, 11, 3): 



Die drei Geraden (5) gehen 
immer dann und nur dann durch 



Die drei Punkte ih') liegen 
immer dann und nur dann auf 



einen Pmikt, wenn die Determinante: einer Geraden, wenn die Determi- 
nante: 



(7) 



Z> = 



«1 


\ 


«J 


h 


«8 


\ 



'2 



verschwindet. 

Die Koordinaten des Schnitt- 
punktes sind nach (4): 

x\y :t=^ A^:B^: C^ 

(8) j ^A^'.B^'.C, 



(7') D' - 



a. 



a, 



2 






^1 

<^2 



a 



8 



^8 ^8 I 



verschwindet 

Die Koordinaten der Verbin- 
dungslinie sind nach (4'): 

!u: V : s = A^ : D^ : C^ 
= A; : B^ : C; 
— -^8 • -'-'8 • ^^8 y 

wo die großen Buchstaben die bei verschwindender Determinante D 
(jD') reihenweise proportionalen (Anm. 2, II, (10)) ünterdeterminanten 
der gleichnamigen Elemente von D (D') bedeuten. 
Da überdies die Identität (6) bedeutet, daß: 

K ^1 + ^2^2 + ^3«8 =*0, X^^ + ^2^2 + ^8*8 = ö; ^ ^1 + ^2^2 + ^8^8 = ^J 

80 haben die Faktoren A^, Aj, A3 in (6), (6') bei verschwindendem D 
{jy) die Werte (Anm. 2, II, (10)): 



(9) 



8 



1 * 2 * 8 — '^^1 * ^^^ * '^^ 

= (7i : Cg : Cg. 



(90 



Aj^ : A2 : A3 — -4j : JL^ : -Aj 
= B^ : Bg' : ^j' 



5« Das Dreieck von drei Geraden und drei Punkten. Wenn 
die Determinante D in (7) nicht verschwindet, so gibt es keinen 
Punkt, der auf allen drei Geraden (5) läge. Diese bilcJen dann die 
drei Seiten eines Dreiecks. Die alsdann nicht mehr proportionalen 
ünterdeterminanten von D in (8) bestimmen nach (4) die Koordi- 
naten der Eckpunkte des Dreiecks, nämlich: 
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(10) x^iy^it^^A^iB^iC^ 

Daher ist (§ 22, (3')) das von den drei Geraden (5) bestimmte Drei- 
eck mit dem von den drei Funkten (5') bestimmten Dreieck (Fig. 137) 
identisch, wenn die Elemente von D' die Unterdeterminanten von D: 

(11) «;-A, V--B., cl-Ci, »=-1,2,3, 

und damit (Anm. 1 , II, (5)) die ünterdeterminanten von D' bis auf 
den Faktor D die Elemente von D werden: 



Am 




(12) 






(h^A 



M^. 



44G 



Flg. 187. 



Die Koordinaten der Ecken eitles Drei- 
ecks verhalten sicli wie die Unterdetermi- 
nanten der Determinante aus den Koordi- 
naten der Seiten (Fig. 137) und umgekehrt 
die Koordinaten der Seiten wie die Ünter- 
determinanten der Determinante aus den 
Koordinaten der Ecken, 
6« Identität zwischen den Gleioliiingen von vier Geraden oder 

vier Funkten. Zwischen den linken Seiten der Gleichungen von 

vier Geraden: 

, g. iX^==^a^x + b^y + cJ = 0, X^ = a^x + b^y + c^t ^ 0, 
\ Xg «= a^x + b^y + c^t = 0, X^ = a^x + b^y + cj = 

besteht stets eine Identität von der Form: 

(14) k,X^ + k,X, + A3Z3 + A,X, « 0. 

Denn die Verhältnisse der Faktoren Aj, ^2? ^s? ^4 bestimmen sich 
aus den Gleichungen: 

«lA, + a^Ag + ajAj + a^A^ = 0, 

CjAj + C2A2 + C3A3 + ^4^4 ^*^ ^} 

nämlich (Anm. 2, III, (14)): 

(15) Ai :.A2 : As : A^ = I agftgC^ i : | a^b^c^^ , : \ a^b^c^ : | a^b^c^^ ! . 

Nach § 24, 3 ist keiner der vier Faktoren Null, falls keine drei der 
vier Geraden durch einen Punkt gehen. Über die Bedeutung der 
Faktoren A^ vgl. § 30, 11. 



§ 24, 7-9. 
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7. Endlicher oder unendlich ferner Schnittpunkt zweier Q-e- 
raden. Der Schnittpunkt (4) der beiden Geraden (1) ist endlich 
(Fig. 138 a) oder unendlich fem (§ 22, (6)), je nachdem 



to- 



a. 



a 



+ oder ist. 



2 



'2 



Im letztem Falle sind die Geraden selbst endlich und parallel (Fig. 1382)), 
wenn weder a^ und b^ noch a^ und ftg beide verschwinden. Ist aber 
«2 = 0, &2 = 0, so ist die zweite unendlich fern (Fig. 138c). 





<C) 



Die Verbindungslinie (4') der beiden Punkte (1') ist die unend- 
lich ferne Gerade Uq — 0, Vq=^ 0, wenn mit c^' = 0, c^ = beide 
Punkte unendlich fem sind (§ 22, (10)). 

8. Endlicher oder unendlich femer Schnittpunkt von drei 
Geraden. Je nachdem bei drei getrennten Geraden (5) die drei 
Unterdeterminanten C^, Cg, G, in (8) nicht oder sind, ist der 
gemeinsame Punkt endlich (Fig. 139 a) oder unendlich fem. Im letztem 
Falle sind alle drei Geraden parallel (Fig. 1396) oder zwei parallel 
und eine die unendlich ferne Gerade (Fig. 139 c). 

9. Endliche oder unendlich ferne Ecken eines Dreiecks.^^) 

Die Ecken (10) des Dreiecks der drei Geraden (5) sind alle drei 
endlich (Fig. 140a) für C^ + 0, Cg + 0, 
C3 + 0. Dagegen ist eine Ecke un- 
endlich fern (Fig. 140 &), wenn etwa 
(7g = und zwei Ecken unendlich fem 
(Fig. 140c), wenn Cs, = und Cg-O. 
Im letzteren Falle muß wegen: 

C, =«263 — 6203 + 
— Cg = 63«! — agfei ==0 
+ Cg «&2«i — ^2h = 
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(16) 



notwendig a^ ^ 0, 6^ = 0, also die eine der drei Geraden selbst un- 
endlich fern sein. 

10« Durehsohnitt eines Strahlbüschels mit einer Geraden. 
Sind: 

die Gleichungen der Grundstrahlen e^, e^ eines Büschels, so ist nach 

§ 22, (23) : 

(17) X,-ilX, = 

die Gleichung des laufenden Strahles p des Büschels. Ist nun eine 
Gerade ^q, die nicht durch das Zentrum des Büschels geht (Fig. 141), 

durch die Gleichung: 

(18) UqX + v^y + 5o< = 

gegeben, so sind nach § 22, (14') die Gleichungen 
ihrer Schnittpunkte E^, E^ mit den Geraden (16) 
in laufenden Linienkoordinaten u, Vy s: 




(19) 



Fig. 141. 



y 


, M 


V 


s 


ü,- 


"l 


»1 


«1 




«0 


^0 


«0 




U 

1 


V 


s 


£4 = 


'«2 


*2 


Si 


\ 


' % 


«^0 


«0 



= 0, 



= 0, 



und ist die Gleichung ihres Schnittpunktes P mit der Geraden (17): 

\ U V s i 



% — f-^ ^1 "~ /"^^2 ^1 — i^^2 



= 0. 



Ur 



Vr 



"0 ^0 "^0 

oder in den Abkürzungen (19) geschrieben (Anm. 1,11,(6)): 

(20) ü^ - f* f^2 = 0. 

Eine zu dem Strahlbüschel (17) Perspektive Ptinktreihe hat also 
die Gleichung (20); ein Strahl des Büschels und ein Funkt der Reihe, 
die einander entsprechen, haben in beiden Gleichungen denseUmi Para- 
meter (i. 

Daher besteht nach § 18, 9 und § 20, 6 auch zwischen den Doppel- 
verhältnissen von vier entsprechenden Elementen, p^j p^, p^y p^ einer- 
seits und Pj, Pg, P3, P4 anderseits, die Gleichheit: 

(21) iPtP,PzPd = iPiP2PzP.), 
wie bereits § 5, (3) gefunden wurde.^^) 



§ 25, 1-2. 
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V. Kapitel. 

Das Dreieck und das Viereck. 

§ 25. Die Transversalensätze. 

1. Gleichungen der Seiten und Ecken des Dreiecks. Die Glei- 
chungen der drei Seiten e^, e^, e^ und der drei Ecken E^, E^, E^ 
eines Dreiecks (vgl § 24, 5) seien in 
laufenden Punktkoordinaten x, y, t und 
laufenden Linienkoordinaten Uy v, s be- 
züglich : 

X^ = a^x + b^y + c^t =^ 

(1) X^ = a^x + \y + c^t^O 

üi == A^u + B^v + CjS = 
(1') U^ = A^u + B^v + C^s^O 

ü^ « A^U + B^V + C^S = 0. Fig. 142. 

Die Determinante D=\a^b2C^\ wird von verschieden voraus- 
gesetzt. Wir nehmen den Koordinatenanfangspunkt im Inneren 
des Dreiecks gelegen an und richten die Seiten nach § 17, 1. Die 
innere Winkelfläche im Sinne von § 18, 4 ist dann an jeder Ecke 
die den „Außenwinkel" bedeckende (in Fig. 142 schraffierte) Fläche. 
Zur Abkürzung sei endlich gesetzt: 

(2) X, = €. Va^ + 6.^ £. sign c., i = 1, 2, 3. 

3« Transversalen und Teilpunkte. 




Drei beliebige durch die drei 
Ecken gezogene Transversalen f^, 
^, ^i (Fig. 143 a) mögen die Winkel 



Drei beliebige auf den drei Seiten 
angenommene Teilpunkte T^jT^y Tg 
(Fig. 143 b) mögen die Seiten des 





Fig. 143 a. 



Fig. 143 b. 
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der gerichteten 8eiten in den Sinus- 
yerhältnissen ^1,^^,^ teilen^ so daß: 



(3) 



Bin e, t^ _ - 
sine.*, ^' 



■'S*! 



sine, tj ^ ^ 
sin «1 f, * ' 



sin e^ f, 



= A,. 



Die Gleichungen der drei Trans- 
versalen lauten dann nach § 18^ 4: 

(4) X3-/i,X, = 0, 

1X1 — ^3X2 = 0, 



Dreiecks in den Streckenverhält- 
nissen kl, X^, A3 teilen, so daß: 



(3-) 












— ^i) 



Die Oleichungen der drei Teilpunkte 
lauten dann nach § 20, 1 : 

(4') \ü,-ii,U,^0, 



wo: 



(5) 



2 5 8 1 

f^l ^ TT '^1? f*2 "^ y ^99 



f*8 ~ X ^* 



wo: 
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^ 






^ 






3« Notwendige Bedingung für drei Transversalen durch einen 
Funkt. Wenn die drei Transversalen (4) alle durch einen gegebenen 
Punkt Pq = Xqj y^y t^ gehen, so ist nach (4): 

(6) X,«-^iX8»-0, XgO-^gXjO^O, V-^X,<»=0, 

WO Xj®, Xg®, Xg*^ die für den Punkt Pq gebildeten Ausdrücke Xj, 
Xg, Xj sind. Die drei Parameter haben also die Werte (§18,(19)): 

(7) fi^ =-= X^^ : X3 , ftg =» X3 : Xi®, ft3 = XjL® : Xg® 
und genügen somit der Bedingung: 

(8) /X,^2/l3 = l. 

4. Hinreichende Bedingung für drei Transversalen durch einen 
Punkt. Wenn umgekehrt die Parameter der Gleichungen (4) die Be- 
dingung (8) erfüllen, und wir setzen, unter Xg® eine beliebige Kon- 
stante verstehend: 



^s^^i = ^2 y 



l^i 



= X® 



WO Xg®, Xj® zwei weitere durch ^j, ftg, Xj^ bestimmte Eonstanten 
sind, so erhalten wir mit Benutzung von (8) für die drei Parameter: 

(9) ,ti = X,«:X30, ^j = X3» : Xi", ^3 = 1 : /.j^, = X,«: X,« 

Andererseits gibt es stets einen bestimmten Punkt x, y, t, der 

den Gleichungen: 

(10) Xi : X, : X, = X^« : X,» : X,« 

genügt, nämlich (Anm. 2, II, 2) den Punkt: 



§ 26, 5. 
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C^Xi + CgXj + C3X3 . 

Dieser genügt aber nach (10) den drei Gleichungen (4), deren Para- 
meter die Werte (9) haben. Daher gehen die drei Transversalen (4) 
durch diesen Punkt. 

5. Die Transversalensätze. Indem wir die Besultate yon § 2b, 3 
und 4 zusammenfassen, können wir den gefundeneu, sowie den dualen 
Satz in folgenden beiden Formen aussprechen: 

I. Die drei Transversalen: ' T. Die drei Teilpunkte: 



Ut - ftg ?7i = 0, 
^1 — f*8 ^t = 



(11) \x,-^,x,^o, '(ir) 

des Dreiecks X^ = 0, X^ = 0, X3 = 1 des Dreiecks U^ =0, i/j = 0, C/^ = 
(vgl. § 25, (1)) </eÄew immer dann ! (vgl. § 25, (1')) liegen immer dann 
und nur dann durch einen Funkt, und nur dann auf einer Geraden, 

wenn: \wenn: 

(12) 11,(1^(1^ == 1. j ^12^) ^^^^^^ = 1. 

n. Die drei Transversalen (11) | 11'. Die drei Teilpunkte (IT) 
gehen immer dann und nur dann liegen immer dann und nur dann 
durch einen Punkt Pq = Xq, ^q, tQ, auf einer Geraden Pq = %, v^, Sq, 
wenn ftj, ftg? fs ^'^^ ^^^ Kon- wenn fi^, ^^^ fi^ von drei Konstanten 
stantm X^\ X^^ X3O in der Weise: ü^\ U^"", L\^ in der Weise: 



(13) 









/*1 



^2 



_x/ 

^3 - x,o 



(130 






f*s = 






abhängen, ZwiscJwn den Kon- abhängen, Ztvischen den Kon- 
stanten und dem Punkte bestehen stanten und der Geraden bestehen 



die Gleichungen: 

(140 A,u^ + B,v, + C,s^^qU,^, 



die Gleichungen: 

(14) a,x^ + b,y^ + c,t^ = q X.^ 

wo i = 1, 2, 3 und q ein Proportionalitätsfaktor ist. 
Da nach (5) und (5') stets 

(15) ^lf*2^8 = ^l^'^8 

ist, so lauten die Sätze I und Y unabhängig vom Koordinatensystem.^) 

III. Drei Transversalen t^, t^y t^ IIF. Drei Teilpunkte T^, Tg, Tg 

des Dreiecks e^e^e^ (Fig. 144:Si) gehen des Dreiecks E^E^E^ (Fig. 144b) 

immer dann und nur dann durch liegen immer dann und nur dann 
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einen Punkt, wenn: 

.^n\ sine,*! sin^jf, sme^l 
^ ^ Binejfj sinei^j sine^i 



= 1. 




auf einer Geraden, wenn: 



TP T* TP nn TP T* 

/'1ß'> -*Ai :r«/» ^i^J 
^^^^ E^f^ ' E^T^ ' E^t 



= 1. 




Fig. 144 a. 



Fig. 144 b. 



Bei (16) kommt es auch auf die Richtung der Seiten nicht mehr an^ 
da bei Umkehr der in § 25, 1 festgesetzten Richtung einer Seite 
immer zwei von den drei Quotienten auf der linken Seite von (16) 
ihr Vorzeichen ändern (vgl. § 4, 6). 

6. Die Halbierungslinien der Dreieokswinkel und die Mittel- 
punkte der Dreieoksseiten. Die Halbierungslinien der drei innern 
Dreieckswinkel (der äußern Halbierungslinien der Seitenpaare im 




(^r-VT, 



/ 



^ 



/^ 




%0.^-l) 



Fig. 145 b. 



Sinne von § 18, 6") entsprechen den Werten ^1^ = 1, ^1^=1, ^5=1, 
die Halbierungslinien der drei Außenwinkel des Dreiecks (innere im 
Sinne von § 18, Ci den Werten Xi' = — 1, V = — ^f V^ — 1 ^^ 
Teilungsverhältnisses (^Fig. 145 a\ Da somit: 



X|A^X3 — 1, ^^^3 



1, Aj^j ^^ — Ij ^s^ ^ — 1? 



so folgt aus (^16"^: 

Die Salbieru$^imen der drei ItMeHfrinkel des Dreiecks gehen 



§ 26, 7—8. 
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durch einen Punkt. . Die Hdlhierm^slinien zweier Außenwinkel und 
des gegenüberliegenden Innenwinkels gehen durch einen Punkt. 
Die dualen Sätze lauten nach (16') (vgl. § 20, 2): 
Die drei äußern Halbierungspunkte d. h. die drei unendlich fernen 
Punkte der Seiten liegen auf einer Geraden, der unendlich fernen. 
Die innern Halbierungspunkte d. h. die Mittelpunkte zweier Seiten 
und der unendlich ferne Punkt der dritten liegen in einer Geraden: 
die Verbindungslinie der Mittelpunkte» zweier Seiten ist der dritten Seite 
parallel (Fig. 145b; § 22, 6). 

7. Die Höhen des Dreiecks. Soll die Transversale: 

auf der Seite: 

X^ == a^x + bj^y + cj = 

senkrecht stehen (eine Höhe sein), so muß nach § 18, (6): 

sein. Die Parameter itt^, ^y fXg der in Form (11) dargestellten drei 
Höhen sind somit: 

<*1 «2 + ^l ^Ä 



(IT) 



/*i = 



«1 «8 + ^ h 



H 



«2 «8 + ^8 \ 
«2 «1 + ^2 &1 ' 



^ «3 «1 + &8 ^1 
^ «8 «2 + ^8 ^2 ' 



und genügen daher der Bedingung (12): 

f^if^2^8 = 1- 

Die drei Hohen des Dreiecks gehen durch einen Punkt.^^) 

8. Übergang von den Transversalen auf die Teilpunkte. Seien 
jetzt Tj, Tg? ^3 ^i® Schnittpunkte von drei Transversalen t^, t^, t^ 
mit den Gegenseiten. Wir bezeichnen mit 
«ij «2? ^8 ^^® absoluten Größen der drei 
Innenwinkel des Dreiecks (Fig. 146). Drehen 
wir dann einen Augenblick die in § 25, 1 
festgesetzte Richtung der Seite ^g in die 
entgegengesetzte (der eingeklammerten Pfeil- 
spitze in Fig. 146 entsprechende) Richtung 
um, so ist nach § 5, (1): 



U.T, 



sincfg Bine^t^ 




J&g Ti sin ofg sin e^ t^ 

Für die ursprüngliche Richtung von Cg wird daher: 

J^gTi sinofg singj^i 



Fig. 146. 



und ebenso: 



sin a^ sin e^ t^ 
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E^ r, sin ff, 


sin^jf, 

• 

sine,*, ' 


E^T^ sin«, 
E^T^ ^ sint^i 


sin e, t, 
sin gj f j 



Sinrf rfaÄer T^, T^, T^ die Schnittpunkte 
dreier beliebigen Transverseden t^y t^, t^ mit 
den gegenüberliegenden Seiten (Fig. 147), so ist: 

TP rwi t' T* TP T* 

Ajii f^i - fci^ g 



Fig. 147. 



(18) 



sin e, t^ sin e^ f. 



singjtj 



sine|fj 



sin e^ t^ sin e^ t^ 



9. Zweite Form der TranByersalensätze. Danach können wir 
den Sätzen in § 25, 5, III und III' auch folgende Form geben: 



IV. Drei Transverseden des Drei- 
ecks E^E^Eq gehen immer dann 
und mir dann durch einen Funkt 




IV'. Drei Teilpunkte des Dreiecks 
e^e^e^ liegen immer dann und nur 
dann auf einer Geraden (Fig. 148 b), 




Fiff. 148 a. 



(Fig. 148 a), wenn ihre Schnittpunkte 
T^y T^j T3 mit den Gegenseiten der 
Bedingung genügen: 



Fig. 148 b. 



(19) 



T* T^ TP T^ TP T* 

■^t^i , fvi« . :^iji» = _ 1 

TPT^*TPT''lP'V 
■'^i^l ■'^l^i ^i^^ 



ivenn ihre Verbindungslinien t^, t^^ 
4 mit den Gegenecken der Bedingung 
genügen: 

sin ßg <i sin e, t^ sin e^ t^ 



(19') 



sin ßg <j sin e^ t^ sin e^ t^ 



= -L 



Da aber die Teilpunkte Tj, Tg? ^s i^ ^^ wieder durch die Glei- 
chungen (11') dargestellt werden können, wo ft^, fig? ftg die Bedeutung 
(5'), (3') haben, so stellen sich neben die Sätze I und I' die weiteren: 
V. Die Verbindungslinien der V. Die Schnittpunkte der drei 
drei Teilpunkte: Transversalefi: 



(20) 



Us — {iiü^ = 0, 
U, - ^3 U, = 



(20') 



^1 — f^s^s^'O. 



§ 25, 10—11. 
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auf den Seiten des Dreiecks U^ ^ 0^ 
J7j =« 0, U^ = mit den Gegenecken 
gehen immer dann und nur dann 
durch einen Punkt, wenn: 

(21) fij^,ft3 = -l. 



durch die Ecken des Dreieckes X^ = 0, 
^2 =« 0, Xj = mit den Gegenseiten 
liegen immer dann und nur dann 
auf einer Geraden, wenn: 

(21') /i^/ijftj = - 1. 



^v-^>? 



T,(k^-'iß 



10. Verbindungslinieii der Seitenmittelpunkte mit den Ecken. 

Da die Mittelpunkte T^, T^, T^ der drei Seiten (Fig. 149) diese im 
Verhältnis A^ = Ag = iLg = — 1 teilen (vgl.§ 3, 3), 
so folgt aus (19) unmittelbar: 

Die Verbindungslinien der Mittelpunkte 
der drei Seiten eines Dreiecks mit den Gegen- 
ecken gehen durch einen Funkt 

11. Neuer Übergang von den Trans- 
versalen auf die Teilpunkte. Die durch 
die Ecke E^^ gehende Transversale: 

(§18,(14) mit — fti für ft) schneidet die Gegenseite: 

in einem Punkte, dessen Gleichung nach § 22, (14') lautet: 

\ U V s 1 




Fig. 149. 



ö^a + ftlös ^2 + ^^1*8 ^2 + /*1^8 



= 



a. 



\ 



oder mit Benutzung der Abkürzungen in (1'): 

U, - fti 0, = 0. 

In gleicher Weise folgt allgemein: 



Die Transversalen: 



(22) 



fXg + /tiX, = 0, 
Xj + (tj Xi = 0, 
Xi + ^8Xg = 



sehneiden die Gegenseiten in den 
Punkten: 



Die Verbindungslinien der Teil- 
punkte: 

( f^2 + /*> ^8 = 0, 

(22') Ü3 + /*, Oi = 0, 



(23) 



i\ - - r/, = 0. 



mit den L 
chungen: 


regenseiten haben die Glei- 


(23') ■ 






x,--^x, = o. 



f*8 
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12. Neue Form der Sätze 8 25,9, V und V'. 

Die drei Geraden (23') gehen \ Die drei Punkte (23) liegen 
nach § 25, 6, II durch einen Punkt nach § 25, 5, IF auf einer Geraden 
^o> %? hy wöDn mit drei Kon- ; Uqj Vq, Sq, wenn mit drei Kon- 



stanten Xi®, Xg®, Xg®: 



stauten ü^^, U^^, ü^^: 



(24) 1==^;, i-= 



X, 



^, X3O' fi, X/^ ,1, x/ 

und zwischen Punkt und Kon- 
stanten die Gleichungen (14) be- 
stehen. 

Wir erhalten daher die Sätze: 
VI. Die Verbindungslinien der 
drei TeilpunJcte: 

ü, + li2U, = 0, 

l f/i + f*3 C^2 = 

auf den Seiten e^, e^y e^ mit den 
Gegenecken JB^, JBg, E^ gehen durch 
einen Funkt, wenn die Parameter- 

P'if ^2 9 1^3 ^^^ ^^^^ Konstanten X^®, 
Xg®, Xg® m der Weise abhängen: 

X/ 

x/' 



r94'^ 1=^^' L^El i__^' 

und zwischen Gerader und Kon- 
stanten die Gleichungen (14') be- 
stehen. 



(25) 



(25') 



(26) 11,^^" 



X, 






Die Koordinaten des gemeinsamen 
Punktes stehen wie in (14) mit den 
drei Konstanten in der Beziehung: 



(27) 



\(^i^o + hyo + ¥o = QXi''7 



\ 



i = 1, 2, 3. 



Vr. Die Schnittpunkte der drei 
Transversalen: 

Xg + 11*1X3 = 0, 

Xj + ^3X2 = 

durch die Ecken E^, E^, E^ mit 
den Seiten e^y e^, e^ liegen auf einer 
Geraden, wenn die Parameter il^, 
fi^y /Z3 von drei Konstanten U^^, 
U^^, U^^ in der Weise abhängen: 

CT/' 



(26') .a, 






Die Koordinaten der gemeinsamen 
Geraden stehen mit den drei Kon- 
stanten in der Beziehung: 

i = 1, 2, 3. 
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Die Sätze VI und VI' enthalten mit umgekehrten Vorzeichen der 
drei Parameter wieder die Sätze V und V, gehen aber insofern über 
diese hinaus, als sie in (27) und (27') die Bestimmung des Punktes 
Xqj y^, t^ und der Geraden Uq, v^, Sq aus den Parametern ft^, ^g, /Ltg er- 
möglichen. 

§ 26. Harmonikale und Harmonikaipunkt. 

1. Begriff der Harmonikale und des Harmonikalpunktes. 



Sei Po = Xq, i/o, ^0 ein ge- 
gebener Punkt. Sind dann: 



Sei Pq = Uq,Vq, Sq eine gegebene 
Gerade. Sind dann: 



§ 26, 1. 
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(1) ' Xj — /i^^i = 0, 

wie in § 25, 6^ II die Gleichungen 
seiner Verbindungslinien t^, t^^ t^ 
mit den Ecken des Dreiecks, so ist: 

j^ J^ J^ 

( J) fi^ = j^'o , fig = ^5 , f*3 = j^ > 

9 1 Z 



f^l — /*S ^2 = Ö? 

Wie in § 25, 5, 11' die Gleichungen 
ihrer Schnittpunkte T^, Tg, Tj mit 
den Seiten des Dreiecks, so ist: 

rr rr r r o 

/rt/\ *-'2 '-'s y\_ 



worin mit einem Faktor 9, auf den es für die Quotienten nicht an- 
kommt: 



(3) 



i = 1, 2, 3 



(3') 




Fig. 150 a. 

Die vierten harmonischen Strah- 
len t^, ^2', t^ (Fig. 150 a) in 
den Ecken JE^, E^, E^ bezüg- 
lich zu ^2, ^3, ^1, zu ^3, ^j, ^2 

und zu e^y e^, t^ sind nach 
§ 18, (27): 

(4) X3 + ^2^i = 0, "" 

Xi + ftjX^ = 0. 

Damit die Schnittpunkte 2\', 
T2', T^ dieser drei Strahlen t^, t^j 
t^ mit den Gegenseiten e^, eg, ^g 

auf einer Geraden 2^0 ^ %? ^0? ^0 
liegen, müssen nach § 25, 12, VI' 

die Parameter fi^, ftg? /^s ^^^ ^^^^ 
Konstanten TJ^, U^^, U^^ in der 

Staude, analyt. GeoMetrie. 



i== 1,2,3. 

Die vierten harmonischen 
Punkte T/, Tg', Tg' (Fig. 150b) 
auf den Seiten e^, e^^ e^ be- 
züglich zu E^j E^y Tj zu 
J?g, i^i, Tg und zu E^j E^, 
T3 sind nun nach § 20, (15): 

£^2 + ^1 £^3 = 0, 

(4') \ü, + ^,ü,^0, 

^1+ ^3^2=0. 



y^i 



y 



Po 




Fig. 150 b. 

Damit die Verbindungslinien 
K\ ^ii K dieser drei Punkte T/, 
Tg', T3' mit den Gegenecken E^j 
£'2, E^ durch einen Punkt T^ = x^y 
y^j Iq gehen, müssen nach § 25, 
12, VI die Parameter ^j, /«g? f^s 
von drei Konstanten X^®, X^®, X3® 

8 
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Weise abhängen: 



U^ 



u •* 

(O) f^i= jj by f*2 "^ jf ö 7 ^8 






und zugleich für die Gerade Mq, Vg, 
$0 die Gleichungen: 

(6) 



i = 1, 2, 3, 



bestehen. 

Das erstere ist aber nach (2) 
der Fall; man hat nur zu setzen: 



(7) 



Dl» 



^. 



' ü-o- ' 



0? 



'2 



x,»> 



C/.« = 



X»" 



Setzt man hier für C/,.® die Werte 
(6), so erhält man durch Auflösung 
(Anm. 2, II, 2) nach den Verhält- 
nissen von Mo, Vq, Sq (vgl. § 24, (12)): 



(8) 



ff«, 


= 


«1 


+ 




+ 




ffVo 




6i 
X," 




X,« 


+ 


b, 

X,'' 


ff So 




«1 

X/ 


+ 




+ 





in der Weise abhängen: 

v^ ^ ^1 — x^' ^ — X ®' ^' X'^ 

und zugleich für den Punkt ä^q, 
t/o, ^0 <iiö Gleichungen: 

i = 1,2,3, 
bestehen. 

Das erstere ist aber nach (2') 
der Fall; man hat nur zu setzen: 



(60 



(70 



Y _^_ Y ?_ 

^1 — ^^07 ^ ~'J7/' 



Y ^ 

8 — U^ö 



Setzt man hier für X^® die Werte 
(6'), so erhält man durch Auf- 
lösung (Anm. 2, II, 2) nach den 
Verhältnissen von Xq, j/q, t^: 



(80 



1 I "^^ I s 



p. 



K. 



-^1 I -^S I 



'8 

5. 



tffc 












U,' 



Man gewinnt also die Sätze ®^): 

Verbindet man (Fig. 150 a) einen 

gegebenen Punkt Pq mi^efen drei 

Ecken E^,E^, E^ des Dreiecks durch 

die Geraden t^,t^,t^ und konstruiert 



Schneidet man (Fig. 150b) eine 
gegebene Gerade p^ mit den drei 
Seiten e^j e^, e^ des Dreiecks in den 
Punkten I\, T,, T^ und konstruiert 



in jeder Ecke den vierten harmo- auf jeder Seite den vierten harmo- 
nischen Strahl t^, ^', tj', 50 schnei- nischen Punkt T^', T^, T^\ so gehen 
den diese Strahlen die Gegenseiten | die Verbindungslinien t^\ t^, t^ dieser 



in drei Punkten T^\ Tg', Tg', die 
in einer Geraden Pq liegen. 

Die mittels (8) durch P^ be- 
stimmte Gerade p^ heißt die Har- 
monikale des Punktes Pq. 



Punkte mit den Gegenecken durch 



einen Punkt Pq. 



Der mittels (8') durch p^ be- 
stimmte Punkt Pq heißt der Har- 



monikalpunkt der Geraden Pq. 
3« Die Beziprozität von Harmonikale und Harmonikalpunkt. 

Da die beiden Gleichungssysteme (7) und (7'), mit Rücksicht auf (3), 
(3'), (6), (6^) identisch sind und je den Punkt Pq ^ Xq, j/q, tQ und die 
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Gerade m^, t?o, ^o wechselseitig eindeutig durcheinander ausdrücken, 
so folgt, daß die Harmonikale p^ eines beliebigen Punktes P^ diesen 
als Harmonikaipunkt und der Harmonikaipunkt einer beliebigen Ge- 
raden diese als Harmonikale hat. 

Je ein Punkt und eine Gerade der Ebene entsprechen sich als 
Harmonikälpunkt und Harmonikale in bejsug auf ein Dreieck wechsel- 
seitig eindeutig. 

Zwischen den Koordinaten Xq, y^, t^ und Wq, v^j Sq beider be- 
stehen nach (7) und (7'), da es überall nur auf die Verhältnisse der 
IL^ und der TJ^ ankommt, die Gleichungen: 

(Q\ YO-XO-X® L.JL.JL. 

18 8 

Auch ergibt sich durch Addition der mit x, y, t multiplizierten Glei- 
chungen (8) und durch Addition der mit u, v, s multiplizierten Glei- 
chungen (80 bezüglich (vgl. § 22, (4); (4')): 



Die Gleichung der Harmonikcde 
des Punktes Xq, y^, t^ lautet in 
laufenden Koordinaten x, y, t: 

(10) |-o + fo + |o = 0. 



Die Gleichung des Harmonikai- 
punktes der Geraden Uq, Vq, Sq laufet 
in Icmf enden Koordinaten u, v, s: 



3« Eonstruktion der Harmonikale oder des Harmonikalpunktes. 
Indem wir in Fig. 151 zunächst Fig. 150a wiederholen, fügen wir 
weitere Elemente hinzu. Seien T^, T^, T^ die Schnittpunkte der 
Transversalen t^y t^, t^ in (1) mit den Gegenseiten. Dann genügt der 
Gleichung: 

-^1 -^« -^8 

der Punkt T^ als Schnittpunkt der Geraden: 

X^^O und ^,-A==o 

und der Punkt T^ als Schnittpunkt der Geraden: 

^3 = und ^«-^0=0. 
Die drei Gleichunsren: 



(11) 



j5l J- ^ 4- ^« i= ^1 _ "^^ 4- :??- = 

Xi* "^ X,o "^ Xa" ' Xj« X,« "^ X/ ' 

-^1 I "^2 -^8 A 

1 ^8 -^8 



stellen daher die Verbindungslinien r^ =^T^T^, r^=^ T^ Ti, r^= T^ T^ dar. 

8* 
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Die Linie r^ geht aber, wie ihre Gleichung (11) zeigt durch den 
Schnittpunkt 3\' der Geraden (vgl. (4)): 

X,^0 und ^^ + A = o, 
d. h. e^ und t^^] ebenso geht r^ durch T^' und r^ durch T^'. 



U. 



: I 



Po 



4/ 



>1 



X 







Fig. 151. 



Man erhält daher bei Hinzunahme der dualen Betrachtung 
folgende^®) 

Konstruktion der Harmonikale bei Konstruktion des Harmonikalpunktes 

gegebenem Harmonikalpimkt Ist Pq bei gegebener Harmonikale. Ist p^ 

gegeben, so schneidet man die gegeben, so verbindet man die 

Seiten e^, e^, e^ mit den Transver- Ecken E^, E^, E^ mit den Schnitt- 

salen t^^, t^, t^ durch P^ in 2^, TjhP^^'^*®^ ^i' ^2» ^s' ^"^ Po durch 
Tg und schneidet ferner mit den ! t^j t^, t^ und verbindet ferner die 
Verbindungslinien r^ = T^T^j r^ = Schnittpunkte Jt^= t^' X t^y B^ = 
^8^1? ^8 = ^1^2 <ii® Seiten e^, 6^, j ^3' X ^/, E5 = ^^ X /^' mit den 
^3 in T/, T/, Tg'. Dann ist Pq= Ecken j^i, E^y E^ durch ^j, ^2, ^g. 



T^T^'T^ die Harmonikale. Zu- 
gleich sind t^ = JSi T/, ^2' = JS;^ Tg', 
t^. = JSg Tg' die vierten harmonischen 



Dann ist Pq = t^Xt^X t^ der 
Harmonikaipunkt. Zugleich sind 
jfj = 6j X t^y ^2 = ^2 ^ «8? -'s "^ 



§ 26, 3. § 27, 1—2. 
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^^ hy ^7 h ^^^ ^^^ betreffenden 1 63 X ^3 die vierten harmonischen 
Seitenpaaren. zu T^', T^, T^ und den betreffen- 

den Ecken. 
Beide Konstruktionen sind in derselben Fig. 151 dargestellt. 



§ 27. Das vollständige Viereck and Vierseit 

1. Begriff des vollständigen Vierecks oder Vierseits^^). 

Ein vollständiges Viereck ist Ein vollständiges Vierseit ist 
durch vier beliebige Punkte 1, 2, »^, durch vier beliebige Gerade 1, 2, 
4, seine Ecken, gegeben (Fig. 152 a). ' 3, 4, seine 56^^611, gegeben (Fig. 152 b). 

Es hat sechs Ecken, 
die Schnittpunkte: 




23 



? 



31, 
24. 



12 



n^i^ 



Es hat sechs Seiten, 
die Verbindungslinien: 

23, 31, 12, 

14 24, 34 

je zweier der vier Ecken. 
Je zwei dieser sechs Seiten, 
die zusammen alle vier 
Ecken enthalten, heißen 
Gegenseiten. 

Es hat drei Neben- 
ecken, die Schnittpunkte: 

23,14; 81,24; 12,34 
je zweier Gegenseiten. 



14, 24, 34 

je zweier der vier Seiten. 
Je zwei dieser sechs Ecken, 
die zusammen alle vier 
Seiten enthalten, heißen 
Gegenecken, 

Es hat drei Neben- 
seiten (Diagonalen), die 




Fig. 152 b. 



Verbindungslinien : 

23,14; 31,24; 12,34 

je zweier öegenecken. 

2. Gleichungen der Scken oder Seiten und ihre Normierung. 
Indem wir entweder: 



118 § 27, 3-4. 

Ui = a^u + 6,«* + c^s oder ü^ = a^a; + i^y + (?,.<, 

i = l,2, 3, 4, setzen^ denken wir uns die vier Ecken des Vierecks 
oder die vier Seiten des Vierseits durch die gleichbezeichneten Glei- 
chungen : 

gegeben. Sie sind nach § 24, 6 durch eine Identität von der Form: 
verknüpft. Setzen wir daher: 

Aj Ui = Vif Ag 0/2= Fg, A3 C/g = F3, A^ C/4 = F4, 

so werden die Gleichungen der vier gegebenen Elemente: 

(1) r,^0, F, = 0, F, = 0, F, = 0, 

und besteht zwischen den linken Seiten dieser Gleichungen die 
Identität: 

(2) r, + r, + r,+ v, = o. 

Bei der doppelten Bedeutung der Gleichungen (1) als Gleichungen 
von Punkten und Geraden gestatten auch die an sie angeknüpften 
Betrachtungen eine doppelte Auslegung für Viereck und Vierseit mit 
Vertauschung der Worte PiMikt und Gerade, Verbindungslinie und 
Schnittpunkt. Wir sprechen die Entwicklung nur für das Viereck 
aus, stellen aber die gefundenen Sätze für Viereck und Vierseit 
gegenüber. ^^) 

3. Die Gleichungen der drei Nebeneoken oder Nebenseiten. 
Die beiden Gleichungen: 

F3 + F3 = und F, + F, = 

stellen nach (2) denselben Punkt dar (vgl. § 24, (2')). Dieser Punkt 
liegt, wie nach § 24, (6') die eine Form der Gleichung zeigt, mit den 
Punkten 2 und 3 in (1) und, wie die andere Form zeigt, mit den 
Punkten 1 und 4 in einer Geraden. Die Gleichung stellt daher den 
Schnittpunkt der Geraden 2 3 und 1 4 dar. So gilt überhaupt: 

Die Gleichungen der drei Nebenecken des Vierecks (Nebenseiten des 
Vierseits) sind, je in doppelter Form: 



(3) 



n+F,-0, F, + F, = 0, 

n+^i = 0, F,+ F, = 0, 

yi+y^- 0, Fs + F, = 0. 

4. Harmouisohe Funkte auf den Seiten des Vierecks (Strahlen 
an den Ecken des Vierseits). Auf jeder der sechs Seiten des Vierecks 



(23,14 

31,24 

112,34 



§ 27, 6. 
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liegen zwei Ecken und eine Nebenecke (Fig. 152 a und zur dualen Be- 
trachtung Fig. 152b), z. B. auf der Seite 2 3: 

n = 0, F3 = 0, r,+ y, = oder F^ + F, = 0. 
Der vierte harmonische Punkt zu diesen drei Punkten ist nach 
§ 20, (15): 

(4) v,-r, = o. 

Da nun nach (2) identisch: 

so liegt nach § 24, (6') dieser vierte harmonische Punkt mit den 
Nebenecken 31,24 und 12,34 (vgl. §27,(3)) in gerader Linie. So 
folgt allgemein: 

I. Auf jeder Seite des voUstän- \ Y. In jeder Ecke des vollstän- 
digen Vierecks bilden die auf ihr ' digen Vierseits bildeti die durch sie 
liegenden Ecken, die auf ihr liegetide ' gehenden Seiten, die durch sie gehende 
Nebenecke und der Schnittpunkt I Nebenseite und die Verbindungslinie 
mit der Verbindungslinie der beiden ' mit dem Schnittpunkte der beiden 
andern Nebenecken vier harmonische andern Nebenseiten vier harmonische 
Punkte. Strahlen. 

5. Konstruktion des vierten harmonischen Elementes zu drei 
gegebenen.®^) Aus diesen Sätzen ergeben sich folgende linearen 
(allein mit dem Lineal auszuführenden) Konstruktionen des vierten 
harmonischen Elementes, wenn drei Elemente gegeben sind: 

Auf einer Geraden sind drei ! An einem Punkte sind drei 
Punkte/, J7,///gegeben(Fig.l53a). I Strahlen J, II, III gegeben 






Kj(3J,W 




Fig. 15Sa. 



^•. 6(J2,3k) 



Wir nehmen einen beliebigen Punkt 
1 und auf der Verbindungslinie 
1 III einen beliebigen Punkt 4 an. 



(Fig. 153 b). Wir nehmen eine be- 
liebige Gerade 1 und an dem Schnitt- 
punkt 1 X III einen beliebigen 
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Der Schnittpunkt der Verbindungs- 
linien / 1 und II 4 sei 5, der der 
Verbindungslinien 1 4 und // 1 



Strahl 4 an. Die Verbindungs- 
linie der Schnittpunkte / X 1 und 
11x4 sei 5, die der Schnittpunkte 




Fig. 158 b. 



sei 6. Der Schnittpunkt der Ver- 



1x4 und // X 1 sei 6. Die 



bindungslinie 56 mit der gegebenen Verbindungslinie des Schnittpunktes 
Geraden ist der gesuchte Punkt IV. 5x6 mit dem gegebenen Punkt 

ist der gesuchte Strahl IV, 

In der Tat bilden die Punkte 1 , J/, I, 4 der Konstruktion links 
ein vollständiges Viereck, und die Punkte I, II; III, IV sind nach 
§ 27, 4j I harmonische. Die in Fig. 153 a und 153 b in Klammem 
beigefügten Bezeichnungen weisen auf Fig. 152a und 152b zurück. 

6. Harmonische Funkte auf der Verbindungslinie zweier Neben- 
ecken (Strahlen am Schnittpunkt zweier Nebenseiten). Wir gehen 
noch einmal auf den durch Gleichung (4) dargestellten Punkt zurück, 
in dem die Seite 2 3 von der Verbindungslinie der beiden Neben- 
ecken 3 1, 2 4 und 1 2, 3 4 geschnitten wird (Fig. 154a und zur dualen 
Betrachtung Fig. 154 b). 

Dazu nehmen wir den Punkt: 



(5) 



Fi-F, = oder (Fi+ F,) - (F, + FJ = 0, 



der, wie seine beiden Darstellungen zeigen (vgl. § 24, (6')), sowohl 
mit den Punkten 1 und 4 als mit den Punkten 12,34 und 31,24 
(vgl. § 27, (3)) in einer Geraden liegt, also der Schnittpunkt der 
Seite 14 mit der Verbindungslinie der beiden Nebenecken 31,24 
und 12,34 ist. Nun können diese beiden Nebenecken mit Rück- 
sicht auf (3) und (2) in der Form . dargestellt werden: 



§ 27, 6—7. 
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2(Fi+F,) = (F,+ n)-(F3+FJ = (F3-F3) + (F,-F,) = 0. 

Sie sind also nach § 20, (15) zu den durch die Gleichungen (4) 
und (5) dargestellten Punkten harmonisch. Also allgemein: 



n. Auf der Verbindungs- 
linie zweier Nebenecken des 
vollständigen Vierecks sind 
diese selbst zu den Schnitt- 
punkten mit den beiden 
durch die dritte Neben- 
ecke gehenden Seiten har- 
monisch. 



XVrV^^o 










I a 



Fig. 154a. 




ir. An dem Schnitt- 
punkte zweier Nebenseiten 
des vollständigen Vierseits 
sind diese selbst zu den 
Verbindungslinien mit den 
beiden auf der dritten 
Nebenseite liegenden Ecken 
harmonisch. 



Fig. 154 b. 

7. Perspektive Übertragung 

Die vier harmonischen Punkte 
auf der Verbindungslinie der beiden 
Nebenecken 3 1, 2 4 und 1 2, 3 4 
(Fig. 154 a) geben, mit der Neben- 
ecke 2 3, 1 4 verbunden, nach §5,6 
vier harmonische Strahlen, also: 

III. Im vollständigen Viereck 
sind in jeder Nebenecke die durch 
sie gehenden Seiten und die Ver- 



tex Sätze II und II'. 

Die vier harmonischen Strahlen 
an dem Schnittpunkte der beiden 
Nebenseiten 31, 24 und 12, 34 
(Fig. 154 b) geben, mit der Neben- 
seite 2 3, 14 geschnitten, nach 
§5,6 vier harmonische Punkte, also: 

nr. Im vollständigen Vierseit 
sind auf jeder Nebenseite die auf 
ihr liegenden Ecken und die Schnitt- 
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bindungslinien mit den beiden andern punkte mit den beiden andern Nd^en- 
Nebenecken harmonisch, selten harmonisch, 

8. Spezialfall der Farallelogramme. 

Faßt man ein Parallelogramm als Fßrßt man ein Parallelogramm als 

vollständiges Viereck auf (Fig. 155 a vollständiges Vierseit auf (Fig. 155 b 

in übereinstimmender Bezeichnung ' in übereinstimmender Bezeichnung 

mit Fig. 154a), so sind zwei Neben- , mit Fig. 154b), so ist eine Neben- 



.*/,.?// 




V2..V4 



J2^i 




^31241 



Fig. 155 a. 



Fig. 155 b. 



ecken 3 1, 1 4 und 12, 3 4 unend- seite 2 3, 1 4 die unendlich ferne 
lieh fem und § 27, 7, III lautet: Gerade und § 27, 7, IIF lautet: 

Die beiden Seiten 2 3 und 1 4 (Dia- Jede der beiden endlichen Neben- 
gonalen im gewöhnlichen Sinne) und selten 3 1, 2 4 und 12, 3 4 (Dia- 
die durch ihren Schnittpunkt zu den gonalen im gewöhnlichen Sinne) wird 
andern Seiten gezogenen Parallelen von der andern halbiert (§ 3, 10, II). 
bilden vier harmonische Strahlen, 

9, Spezialfall beim Dreieck. Bei einem vollständigen Vierseit 

seien (Fig. 156 in übereinstimmender 
Bezeich ung mit Fig. 154 b) die beiden 
Nebenseiten 31,24 und 12,34 par- 
allel. Wendet man dann §27, 7, IIF 
in der Buchstabenbezeichnung der 
Fig. 156 auf jede der drei Nebenseiten 
31,24; 12,34 und 23,14 an, so 
erhält man den Satz: 

In einem Dreieck ABC sei DE 

irgend eine Parallele zur Seite AB, 

und sei GGF die Verbindungslinie der 

Ecke C mit dem Schnittpunkt H der Diagonalen des Vierecks ABDE, 

Dann sind F und G die Mittelpunkte der Strecken AB und DE^ 

und sind die Punkte F, G zu H, C harmonisch. 




JI,Z4 



23,1^ 



Fig. 156. 
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f/y 



^(a^h^> 




(a,}\p 



0-L%i 



-^o^oi 



Fig. 157. 



=>"T 



VI. Kapitel. 

Die Dreieckskoordinaten. 

§ 28. Die Dreieckskoordinaten des Pnnktes nnd der Geraden. 

1* Analytische Definition der Dreieckskoordinaten des Punktes. 

Beim Übergang von einem rechtwinkligen Koordinatensystem Oxy 
zu einem beliebigen schiefwinkligen Sl%yi 
(Fig. 157), dem allgemeinsten bisher be- 
trachteten System, werden bei homo- 
gener (§ 22^ (1) auch auf schiefwinklige 
Koordinaten angewendet) Schreibweise 
der Formeln § 14, (14) die neuen Ko- 
ordinaten ^jtiyT eines Punktes P pro- 
portional linearen homogenen Funktionen 
der alten x, y, t, nämlich mit einem Pro- 
portionalitätsfaktor q: 

Qri= A^x + B^y + D%t, 

QX = Dt. 

Diese Funktionen geben, gleich Null gesetzt, die Gleichungen der 
drei Seiten des neuen Koordinatendreiecks (vgl. § 23, 3) in bezug auf 
das alte. Die zwei ersten Seiten | = 0, ?^ = sind beliebige Ge- 
rade, die dritte r = aber ist die unendlich ferne Gerade. 

Itidem wir dieses Bildungsgesetz weiter verfolgen, erhalten wir 
statt der homogenen schiefwinkligen allgemeinere homogene Koordi- 
naten, die wir schlechthin Dreieckskoordinaten^^) nennen und, wie folgt, 
zunächst im Anschluß an ein rechtwinkliges Koordinatensystem Oxy 
definieren: 

Unter Dreieckskoordinaten x^yX^, x^ eines Punktes P verstehen wir 
drei Größen, die proportional sind drei beliebig gegebenen homogenen 
linea/ren Funktionen seiner homogenen gemeinen Koordinaten x^y^t, also: 

QX^ = Xj = a^x + \y + c^t, 

(1) QX^ = Xg = a^x + \y -f c^t, 

QX^ = X3 = a^x + b^y + c^t, 

wo Q einen Proportionalitätsfaktor bezeichnet, und X^, Xg, Xg als 
Abkürzungen für die linearen Funktionen wie in § 16, (12) ge- 
braucht sind (vgl. § 7, (13)). 
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Das Yon den drei Geraden: 

(2) Xi = 0, X3 = 0, Xj^O 

gebildete Dreieck (vgl. Fig. 158) nennen wir das Koordinatendreieck 
1 des neuen Koordinatensystems ^ wobei 

wir voraussetzen (vgl. § 24, 6), daß die 

Determinante: 








Uro 



(3) 



\a, \ 
D = a^ 6o 



^ii 



^ 



a 



8 



->.*:• 



nicht verschwinde. 



Fig. 158. 

2. Analytische Berechtigung der Dreieokskoordinaten des 

Punktes. Bezeichnen wir die Unterdeterminanten der Determinante D 

wie in § 24, 5 mit J.^, B^^ C^; A^j B^, Cg', ^3, -B3, Cg, so folgt durch 

Auflösung (Anm. 2, II, 2) der drei Gleichungen (1) mit dem Proper- 

tionalitätsfaktor 0: 

ex = A^x^ -|- A^x^ -j- A-^x^^ 

(4) ' öy = B^x^ + B^x^ + jBga^g, 

Die Verhältnisse x:y:t und die Verhältnisse ic^ : ^2 : x^ bestimmen 
sich nach (1) und (4) wechselseitig eindeutig. Wie jene (vgl. § 10, 3 ; 
§ 22, 1) stehen also auch diese in wechselseitig eindeutiger Beziehung 
zu dem Punkte P. 

Zu jedem gegebenen PunJite P gehören drei ihren VerhäUnissen nach 
bestimmte Dreieckskoordinaten x^^x^^x^ und zu drei ihren Verhältnissen 
nach gegebmen Dreieckskoordinaten x^y x^j x^ gehört ein bestimmter 
Punkt P, 

3. Abhängigkeit der Dreieckskoordinaten der Iiinie von denen 
des Punktes. Durch Multiplikation der Gleichungen (4) mit den auf 
das rechtwinklige System Oxy bezüglichen homogenen Koordinaten 
te, v, s einer Geraden (vgl. § 22, 1) und nachfolgender Addition er- 
gibt sich: 

ö{ux-\-vy-{-s() 

= {A^u + B^v-^- C^s)x^ + {A^u-\-B^v+ C^s)x2 + {A^u + B^v + C^s)x^ 

oder: 

(5) ux -{- vy + st = UyX^ + WgiPg + u^x^, 

falls wir die Koeffizienten u^^u^-^u^ definieren durch: 
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6u^ = C/i = A^u + B^v + C^Sy 

(6) * { öu^ = Ü3 = Ä^u + B^v + C^s, 

Infolge von (5) erhält nun die Gleichung der Geraden tt, v, s, 
die in laufenden Punktkoordinaten Xy y, t lautet (§ 22, (4)): 

(7) ux + vy + st = Of 

in laufenden Dreieckskoordinaten x^jX^^x^ des Punktes die Form: 

(8) u^x^ + u^x^ + u^x^ = 0. 

Die in (6) eingeführteti Koeffizienten nehmen wir als Dreiecks- 
koordinaien der Geraden. 

Unter den Dreieckskoordinaten u^fU^,u^ einer Geraden p verstehen 
wir also drei Größen, die proportional sind drei homogenen linearen 
Funktionen der homogenen rechttvinkligen Koordinaten Uy v, s der 
Geraden, 

Diese drei Funktionen sind, da ihre Koeffizienten die ünter- 
determinante der Determinante (3) sind, durch die gegebenen For- 
meln (1) schon mitbestimmt. Gleich Null gesetzt, geben sie nach 
§ 24, 6 in: 

(9) Ü-^^O, C4 = 0, Ü3 = 

die Gleichungen der Ecken des Koordinatendreiecks (Fig. 158). 

4:. Analytische Berechtigung der Dreieckskoordinaten der Ge- 
raden. Durch Auflösen der Gleichungen (6) folgt (vgl. § 24, (12)) 
mit einem Proportionalitätsfaktor q: 

IQU = a^Mi + a^u^ + ajWj, 
QS = C^U^ + C^U^ + C3M3. 

Daher gilt, wie in § 28, 2 : 

Zu jeder gegebenen Geraden p gehören drei ihren Verhältnissen nach 
bestimmte Dreieckskoordinaten u^^u^yU^, und zu drei ihren Verhaltnissen 
nach gegebenen Dreieckskoordinaten u^, u^, u^ gehört eine bestimmte 
Gerade p, 

5. Gegenseitige Abhängigkeit der Dreieckskoordinaten des 
Punktes und der Geraden. Die Definition (1) enthält, da sie wegen 
des unbestimmten q nur von den Verhältnissen der neun Koeffizienten 
«1, fei, . . ., C3 abhängt, acht Konstanten. Die neun Koeffizienten 
Alf B^j . . ., Cg sind aber als ünterdeterminanten von D durch die 
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KoeffizieDten «i, &i, . • ., ^s mitbestimmt. Umgekehrt sind aber nach 
§ 24^ 5 auch diese ihren Verhältnissen nach durch jene bestimmt. 

Man kann daher ebensogut die neun Koeffizienten von (6), wie die 
neun Koeffizienten von (1) als die ursprünglich gegebenen betrachten. 

In dieser Auffassung folgt durch Multiplikation der Gleichungen 

(10) mit a;, y, t und Addition mit Hinblick auf (1) wiederum die 
Gleichung (5), und damit (vgl. § 22, (4')) dual entsprechend wie in 
§ 28, 3, daß die Dreieckskoordinaten x^,x^,x^ eines Punktes zugleich 
die Koeffizienten seiner Gleichung: 

(11) x^u^ + x^u^ + x^u^ = 

in laufenden Linienkoordinaten sind. 

Die Dreieckskoordinaten des Punktes und der Linie stehen also 
wechselseitig in solcher Abhängigkeit voneinander, daß die Bedingung 
der vereinigten Lage von Püf^t und Gerader in ihnen dieselbe lineare 
Form (8) und (11) behält , wie nach (7) in homogenen rechtwinkligen 
Koordinaten (§ 22, (5)). 

6« £oordinatendreieck und Multiplikatoren des neuen Koordi- 
natensystems. Ist das neue Koordinatensystem der Xj^^x^yX^ und 
u^jU^jU^ durch die drei Funktionen X^, Xg, Xg in (1) mit ihren acht 
Konstanten Verhältnissen gegeben, so ist das Koordinatendreieck mit 
seinen Seiten (2) und seinen Ecken (9) vollkommen bestimmt. 

Ist dagegen das Koordinatendreieck gegeben^ so bestimmt es nur 
die drei Gleichungen (2) und damit sechs Konstanten, die Verhältnisse 

^1 • ^1 • ^i; ^2 • ^3 • ^2> ^3 • ^8 • ^3? l^ß^ ^^^ J®^^ ^®^ ^^®i Funktionen 
Xj, Xg, Xjj noch um einen Faktor unbestimmt (§ 16, 5). 

Will man bei fest angenommenen Koeffizienten öt^, 6i, . . ., Cg alle 
zu demselben Koordinatendreieck (2) gehörigen Systeme von Dreiecks- 
koordinaten umfassen, kann man die Definition (1) ersetzen durch: 

(12) QX^-==m^X^, QX^=^m^X^y QX^^m^X^, 

wo m^y Wg, Wg drei ^yMultvplikatoren'' sind, die ihren Verhältnissen 
nach zwei völlig verfügbare Konstanten darstellen. Die Definition (12) 
ist nicht allgemeiner als (1); enthält sie doch wie diese die "Verhält- 
nisse von neun Konstanten, nämlich m,.a,., mfi^, m^c^, i = 1, 2, 3; aber 
es ist in der Form (12) der bei festgehaltenem Koordinatendreieck noch 
veränderliche Bestandteil des Koordinatensystems in Gestalt der Multi- 
plikatoren m^ ausdrücklich kenntlich gemacht. 

Neben (12) hat man alsdann an Stelle von (6): 

(13) öUi = Jfi U^j 0U2 -= M^ U^y 6Uq = Jfj üg. 
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wo die Multiplikatoren M^, M^^ M^ von den Multiplikatoren m^, m^,, m^ 
abhängig sind. Da nämlich die früheren, in (1) und (6) definierten 
Koordinaten x^ und u^ durch die jetzigen, in (12) und (13) definierten 
ausgedrückt, gleich x^im. und u^iM^ werden, so würde die Be- 
dingung (11) der vereinigten Lage jetzt lauten: 



1 Ti-r ^ I 



^8 ^3 Q 



Soll diese also auch in den neuen Koordinaten x^yU^ die Form (11) 
behalten, so muß sein: 

Ersetzt man die Definition (1) und (6) durch (12) und (13), indem 
mun bei gleichbleibendem Koordinatendreieck die Multiplikatoren des 
Koordinatensystems ändert, so muß zwischen den Multiplikatoren M^ 
in (13) und m^ in (12) die Beziehung bestehen: 



(14) 



^ ^ ^ Wj m, iWj 



Sie folgt auch daraus, daß die Koeffizienten M^A^, , . ., M^C^ in (13) 
die Unterdeterminanten 2*®'^ Grades der Determinante der Koeffizienten 
m^a^y . , .,m^c^ in (12) sind, gerade so wie die Koeffizienten in (6) 
von denen in (1) abhängen. 

7« Die Bestandteile des Eoordinaten- 
dreiecks. Wir bezeichnen die Ecken (9) des 
Koordinatendreiecks mit E^, E^, E^ und die 
Seiten (2) mit e^yC^fC^. 

Der Ecke E^ liegt die Seite e^ (i = 1, 2, 3) 
gegenüber (Fig. 159). 

Mit Rücksicht auf die Gleichungen (2) 
und (9) der Seiten und Ecken in gemeinen 
Koordinaten folgt aus (1) und (6): 

Für oMe Puffte auf der Seite 




Fig 159. 



e^, e^ oder e^ verschwindet bemglich 
die eine Dreieckskoordinate x^, x^ 



oder x^. 



Für alle Geraden durch die Ecke 
E^ , E^ oder E^ verschwindet bczüglu^i 
die eine Dreieckskoordinate u^, u^ 



oder Wg. 



Für die Ecke E^ verschwinden x^ und x^, und kann mit Rück- 
sicht auf die Willkür des Faktors q kurz x^=^ \ gesetzt werden, so 
daß allgemein folgt (vgl. §8,(4)): 



Die Dreieckskoordinaten der drei 
Ecken des Koordinatendreiecks sind: 



Die Dreieclcskoordinaten der drei 
Seiten des Koordinatendreiecks sind: 
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(15) 





iC, 


X, 


^» 


E, 


1 








E, 





1 





E, 








1 



M, Mj U 



(15') 



«l 


10 


«2 


10 


e. 


1 



8. Die Dreieckskoordinaten als multiplizierte Abstände. Um 
die bisher analytisch eingeführten und erklärten Dreieckskoordinaten 
geometrisch zu deuten, setzen wir zur Abkürzung: 

(16) X. = s^ \a^ + 6j*, f< = — sign c<, i =« 1 , 2, 3 . 

Der senkrechte Abstand jp^ eines Punktes P =^ x,y,t (für den 
wir hier der Kürze wegen ^ = 1 gelten lassen, vgl. § 22, 1) von der 
Ebene X^=^0 ist dann nach § 17, (7): 

X: 



(17) 



A = 



und der senkrechte Abstand q^ einer Geraden p ^ u,VyS (für die wir 
hier 5=1 nehmen) von der Ecke £/^. =» ist nach § 19, (15) : 




(170 



^• = 



U, 



^dYn^ + v^ 



Fig. 160. 



Die Abstände sind, was ihr Vor- 
zeichen betrifft, im Sinne von § 17, 3 
nach der Lage des Koordinatenanfangs- 
""'''^- punktes zu bestimmen. 

Die Definitionen (1) und (6) können 
hiernach folgendermaßen gedeutet werden 
(Fig. 160): 



Die Dreieckskoordinaten eines 
Punktes P verhalten sich wie die 



Die Dreieckskoordinaten einer 
Geraden p verhalten sich wie die 



mit den Konstanten x^ multiplizierten i mit den Konstanten G^ multiplizierten 
Abstände p^ des Punktes von den \ Abstände q^ der Geraden von den 

Seiten des Koordinatendreiecks: Ecken des Koordinatendreiecks: 

I 

(18) x^:x^:x^ = x^pj^:x^p^:x^p^, ,(18') u^iu^iu^ == C^q^iC^q^iC^q^. 

Die Verhältnisse der drei Größen x,, welche die Stelle der in 
§ 28, 6 betrachteten Multiplikatoren vertreten, können bei gegebenem 
Koordinatendreieck mit Rücksicht auf § 28, 6 noch ganz beliebig ge- 
wählt werden. Setzt man z. B. >tj= 1 : sina,., so ist x^ = x^p^ (Fig. 161) 
der unter dem Winkel cc^ gegen die Seite X.^ gemessene Abstand 
des Punktes P von dieser. 
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9. Übergang von Dreieckskoordinaten zu schiefwinkligen 
Koordinaten. Nehmen wir ein Dreieck, dessen Seite e^ von der 
Ecke E^ einen sehr großen Abstand p^ hat, und dessen Innenwinkel 
bei jEj gleich d" sei (Fig. 162). Liegt im Innern des Dreiecks, so 
sind Pq und für einen innern Puntt P auch Pi, p^f Ps negativ. 
Setzen wir nun in (18): 



so erhalten wir: 



^i~"^2 sin^' 



Pi 



"^^ V.' 



Pi 



Vi 



^ * ^ sm ^ sm ^ Pq 



Wir lassen nun die Seite e^ zur unendlich fernen Geraden werden 
und bezeichnen den Punkt E^ mit ß und die von E^ nach E^ und 





,::oE 



Fig. 161. 



Fig. 162. 



JBj laufenden Seiten e^ und e^ mit | und rj. Dann hat für jeden 
endlichen Punkt P das Verhältnis p^ : Pq den Grenzwert 1 , während 
— p^ : sin O", — pg sin d" die schiefwinkligen Koordinaten |, ly des 
Punktes P in bezug auf das Achsensystem Sl^ri werden (§ 10, 6). Es 
wird somit: 
(19) rPi : rCg : iPg = 1 : 1^ : 1, 

so daß die in (18) definierten Dreieckskoordinaten in die gemeinen 
schiefwinkligen Koordinaten übergehen. 

10. Einführung von Einheitspunkt und Einheitslinie. Eine 
andre geometrische Deutung der Multiplikatoren, wie die in § 28, 8, 
gewinnt man, indem man neben dem Koordinatendreieck eioen Ein- 
heitspunkt Eq = Xq^ Pq, ^0, bezüglich eine Einheitslinie Cq = w^, v^, Sq 
als gegeben annimmt (Fig. 163). 

Legt man dabei die zweite Definition (12), (13) der Dreiecks- 
koordinaten zugrunde und nimmt: 



Stande, analyt. Geometrie. 



9 
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(20) 



^i^^Xyy ^i 



ü, 



> 



wo X9 und ü^^ durch Substitution der Koordinaten von Eq und e^ 
in X^ und ü^ entstehen, so stellen sich die DreiecksJcoordinaten durch 
die rechtwinkligen in der Form dar: 



(21) 






i = 1, 2, 3. 



Der Punkt E^ und die Gerade e^ seihst erhalten hiemach die Dreiecks- 



koordinaten: 

\*j^j X-i '» tX/Q l Xa = X ! 1 ! X ^ 



«*! : Wg : Wg = 1 : 1 : 1 , 



worin auch die Erklärung der Namen Einheitspunkt und Einheits- 
linie liegt (vgl. § 7, (12)). 

Da aber nach § 28, 6 die Multiplikatoren w,. und Jf,. der Be- 
ziehung (14) genügen müssen, so wird nach (20): 



(23) 



7/ . TT . TT ^ JL . - _ . _ 
^l . c/2 • ^8 jj- • V • _y .0 



o 



y 



E„'Xo^y„:t„ 



ai^:c^ 



e^-a,\=c^ 



und folgt mit Hinblick auf § 26, (9), wo nach § 25, (1) und (1') X,, 

üi dieselbe Bedeutung haben, wie hier in (1) und (6): 

Einheitspunkt und Einheitsebene müssen als Harmonikaipunkt und 

Harmonikale in hezug auf das Koordinatendreieck zusammengehören. 

Im Gegensatz zu den Gleichungen (1), 
die von den acht Verhältnissen der neun 
Konstanten a^, 6,., c/(i= 1,2,3) abhängen, 
enthalten die Gleichungen (21) nur die 
sechs Verhältnisse a,. : h^ : c,. (die Koordi- 
naten der drei Geraden (2)), daneben aber 
die zwei Verhältnisse x^iy^: t^ (die Ko- 
ordinaten des Punktes JEJq, vgl. § 7, (17)), 
zusammen wieder acht Konstanten (Fig. 163) : 
Das Koordinatensystem der Dreiecks- 
koordinaten ist daher vollkommen bestimmt^ 

wenn das Koordinatendreieck und der Einheitspunkt gegeben ist 

11. Beziehung zwischen Harmomkalpunkt und Harmonikale 
in Dreieekskoordinaten. Schreibt man die nach § 26, (9) zwischen 
Harmonikaipunkt Xq, y^, t^ und Harmonikale u^, v^y Sq allgemein 
bestehende Gleichung (23) selbst in den Dreieckskoordinaten (1) und 
(6), so folgt unter Weglassung des Index 0: 

Zwischen den Dreieekskoordinaten x^, x^y x^ ^nes Punktes und ' 




'hh<^3 



->JC 



Fig. 168. 
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den DrdecJcskoordinaten Wj, u^, u^ seiner Harmonikaie in hesiug auf 
das Koordinatendreieck bestehen die Gleichungen^): 



(24) 



/V» • /y» • /y» 

1 • 2 * S — 



u. 



u^ u. 



oder 



W't • Wo • wo — — 



X't Xa 



X, 



oder %i^x^ = ttjiCg "^ ^a^s- 

Dem Einheitspunkte rrj, a^g, ajg == 1, 1, 1 entspricht insbesondere 
die Einheitsgerade m^, %, Wg == 1, 1, 1. 

Die Beziehungen (24) bleiben wie die Gleichung (11) ungeändertj 
wenn man unter der Voraussetzung (14) a^i, a?2, a?»; w^, Wj, Wj dfzircA 
w^a?!, m^x^y wfjiTg; -3^1 Wj, -M^^a^ ^3% ersetzt y gelten also für alle bei 
wechselndem Einheitspunkt zu demselben Koordinatendreiec^ gehörigen 
Dreieckskoordinaten. 

12. Die Dreieckskoordinaten als Abstandsverhältnisse. Die 
Gleichungen (21) können mit Rücksicht auf (17); (17') auch geschrieben 
werden: 



(25) 






(25') 



6U, 



= ii 



^i 



0? 



wo p9 die Abstände des Einheitspunktes von den Seiten (Fig. 164a) 
und qf^ die Abstände der Einheitsgeraden (Fig. 164b) von den Ecken 



/P' pK 





Fig. 164 a. 



(der Faktor Vu^^ + v^^ : Vu^ + v^ 
ilreiecks bedeuten. Es ist auch 
^ö = 1 genommen. 

Die Dreieckskoordinaten eines 
Punktes P verhalten sich wie die 
Abstände p^ des Punktes von den 
Seiten des Koordinatendreiecks, di- 
vidiert du/rch die entsprechenden Ab- 
stände p^ des Einheitspunktes von 
diesen: 

(26) x^ix^ix^ = —^\ —^:~^' 



Pig. 164 b. 

geht in 6 ein) des Koordinaten- 
hier, wie in § 28, 8, t^^^l und 

j Die Dreieckskoordinaten einer 
; Geraden p verhalten sich wie die 

I 

Abstände g,. der Geraden von den 
Ecken des Koordinatendreiecks , di- 
vidiert durch die entsprechenden Ab- 
stände q^ der Einheitsgeraden von 
diesen: 
(26') „,:„,:«, = ^,:^:J,. 

9* 
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Diese Auffassung der Dreieckskoordinaten ist von dem Koordi- 
natensystem Oxy nunmehr unabhängig geworden. Die Verhältnisse 
Pi • Pi sind in der Tat ohne Rücksicht auf die Lage von 0, auf die 
in § 28, 8 noch Bezug genommen wurde, positiv oder negativ, je 
nachdem P und E^ auf gleicher oder auf verschiedenen Seiten der 
Geraden X,. = liegen. Die Ahstände p^ und p^ brauchen auch nicht 
mehr senkrecht, sondern nur einander parallel zu sein. Entsprechen- 
des gilt für q^ : q9, 

13. Die DreieokBkoordiiiaten als multiplizierte Teilungsver- 
hältnisse. 



Legt man durch die Ecke E^ 
des Koordinatendreiecks, in der sich 
die Seiten e^ und e^ schneiden 
(Fig. 165a), eine Transversale t^, 



Nimmt man auf der Seite ß^, 
auf der die Ecken E^ und E^ 
liegen (Fig. 165 b), einen Teilpunkt 




Fig. 165 a. 

die den Winkel der beiden Seiten 
in dem multiplizierten Sinusver- 
hältnis: 

(27) ^. = ?^Ai = ^.?^«-^ 

teilt (vgl. (16)), so ist die Gleichung 
dieser Transversale in laufenden 
Koordinaten x, y, t nach § 18, (14): 

(28) :5^-^x, = o. 

Geht nun die Transversale t^^ durch 
einen gegebenen Punkt F ^ x,y, t, 
so ist durch diesen das Teilungs- 
verhältnis bestimmt, und zwar: 

(29) • ^ = §, 




Fig. 165 b. 

Ti, der die Länge der Seite in dem 
multiplizierten Sti*eckenverhältnis 
(»gl § 6, (7)): 

(270 C.-|^,-|-|t 

teilt, so ist die Gleichung dieses 
Punktes in laufenden Koordinaten 
w, t?, s nach § 20, (3): 

(280 U,-ii^U,^0. 

Liegt nun der Punkt T^ auf einer 
gegebenen Geraden j? = w, v, s, so 
ist durch diese das Teilungsver- 
hältnis bestimmt, und zwar: 

(29-) ^ = I , 
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wo nunmehr in X^ und X^ unter 
X, y, t nicht, wie in (28), die laufen- 
den, sondern die Koordinaten des 
gegebenen Punktes P verstanden 
werden (§ 18, (19)). 

Dann folgt aber aus (29) mit 
Rücksicht auf (1): 



(30) 



f*i 






Die Verhaltnisse der Dreieckskoordi- 
naten des Punktes P sind die mul- 
tiplizierten Sinusverhältnisse y nach 
denen die Verbindungslinien t^, t^, 
t^ des Punktes P mit den Ecken E^, 
E^, JE?3 des Koordinatendreiecks die 
bezüglichen Winkel teilen (Fig. 165 a), 
also: 



wo nunmehr in U2 und U^ unter 
w, t?, s nicht, wie in (28'), die laufen- 
den, sondern die Koordinaten der 
gegebenen Geraden p verstanden 
werden (§ 20, (8)). 

Dann folgt aber aus (29') mit 
Rücksicht auf (6): 



(3O0 



f^i 






Die Verhältnisse der Dreieckskoordi- 
naten der Geraden p sind die mul- 
tiplizierten Streckenverhältnisse] na^ili 
denen die Schnittpunkte T^, Tg, T^ 
der Geraden mit den Seiten e^y e^, 
ßg des Koordinatendreiecks die be- 
züglichen Seiten teilen (Fig. 165b), 
also: 



x^ Xj sineg^i 



(31) 



X, 



X, 

Xy 



X. 



X, 



sine. 


<> 


> 


sine. 


h 




sine, 


«. 


; 


sine. 


*, 
«. 




sine, 





(31') 



f«i 


c. 


KT, 


Wa 


c. 


E,T,' 


"1 




E,T, 
E, T, ' 


«, 


G, 


E,T, 


u, 


c. 


"E,T,' 



Die Lage des Punktes muß zur Bestimmung des Teilungs Verhält- 
nisses (27) noch gegeben sein. 

Bei gegebenen Dreieckskoordinaten x^, x^, x^ sind nach (31) die 
drei Sinusverhältnisse und damit die drei .Transversalen t^j t^, tg be- 
stimmt. Schon zwei von diesen bestimmen im allgemeinen den Punkt 
P als ihren Schnittpunkt. Daß auch die dritte durch P geht, folgt 
aus dem Transversalensatz § 25, (16). 

14. Die Dreieokskoordinaten als DoppelverMltnisse. Die mul- 
tiplizierten Teilungsverhältnisse von § 28, 13 werden Doppelverhält- 
nisse, wenn man Einheitspunkt und Einheitslinie (vgl. § 28, 10) benutzt. 

Legt man (Fig. 166 a) durch die Ecke J?i neben den Seiten e^ und 
gg eine dritte Gerade t^^y die die Ecke E^ mit dem Einheitspunkt Eq 
verbindet und dann eine vierte Gerade t^j die mit den drei andern 
das Doppelverhältnis: 

(32) /*x-(V,<A«) = S^:l£j|; 

bildet, so ist die Gleichung dieser vierten Geraden nach § 18, (22) 
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in laufenden Koordinaten x, y, t: 

Geht die Gerade durch einen gegebenen Punkt P ^ x, y, t, so ist 
durch diesen das Doppelverhältnis bestimmt, und zwar: 

wo nunmehr in X^ und X^ unter Xy y, t die Koordinaten des gegebenen 
Punktes P verstanden werden. Dann folgt aber aus (33) mit Rück- 
sicht auf (21): 



(34) 



X, 



f"^--^- 



Die drei Verhältnisse der Drei- Die drei Verhältnisse der Drei- 
eckslcoordindten des Punktes P sind i ecJcskoordinaten der Geraden p sind 



die Doppelverhältnisse, nach denen 
die Verbindungslinien t^, t^, t^ des 



die DoppdverhaUnissey nach denen 
die Schnittpunkte T^, T^, T^ der 




Fig. 166». 

Punktes P und die Verbindungs- 
linien t^^, t^^, t^ des Einheitspunktes 
Eq mit den Ecken des Koordinaten- 
dreiecks die bezüglichen Winkel teilen 
(Fig. 166 a): 

a;, sin Cj t^ sin e^ t^ ® 
x^ . sine^tj sme^t^^ 

"^K^ihhh )> 



(35) 



x^ 



— \h ^1 *2 ^2 / > 



— — {c^c^t^t^ )• 




Geraden p und die Schnittpunkte 
T^^, Tg^, Tj® der Einheitslinie e^ 
mit den Seiten des Koordinaten- 
dreiecks die bezüglichen Seiten teilen 
(Fig. 166 b): • 

E,T, E,T,^ 



(36') 






«*, 



E^T, E,T,^ 

= (E,E,T,T,^), 



^^{E,E,T,T,% 



§ 28, 16. 
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Diese Deutung der Dreieckskoordinaten setzt nur das Koordinaten- 
dreieck mit Einheitspunkt und Einheitslinie voraus und ist für Punkt 
und Gerade vollkommen dual. 

15. Projektion des laufenden Punktes aus einer Ecke auf die 
Gregenseite. 



Die Verbindungslinien t^y ^, t^ 
und t^\ t^^, t^^ der Punkte P und 
Eq mit den Ecken Ei, E^, E.^ 



Die Schnittpunkte T^, T^, T^ 
und I\ö, T^^, Tgö der Geraden p 
und e^ mit den Seiten e^, e^, e^ 





mögen die Gegenseiten in den 
Punkten P^, P^, Pg und E^"^, JB"/ 
E^^ schneiden (Fig. 167 a): 

Da die Punktreihe E^, -Eg, P^, 
E^ zu dem Strahlbüschel e^^ e^, 
hf h^ perspektiv ist, so folgt nach 
§ 5, (3): 

und daher mit Rücksicht auf (35) 



Fig. 167 b. 

mögen mit den Gegenecken durch 
die Strahlen p^, p^, p^ und e^^j e^^ 
e^ verbunden werden (Fig. 167 b): 
Da der Strahlbüschel e^, ^a Piy 
e^ zu der Punktreihe E^j JE,, T^, 
T^ perspektiv ist, so folgt nach 

§5,(3): 
und (35'): 



(36) 



X, i;P, £,£, 



X. 



X, 



= {E,E,F,E,'), 
- (E,E,P,E,o), 



^»(E^^iP,^,«). 



(36-) 






w, 



sin «2 Pi sin c, Cj ' 



- {^t^sPi^i )f 



u 



u. 



^-i^hPz^z")' 



VW, 



und hieraus im HinbUck auf § 7, (11); (ll^ und § 8, (4): 



Sind x^, x^j x^ die Dreiecks- 
koordinaten des Punktes P und be- 



Sind Wj, Wj, Wg die Dreiecks- 
koordinaten der Geraden p und be- 
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deuten P^, P^, P3 und E^^, JEg^ 
£3® (Fig. 167 a) die Punkte, in denen 
die Verbindungslinien von P und 
Eq mit den Ecken E^, E^, E^ die 
Gegenseiten schneiden, so sind x^, 
x^; x^, x^; x^, x^ die Zweiecksko- 
ordinaten der Punkte P^, P^, P3 
in hezug cmf die Zweiecke E^E^, 
E^E^, E^E^ und die Einheitspunkte 



p 

2 9 ^3 



deuten p^, jp,, p^ und e^, e 
(Fig. 167 b) die Strahlen, die die 
Schnittpunkte von p und e^ auf den 
Seiten e^, e^, e^ mit den Gegenecken 
veriinden, so sind u^, u^; u^, u^; 
u^, Wj die Zweiseitskoordinaten der 
Strahlen p^, p^, p^ in hezug auf 
die Zweiseite e^e^, e^e^, e^e^ und 
die Einheitsstrahlen e^, e^, e^. 



vjo Tjo wo 

16. Funkte auf einer Seite und Strahlen durch eine Ecke des 
Koordinatendreiecks. Aus § 28, 15 geht weiter sofort hervor: 



Für alle Punkte x^, x^, x^ eines 
durch die Ecke E^ gehenden Strahles 
ist das Verhältnis x^ : x^ konstant. 



Für alle Strahlen u^^u^, % eines 
auf der Seite e^ liegenden Punktes 
ist das Verhältnis u^ : u^ konstant. 



Insbesondere gibt die Annahme P = P^ und p ^ p^ in §28, 15 
die Sätze (vgl. § 28, 7): 



Für einen Punkt x^, x^j der 
Seite 63 sind x^, x^ zugleich die 
Zweieckskoordinaten in hezug auf 
J5;,i;,J5;3« (Fig. 167 a) (vgl. §10,2). 



Für einen Strahl u^, u^, der 
Ecke i?3 sind u^, Mg zugleich die 
Zweiseitskoordinaten in hezug auf 
ei«,e,» (Fig. 167 b) (vgl. §23,2). 

17. Beziehung der in g 28, 14 und 15 benutzten festen Funkte 
und Strahlen. 



Wie der Einheitspunkt Eq, sind 
auch seine Verbindungslinien t^, 
t^^, t^^ mit den Ecken E^, E^, E^ 
und deren Schnittpunkte E^^, E^^, 
E^^ (Fig. 167a) mit den Seiten e^, 
e^, 6g feste Bestandteile des Koordi- 
natensystems. 



Wie die Einheitsgerade e^, sind 
auch ihre Schnittpunkte T^^, T^^, 
T^ mit den Seiten e^, e^, e^ und 
deren Verbindungslinien e^, e^, e^ 
(Fig. 167b) mit den Ecken E^, E^, 
E^ feste Bestandteile des Koordi- 
natensystems. 

Zur Vereinfachung sind diese Bestandteile in Fig. 167 a und 
167 b unabhängig voneinander dargestellt. Um sie in ihrer ver- 
einigten Lage zu übersehen, kann man § 26, Fig. 151 benutzen, in- 
dem man die dortigen Bezeichnungen: 

-M)7 i^o? h.; «»7 ^5 h} h} h'^i "M? ^2; ^sj -m ? ^2? -^8 
bezüglich durch: 

TP, p, /O /O / 0. pO pO pO, JPO JPO JPO. JiO JiO 7^0 

ersetzt. Damit folgt aber aus § 26, 3 (Fig. 167 a und 167 b). 
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Die auf den Seiten e^, e^ und 
e^ liegenden Punktpaare E^, T^; 
E^^, T/ und JJj^ Tg® sind har- 
monisch zu den bezüglichen Ecken- 
paaren E^, E^; E^j E^ und E^, E^. 



Die durch die Ecken E^ E^ 
und -Bj gehenden Strahlenpa^are e^y 
t^; e^y t^ und e^y t^ sind har- 
monisch zu den bezüglichen Seiten- 
paaren e^y e^; e^y e^ und e^y e^. 



Daher haben die am Schluß von § 28, 16 genannten Koordinaten- 
systeme E^E^E^ und e^e^e^ die § 8, 3 erwähnte Lage zueinander. 

§ 29. ^ Oleichnngen von Geraden und Punkten in Dreieckskoordinaten. 

1. Die Bedingung der vereinigten Lage. Beim Übergang von 
den homogenen gemeinen Koordinaten Xy y, t und Uy Vy s zu den Drei- 
eckskoordinaten x^y x^y x^ und M^, u^y Wg findet nach §28, (5) die 
Beziehung statt: 

ux '\- vy + st ^ u^Xy^ + u^x^ + u^x^. 

Mit Bücksicht auf § 22, (5) folgt daher die für den Zusammenhang 
zwischen Punkt- und Linienkoordinaten wesentliche Eigenschaft: 

Ein Funkt und eim Gerade mit den Dreieckskoordinaten x^y x^-, 
x^ und u^y u^y Wg liegen immer dann ufid nur dann vereinigt y wenn: 

(1) u^x^ + u^x^ + u^x^ = 0. 

3. Die Gleichungen der Geraden und des Punktes. Je nach- 
dem man daher u^, u^y Wg als fest und x^y x^, x^ als veränderlich 
ansieht oder umgekehrt, ergeben sich die beiden Hauptsätze (§ 22, 3): 
Sind u^y Wg, Wg die Koordinaten ' Sind x^y x^, x^ die Koordinaten 
einer Geradeny so ist^^): eines PunkteSy so ist: 

(2) u^x^ + u^x^ + u^Xq = (2') x^Uj^ + x^u^ + ^s^s == ^ 

die Gleichung der Geraden in lau- die Gleichung des Punktes in laufen- 
f enden Punktkoordinaten x^y x^, x^, den Linienkoordinaten w^, Wj, Wg. 

Umgekehrt sind die Koeffi- ; Umgekehrt sind die Koeffi- 
zienten der Gleichung (2) einer zienten der Gleichung (2') eines 



Geraden zugleich deren Koordi- 
naten, 



Punktes zugleich dessen Koordi- 
naten. 



3. Verkürzte Gleichungen von Geraden und Funkten. Die 

Koordinaten x^y x^y x^ = 0, 0, 1 der Ecke jBg (vgl. § 28, (15) und 
Fig. 159) genügen immer dann und nur dann der Gleichung (2), wenn 
Wg = ist. Also (vgl. § 19, 6): 



Eine Gerade geht immer dcmn 
und nur dann durch die Ecke J5g 



Ein Punkt liegt immer dann 
und nur dann auf einer Seite e^ 
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des Koordinatendreiecks, wenn ihre \ des Koordinatendreiecks, wenn seine 



Gleichung die Form hat: 

(3) u^x^ + u^x^ = 0. 



Gleichung die Form hat: 

(3') X^U^^ + ^2^2 =^ ^• 



Hieran schließen »ich unmittelbar in Übereinstimmung mit § 28, 16 
die Bemerkungen (Fig. 168a und b): 



'^i'^r^j 




u.u^u. 



«< 




Ejinj-o) 



e/Jr^ 0^ 



/-TrOf 



£/nrO) 




Fig. 168 a. 



Fig. 168 b. 



ejx^-0) 



Pig. 169. 



Oi 



Die Verbindungslinie eines be- 
liebigen Punktes x^, x^, x^ mit der 
Ecke -Bg hat in laufenden Punkt- 
koordinaten die Gleichung: 

(4) 



X^ * OC'2 



t4/| • '^9 * 



Die Gleichungen der drei Seiten 

%7 ^2> ^8 ®i"d (^'g- 169): 

(5) x^ = 0, X2 = 0, x^ = 0. 



Der Schnittpunkt einer beliebigen 
Geraden u^, u^, u^ mit der Seite e^ 
hat in laufenden Linienkoordinaten 
die Gleichung: 

(4') 



U* • Mo U-i • Ua • 



Die Gleichungen der drei Ecken 
E,, E„ E, sind (vgl. §22,9): 

(5') t*i =0, ^2 = 0, W3 = 0. 



4. Identität zwischen den linken Seiten zweier Gleichungen. 

Der Umstand, daß die Verhältnisse der drei Dreieckskoordinaten eines 
Punktes oder einer Geraden in umkehrbar eindeutiger Beziehung mit 
dem Punkte oder der Geraden stehen (vgl. § 28, 2; 4) findet wiederum 
(vgl. § 24, 1) seinen Ausdruck in den Sätzen: 

Die beiden Geraden: I Die beiden Punkte: 



X = u^x^ + u^x^ + u^x^ =0, 






fallen immer dann und nur dann 
zusammen, wenn eine Identität von 
der Form: 



(7) 
besieht. 



kX+k^X^^O 



(60 



, i7= a^i^i + x^u^ + x^u^ =0, 

I ü^^x^^^^u^+x^^'-^u+x^^'^u^^O, 



fallen immer dann und nur dann 
zusammen, wenn eine Identität von 
der Form: 



(7-) 
hesiekt. 



XÜ+X^Ui-'O 



J 



§ 29, 5-6. 
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5. Unterdetenninanten aus den Koeffizienten der Gleiehtingen 
zweier Geraden oder zweier Funkte. Dieselben Sätze können auch 
so ausgesprochen werden (Anm. 1, II, (9)): 



Die beiden Geraden (6) fallen 
zusammen, wenn die Matrix der 
Koeffizienten verschwindet, also: 



(8) 



% 

u^^^) 






«ig 



= 0. 



Man könnte die Bedingungen (8) 
als die Gleichungen der Geraden 

%^^\ ^^^\ %^^^ *^ Linienkoordinaten 
t*!, Wg, Wj bezeichnen (vgl. § 29, 
(13)), da sie mit: 



Die beiden Punkte (6') fallen 
zusammen, wenn die Matrix der 
Koeffizienten verschwindet, also: 



(8') 






X^ 



X^ 



0. 



(9) 



9^1 = «^1^'^; 



Q^% 



<\ 



QU^ = ^3^^^ 



gleichbedeutend sind (vgl. § 29, 
(18)). 

Ist die Bedingung (8) nicht 



Man könnte die Bedingungen (8') 
als die Gleichungen des Punktes 
^i'^\ ^2^*\ ^8^^^ *** P'^viktkoordinaten 
^1? ^2? ^3 bezeichnen (vgl. § 29, 
(13')), da sie mit: 

(9') 



[QX^ =^X^^^\ QX^ = ^2^^\ 



9^3 = ^3^ 



gleichbedeutend sind. 

Ist die Bedingung (8') nicht 
erfüllt, so haben die beiden Ge- erfüllt, so bestimmen die beiden 
raden (6) einen Punkt gemein, und I Punkte (6') eine Verbindungslinie, 
die Unterdeterminanten: und die Unterdeterminanten: 



(10) 





U^ 


"s 


«1 


K'' 


u,W 


^8 = 


«8 


«1 


l^s 


«1 


«2 



X 



2 



Xt 





"* x^t') a;,(i) 


(10') . 


X^ x^ 




X^ x^ 


sind de 


ren Koordinaten. 



sind dessen Koordinaten. 

6. Identität zwisohen den Gleichungen von drei Geraden und 
drei Punkten. In derselben Weise, wie § 24, 3, gelten die Sätze: 



(11) 



Die drei Geraden: 

'X = u^x^ + U2X2 

Xi = u^^^^x^ + upx^ 

X, = u,(')x, + u,(')x, 

+ u,^')x, « 



(110 



Die drei Punkte: 

U = a?!«! + a;jMj 

+ aijitj =0, 

üi = x^Wu^ + a;,(i)M, 

+ a;3WM3 = 0, 

U, = «1««! + a;,Ww, 

+ a;,W«, - 
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gehen durch einen Punkt, wenn eine liegen auf einer Geraden, wenn eine 
Identität von der Form: Identität von der Form: 

(12) XX + k^X^ + }^X,^0 (12-) kU + X^U^ + X^ü, ^ 

Gesteht besteht 

7. Determinante der Gleichungen von drei Geraden und drei 
Funkten. Dieselbe notwendige und hinreichende Bedingung kann^ 
wie in § 24, 4, in die Form gekleidet werden (vgl. § 22, 7): 

Bie drei Geraden (11) gehen j Die drei Punkte (11') liegen auf 
durch einen Punkt, wenn die De- einer Geraden, wenn die Determi- 
terminante der Koeffizienten ver- nante der Koeffizienten verschwindet, 
schivindet, also: also: 



(13) 



«1 



«2 



U 



.(«) 



«8 



= 0. 



(13') 



^1 



^2 



i^'C 



x^W I = 0. 



Dies ist zugleich die Gleichung 
des Schnittpunktes der beiden Ge- 
raden u^^^\ U2^^\ Wg^^^ und u^^^\ u^^^\ 
Wg(^) in laufenden Linienkoordinaten 



^1 } ^^2 ? ^3 • 



Dies ist zugleich die Gleichung 
der Verbindungslinie der beiden 
Punkte x^^'^\ X2^^\ x^^^^ und x^^^\ 
^2^^\ ^3^*^ in laufenden Punktkoordi- 
naten x^ ■ Xq • x« • 

8. Die Gleichung des Strahlbüschels und der Punktreihe. 

An die Identität (12) knüpft sich wiederum die Darstellung des 
Strahlbüschels. Die fundamentale Beziehung § 29, 1 gibt auf zwei Ge- 
rade mit den beiderseitigen Koordinaten u^, v^, s^; u^^^\ t^g^^^ u^^^^ und 
^2, ^2? ^2? **i^*\ ^2'^\ ^h^^^ angewendet: 

u^x + v^y + s^t ^ M/*);ri + u^^^^x^ + V^^^s? 
u^ix) + v^y + s^t =^ t(/*)j^i + u^^^^x^ + u^^^^x^', 

damit folgt aber auch die Übertragung der Sätze § 22, 10 auf Drei- 
eckskoordinaten : 



(14) 



Sind: 

+ 1/5(^)^3 = 0, 

X, = u,(')x, + u,(')x, 

+ u,(')x, = 

die ^ Gleichungen der beiden Grund- 
strahlen g^y g^ eines Strahlbüschels, 
so ist die Gleichung des laufenden 
Strahles p des Büschels: 



(14') 



Sind: 

f Dl = x^^'\ + x^^^^u^ 

+ x^^^H^ = 0, 

+ x^^^)u, = 

die Gleichungen der beiden Grund- 
punkte G^, G^ einer Punktreihe, so 
ist die Gleichung des laufenden 
Punktes P der Reihe: 



§ 29, 9—10. 



141 



(15) 



-^1 -^2 f\ 



hier ist x^, x^^y x^^ ein zur Be- 
stimmung des Einheitsstrahles g^ 
gegebener Punkt, sind X^^, X^^ die 
für ihn gebildeten Äusdrüeke X^, 
Xg und bedeutet ^ das Doppelver- 
hältnis: 

(16) (i = (g.g^pgo)^ 



(15') 



^ ^ u^o ^J 



hier ist Uj^, u^, u^ eine zur Be- 
stimmung des Einheit^unktes Gq 
gegebene Gerade, sind ü^*, U^ die 
für sie gebildeten Atisdrücke V^, 
f/j und bedeutet fi das Doppelver- 
hältnis: 

(16') (,^{G,G,PG,). 



Die Gleichung (15) enthält nur die Verhältnisse je der Koordi- 
naten u^'^\ u^^^\ Wj^^); u^^^\ u^^^\ Wg^*); x^, x^, x^ und x^, x^, x^. 

Kommt es nicht auf die genaue Feststellung der Bedeutung von 
/t an, so kann man (vgl. §22,(23); (23')) die Gleichungen (15) und (15') 
auch in der kürzeren Form schreiben: 

(17) X,-fiX^ = 0, 1(17') üi-ftD, = 0. 

Hier ist nun [i schlechthin das multiplizierte Teilungsverhältnis, nach 
dem der Strahl p den Winkel von g^, g^ oder der Punkt P die 
Strecke G^, G^ teilt. 

9. Parameterdarsteliung im Strahlbüsohel und auf der Punkt- 
reilie. Im Anschluß an (17) und (17') kann man die Sätze von 
§ 29, 8 auch so aussprechen (vgl. § 22, 11): 



Sind u^^'^\ u^^'^\ Wj^^) und u^^\ 
u^^^, u^^^ die Koordinaten der beiden 
Grundstrahlen eines Strahlbüschds, 
so sind die Koordinaien des laufen- 
den StraMes des Büschels mit einem 
Proportionalitätsfaktor q in der 
Form da/r stellbar: 



^1 = ^1^*^ 



ILUy 



(2) 



QU^-= t^g(l) — ^Wj<^), 



Sind x^^^\ x^^^\ x^^^ und x^^\ 
x^^\ x^^^^ die Koordinaten der beiden 
Grundpunkte einer Punktreihe, so 
sind die Koordinaten des laufenden 
Punktes der Beihe mit einem Pro- 
portionalitätsfaktor Q in der Form 
darstellbar^^): 

QXi = x^^^^ — yix^^\ 

(18') \qx,^x,^^)-^x,^^\ 



(18) 

Die Elimination von q und ft gibt wieder die Bedingung (13) und (13'). 

10. Das Dreieck und die Determinante aus drei Geraden. 
Drei durch die Gleichungen: 

(19) Xj = a^^x^ + a^^x^ + a^^x^ ^ 0, 
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gegebene Gerade bilden die Seiten eines Dreiecks, wenn die Deter- 
minante (§ 24, 5): 



(20) 



a 



11 



a 



18 



a 



IS 



Ä = \ a 



21 



a 



i% 



a 



28 



a 



81 



a 



88 



a 



88 



nicht verschwindet. Die Gleichungen der Ecken sind dann nach (10/ 

üg = Ji^iMi + ^.22^2 + ^23^8 = ^^ 
ZJs = ^81^1 + ^82^8 + ^83^8 = ^7 

WO die Koeffizienten Ä^^^ die ünterdeterminanten zweiten Grades von 
Ä sind. 

Verschwindet die Determinante J., so gehen die drei Geraden 
(19) nach (13) durch einen Punkt, der durch jede der drei Glei- 
chungen (21) dargestellt wird (Anm. 1, II, (7)). 

Verschwinden auch alle Unterdeterminanten Aj^^y so fallen die 
drei Geraden (19) nach (8) in eine zusammen, die durch jede der 
Gleichungen (19) dargestellt wird (Anm. 1, II, (8)). 

§ 30. Die Transformation der Dreieckskoordinaten. 

1. Allgemeine Form der Transformationsformeln.^^) Zwischen 
den homogenen gemeinen Koordinaten x, y, t eines Punktes in bezug 
auf das Achsensystem Oxy uhd seinen Dreieckskoordinaten x^y x^^ x^ 
in bezug auf das Koordinatendreieck E^E^E^ bestehen die Glei- 
chungen § 28, (1) und (4). Zwischen x, y, t und den Dreieckskoordi- 
naten j^i, y^j y^ in bezug auf ein anderes Koordinatendreieck J^J^J^ 

(Fig. 170) bestehen dieselben Glei- 
chungen mit entsprechend geänderten 
Koeffizienten. Man hat daher unter 
andern die Beziehungen: 

{Qx^=-a^x + i^y + c^t, 

QX^^a^x + b^y + c^t, 

[QX^^a^x + bs^y + c^ty 

\6x « A^y^ + -ij'ya + A'y»^ 
6y = jB/yi + J?2>8 + B^y^, 

1 tst = C/yi + C2'y2 + Gj'y8- 

Durch Substitution der Ausdrücke für x, y, t in die Ausdrücke för 
x^j a?g, x^ erhält man zwischen x^j x^, x^ und y^, y^y y^ Gleichungen 




>'a7 



Fig. 170. 



J 



§ 30, 2. 
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von der Form (vgl. § 8, (11)): 

(1) 9^2 = Csiyi + C22J/2 + ^282/8. 

Q^S "^ ^81 yi "r ^82% "r ^88^8 • 

Zwischen den Dreieckskoordinaten eines Punkten in hezug auf zwei 
verschiedene Koordinatendreiecke bestehen also jedenfalls Gleichungen 
von der Form (1).*^) 

Da sowohl die Verhältnisse der x-i^, x^, x^ als auch die der y^y 
y^, y^ nach § 28^ 2 in umkehrbar eindeutiger Beziehung zu dem 
Punkte X, y, t stehen^ müssen die Gleichungen (1) auch nach den 
Verhältnissen der y,, y^, y^ eindeutig auflösbar sein. Daher ist die 
Determinante: 



(2) 



C== 



11 



21 



'81 



^12 



'18 



28 



^82 ^8 



= C 



kl 



+ 0. 



2. Die Elemente des neuen Koordinatensystenis bei gegebenen 
Koeffizienten c^,. Wir stellen uns die auf das Dreieck E^E^E^ be- 
zogenen Koordinaten x^, x^, x^ als die ursprünglichen (alten) Koordi- 
naten vor und denken uns^ jetzt ohne Vermittlung der x^ y, t, die neuen 
Dreieckskoordinaten y^, y^, y, durch die Gleichungen (1) mit ge- 
gebenen und der Bedingung (2) entsprechenden Koeffizienten c^j ein- 
geführt. 

Die Gleichungen (1) geben dann unmittelbar die alten Koordi- 
naten Xy, X2, x^ eines Punktes an^ dessen neue Koordinaten y^y y^, y^ 
bekannt sind. Nun haben die Ecken J^, J^, J^ und der Einheitspunkt 
Jq des neuen Koordinatensystems die Koordinaten (§ 28, (15); (22)): 

yi, tft, y, = 1, 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 ; 1, y, 1. 

Bezeichnen wir daher ihre alten Koordinaten mit: 

^u ^2; ^8 = ^i^^\ ^2^^\ ^s^*^; ^i^^\ ^2^^ ^8^^^; 

•^1 y ^2 ; ^8 5 *^i j *^i } *^s 9 
SO ist nach (1) (vgl. § 8, (13)): 

rri^^) : a;,(^) : rCj^*) = c^ : c^^ : c^^ ; x^^^^ : a;,^^) : x^^^^ =* e^g : Cgg : c^ ; 



(3) 



i 



w { 



•^1 • «^2 • "^8 — ^18 " ^28 • ^83 ; 



(0) Xi IX^ :X^ — Cjj -j- Cj2 + ^13 ' Cgi T" ^22 * ^28 * ^31 ' ^82 "T ^88 * 

Bei gegebenen neun Koeffizienten c^^, sind die Eckpunkte und der 
Einheitspunkt des neuen Koordinatensystems vollkommen bestimmt 
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§ 30, 3—4. 



Infolge der Voraussetzung (2) liegen keine drei dieser vier Punkte 
in gerader Linie^ da (§ 29, (13')) die Determinante der Koordinaten 
von je drei solchen Punkten nach (4) und (5) immer den Wert C 
hat (Anm. 1, IV, 4). 

3. Die Koefftzienten c^^, bei gegebenen Elementen des neuen 
EoordinatenBystenis. Ist umgekehrt das neue Koordinatensystem 
durch die Koordinaten (3) der vier Punkte e^i, e/^, Jj, Jq gegeben, so er- 
hält man zuerst aus (4) mit drei unbestimmten Faktoren n^, n^, n^: 



(6) 



'S J 






^38 — ^8*^2 f 



^82 — *^2*^8 5 

^83 ^^ '^B^'i 



und danach aus (5) mit einem Proportionalitätsfaktor n^ die Glei- 
chungen: 

aus diesen ergeben sich n^, n^, n, bis auf einen Faktor n^ eindeutig und 
alle drei von verschieden, da von den vier gegebenen Punkten 
Jj, J^f Jg, Jq keine drei in einer Geraden liegen dürfen (vgl. §29, (13')). 
Danach sind also die neun Koeffizienten c^^ aus (6) bis auf einen 
gemeinsamen Faktor Uq bestimmt.^^) 

Bei gegebenen Eckpunkten und Einheitspunkt des neuen Koordi- 
natensystems sind die neun Koeffizienten Cj^^ ihren acht Verhaltnissen 
nach eindeutig bestimmt. 

Ihre Determinante ist nach (6): 

4. Die Umkehr der Transformationsformeln (1). Indem wir in 
den Gleichungen (1) den Faktor q nicht ausdrücklich schreiben, haben 
wir statt ihrer, ausgeschrieben oder zusammengefaßt: 

^1=^112/1 + ^12^2 + ^18^8 8 

(8) x^ = c^i^i + Cgjyj + c^y^ ; rr^ = ^ c^^.y^, 

^8 '^ ^l2/l + ^2y2 + ^83y8 A* = 1 2 3 

Durch Auflösung (Anm. 2, II, (2)) nach y^, y^, y^ ergibt sich hieraus: 

C^yi = ^11^1 + f^21^2 + C^31^8 3 

(9) Cy^ = C^^x^ + C^^x^ + CjjTj ; Cy, = ^ Cj^,x„ 

Cyj = ^18^1 + ^23^2 + ^88^8 Z = 1 2 3 
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WO die Koeffizienten (7^^, die ünterdeterminanten der Determinante 
C sind. 

Der für die Verhältnisse yi'- y^ ' y^ bedeutungslose Faktor C soll 
nur stehen bleiben, damit die Gleichungen (9) die genauen Auf- 
lösungen der Gleichungen (8) sind. 

Von jenen gelangt man auch durch Auflösung nach x^y x^, x^ 
zu diesen zurück (Anm. 1, II, (4), (5)), so daß ebensogut die C^, wie 
die Cj^^ als gegeben betrachtet werden können. 

5. Die Transformation der Linienkoordinaten. Sind u^, u^, u^ 
die Koordinaten einer Geraden im alten System E^j E^y E^] E^, so 
ist (vgl. § 21, 2) die Gleichung der Geraden nach § 29, 2: 

u^x^ + u^x^ + u^x^ = 0. 

Durch die Substitution (8) erhält man nun: 

(10) u^x^ + u^x^ + u^x^ = v^y^ + v^y^ + v^y^y 

wo die Koeffizienten die Werte haben: 

^8 ^^ ^13^1 "r ^83^2 1 ^88^8 7 __ 1 O Q 

Die Gleichung der Geraden wird daher im neuen System: 

^lyi + ^^y^ + ^zVz^^y 

und folglich sind nach § 29, 2 t;^, Vg, t?g ihre neuen Koordinaten. 
Umgekehrt folgt aus (11): 






CWg = C^^V^ + ^82^2 + ^88^8 



(12) I CU^ = Cjit?i + (722^2 + ^23^8 ; ^«^* = ^ ^kl'^r 

1 

* = 1, 2, 3. 

6. Bedeutung der EoefQzienten der Transformationsformeln. 
Ebenso wie sich aus (1) die Darstellung (4) der Koordinaten der 
Ecken des neuen Koordinatendreiecks ergab, folgen aus (12) mit 
^i; ^2> ^8 = 1> 0, 0; 0, 1, 0; 0, 0, 1 die Koordinaten von dessen Seiten. 
Weiter aber liefern die Gleichungen (9) und (11) in entsprechender 
Weise die Koordinaten, welche die Ecken und Seiten des alten Drei- 
ecks in bezug auf das neue haben. Indem wir von den Einheits- 
punkten absehen, stellen wir das Ergebnis in dem Satze zusammen: 

Für den Übergang von einem alten Koordinatensystem x^, x^, x^] 
«*!, ^2, Wg ZU einem neuen y^ y^, y^\ v^y v^y v^ gelten die zusammen- 
gehörigen Transformationsformeln (8), (9), (11), (12) und sind: 

Stande, analyt. Geometrie. 1 
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§ 80, 7. 



U/'t • tX/a m (4/0 



(13) 



^11 • ^21 • ^31 
^12 • ^22 • ^32 
^18 • ^23 • ^33 



U^ : ^2 l t(^ — Ojj : Cgi l (y^i 



1^12 • ^22 
— /^13 • ^23 



a 



32 



a 



33 



die alten Koordinaten der neuen Ecken und Seiten und: 

Vi ''Vi^-Vz^ f^n ' Ci2 ' ^18 t;j : t?2 : 1^8 = c^^ 

(14) 



^^ t/* 4*1/' 



12 



13 



— C21 l O^i * ^28 
^ ^81 • ^32 • ^^33 



= C« 



^21 • ^22 • ^33 

= Cjj : C32 * ^8 



die neuen Koordinaten der alten Ecken und Seiten (vgl. § 8, (15); (16)). 

Zusammengehörig nennen wir die Transformationsformeln auch 
mit Rücksi<5ht darauf, daß (9) und (12) die Auflösungen von (8) und 
(11), und (8) und (12) durch die Identität (10) miteinander verknüpft 
sind (Anm. 1, II, (6)), während an sich jede Gruppe von drei Koordi- 
naten x^, x^j x^'^ yi, ^2; ys; ^i> ^2? ^3; ^o ^»^ ^3 j^ ^^ öi^e» gemein- 
samen Faktor unbestimmt bleibt. 

7. Transformation der gemeinen Koordinaten. Bei zwei recht- 
winkligen Koordinatensystemen Oxy und O'x'y sind in der Bezeichnung 
der Fig. 171 die alten Koordinaten der neuen Ecken J^, J2, J^: 

^11 • ^1 • ^31 = Ö^i • t>i I v/5 Cj2 • ^22 • C32 = 0^2 J V2 : U5 Cjg l ^25 * Cjj = Ä^q * ^0 * "'■ 

und die neuen Koordinaten der alten Ecken E^, E^, E^: 

^11 • ^12 • ^13 = ötj • 0^2 • ^5 ^21 • ^22 • ^23 "^ ^1 * ^2 * ^5 ^31 * ^82 * ^38 ^^ ^0 'V^ ''■' 

Daher sind die Formeln § 23, (1), (2), (3), (4) spezieUe Fälle bezüg- 
lich der hier betrachteten Formeln (8), (12), (9), (11); die Bezeichnung 






y\ 



f3LJ3)^3. 



J^jcj'ii^ai 




Jfa^,Q 




J,-^;'izi''jc^'' 



v«>'^«r 






^=0-x^i/j 



^30=x;y;i 



33-V 



X 




Fig. 171. 



Pig. 172. 



^i; ^2^ ^s'j ^i; «^2? ^s; Vu y^y ys'i ^i; ^2? ^3 ^^^^ entspricht der Be- 
zeichnung Xj y, ^; u, Vy 5; x\ y, ^'; u\ v\ s' dort. Der Einheitspunkt 
Jq (x' :y :f =1:1: 1) hat dort die alten Koordinaten a? : y : ^ = a^ + »g 

+ ^0 • *i + *2 + yo • 1- 



§ 30, 8—9. 
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8. Einführung der Koordinaten der neuen Ecken und Seiten 
in die Transformationsformeln. Indem wir die Proportionalitäts- 
faktoren n^, Wg, n^ der Formeln (6) in XjP-\ x^^\ x^^^ aufnehmen, 
geben wir dem erhaltenen Resultate auch folgende Gestalt (§8,(17)): 

Der Übergang von den auf das Dreieck E^E^E^ (Fig. 172) he- 
ssüglidien Koordinaten x^, Uj^ zu den auf das Dreieck JiJ^J^ bezüg- 
lichen Koordinaten i/„ v, wird durch die zusammengehörigen Transfor- 
ma^ionsformeln vermiUeU: 



(15) 



Xr 



-2 



«i^Vi 



n 



k=l,2, 3, 



(16) 






M^W«,, 



ifc =. 1, 2, 3, 



(17) 




Äy,= ^*V^a;„ 



i = 1,2,3, 



(18) 



v.= 




XjF'^k- 



1=1,2, 3. 



Hier sind a;/' die Koordinaten des neuen Eckpunktes J, und m^C* 
die Koordinaten der neuen Seiten i,. Zwischen beiden bestehen die Be- 
siehungen (§ 29, (10); (10'); Anm. 1, 11, (2); (5)): 



(19) 



<) = 






xS'^) 



X, 



(« 



Äa;/) = 



«,('.) 
«»^« 



M^C) 



u 



M 



WO kk^k^ und II J^ je die Permutationen 123, 231, 312 durcMaufen, 
und (Anm. 1, II, (4)): 



(20) 



S = 



a;/i) 



a;i(») 


x^(*) 






a;,(») 


a;,(») 


} 


S»- 


x,(') 


a:«^ 







m/1) 



%V>) j<^(8) 



«,(1) <») Mg(») 
Mjd) M,(*^ M»^"' 



9. Identische Eoyarianten. Nach dem Multiplikationstheorem 
der Determinanten (Anm. 1, V, 2) geht aus (8) für irgend drei Punkte 
x^, x^, «,; a;i('), «jt») «j«»'; x^^-^), aJjC), a;»« (diese nur für § 30, 9 ge- 
brauchte Bezeichnung hat mit der in (3) nichts zu tun) hervor (vgl. 
§ 8, (21)): 



(21) 



und entsprechend aus (12) für drei Gerade. Es folgt daher: 

10» 



«t 


Xij, 


x^ 




Vi 


y» 


ys 


a;/i) 


x,^') 


x,('^ 


- C 


yi'»> 


y,^'^ 


y.''' 


a;,(») 


a;,« 


x,^'^ 




yi'*' 


y,^*> 


J/s^*' 
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§ 30, 10. 



Die Determinanten: 



(22) 



X, 



X, 



2 



X 



rcrc(%W|= ic/1) a:,(^) a;/^) 



x^^^) x,(«) ire<*) 



3 



t^. 



M 



2 



U* 



(220 



(1) 



Wl(») «^g^«) V^^ 



ändern sich, wie auch die drei Punkte oder Geraden gewählt werden 
mögen, heim Übergang von einein Koordinatendreleck zu einem andern 
nur um den FaJctor C (die Suhstituiionsdeterminante), bezüglicli 1 : C. 
Sie heißen identische Kovarianten der Transformation.*') 

Ihr Verschwinden bedeutet nach § 29, 7 bezüglich, daß die drei 
Punkte in gerader Linie liegen, und daß die drei Geraden durch einen 
Punkt gehen. 

Ferner ist auch der Ausdruck: 



(23) 



u^x^ -f~ u^x^ -f- u^x^ 



eine identische Kovariante, da er, gebildet für irgend einen Punkt 
und irgend eine Gerade, nach (10) bei der Transformation ungeändert 
bleibt. 

Mit Rücksicht auf § 29, (10'); (10) kommt er auf die Determi- 
nanten (22) und (22') zurück. 

10. Übergang von den Transformationsformeln auf die Fara- 
meterdarstellungen. Die Transformationsformeln (15) und (16) 
können auch als Parameterdarstellungen der alten Koordinaten xi, x^, 
x^ oder u^j Mg, Wg der Punkte oder Geraden der Ebene betrachtet 
werden. Die Parameter y^, yg, y^ oder t?i, Vg, v^ bedeuten dann selbst 
Dreieckskoordinaten in bezug auf das Dreieck der drei Punkte oc^^\ 
aP\ x(^^ oder der drei Geraden u^^\ u(% wW (Fig. 172). 

Für die Punkte der Seite % des neuen Dreiecks ist nun nach 
§ 28, 16 ^8 = 0, während y^, y^ Zweieckskoordinaten auf der Seite ig 
werden. Daher folgt: 



Ist eine Gerade durch zwei 
Punkte J^ = x^^^\ x^^'^\ x^^^^ und 
J^==x^<^\x^^^\x^^^)gegeben{Vi^AUs), 
so stellen sich die Koordinaten x^y 
x^j x^ ihres laufenden Punktes in 



Ist ein Strahlbüschd durch zwei 
Gerade i^ = u^'^\ u^^^\ u^^^^ und 
i^=u^(^W^\u^i^^gegeben(Fig.n3h\ 
so stellen sich die Koordinaten u^, 
u^y W3 seines laufenden Strahles in 



§ 30, 11. 
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he0ug auf das Dreieck E^E^E^ 
mittels der Formeln: 

(24) \QX,^x^^')y^ + x,^')y, 
QX^ -= ^s^^^^i + ^s^^Va 



>^<'-^;'V 



^Vi'^i^r^j 



JrJt^r^^' 




Fig. 173 a. 



durch die Zweieckskoordinaten y^y 
t/g desselben Punktes in hezug auf 
das Zweieck J^J^ dar. 



bezog auf das Dreieck E^E^E^ 
mittels der Formeln^): 

(24') \qu,^u,('\ + u,^'\ • 
QU^^ u^^^h^ + u^^^)v^ 



i,-u['^iiT< 




Fip. 178 b 



durch die Zweiseitskoordinaten t?j, 
v^ desselben Strahles in beziig auf 
das Zweiseit i^i^ dar. 

11. Übergang von den Transformationsformeln auf die Iden- 
titätensätze. Wir denken uns in den Formeln (15), wo wir links 
wieder den Proportionalitätsfaktor q hinzufügen: 



QX^ = ^/l)t/i + ;r/2)y2 + x^^^^ 



Vz 



(25) 



.(8)^ 



1 

QX^^ x^^^)y^ + x^^'^^y^ + x^^-^y^ 
QX^ = x^^^)y^ + ^3(3)y2 + x^^^hj^ 



unter y^, y^y y^ bestimmte Werte, so daß x^, x^y x^ ebenso wie x^^'^\ 

x^^^\ ^3^^^5 ^\'^\ ^2^^\ ^3^^^ ^1^^^; ^i^% ^3^^^ ©iu bestimmter Punkt ist. 
Schreiben wir nun — y für Qy multiplizieren mit den laufenden Linien- 
koordinaten u^y u^y u^ und summieren, so ergibt sich unter Benutzung 
der Abkürzungen § 29, (11'): 



(26) 



yU+y,U, + y,ü, + y,ü,^0, 



Dies ist die viergliedrige Identität zwischen den linken Seiten der Glei- 
chungen von vier Punkteny die in § 24, 6 dual für gemeine Koordinaten 
abgeleitet wurde. In ihr bedeuten also die Faktoren y^, yg, t/g die 
Dreieckskoordinaten des vierten Punktes ü = in bezug auf das Drei- 
eck der drei andern Punkte U^ = 0, U^ = 0, C/g = 0. 
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Ebenso folgt aus (24) mit ■— y für (> und durch Multiplikation 
mit u^, U2, U3 und Addition: 

(27) yU+y,ü, + y,U,^0, 

Dies ist die in § 24^ 3 und § 29, 6 abgeleitete dreigliedrige Identität 
zwischen den linken Seiten der Gleichungen von drei Punkten einer 
Geraden. In ihr bedeuten also die Faktoren y^, y^ die Zweiecks- 
koordinaten des Punktes ?7 = in bezug auf das Zweieck der beiden 
Punkte üi = 0, CT, - 0. 



IIL Abschnitt. 

Der Raum. 



I. Kapitel. 

Das gemeine KoordinateBsystem. 

§ 31. Die gemeinen Koordinaten eines Punktes. 

1. Das rechtwinklige Koordinatensystem. Das Koordincden- 
system im Räume besteht aus drei gerichteten öeraden (vgl. § 1, 3); 
die durch einen Punkt gehen, und von denen jede auf den beiden 
andern senkrecht steht (Fig. 174). 

Der Punkt heißt der Koordi- 





Fig. 174 



Fig. 175. 



natenanfangspunkt. Die drei Geraden selbst heißen die Koordinaten- 
achsen und werden als x-, y- und ^gr- Achse unterschieden. Die Ebenen 
je zweier Achsen (Fig. 175) heißen die Koordinaieneienen, die yz-, zx- 
und icy-Ebene. 

Der Punkt teilt jede Koordinatenachse in eine positive und 
eine negative HaJbacJise. Je zwei Achsen bilden in ihrer Ebene ein 
ebenes rechtwinkliges Koordinatensystem (vgl. § 10, 1). Die drei Ko- 
ordinatenebenen zerlegen den Raum in acht Ohtanten, 

2. Projektion des Punktes auf die Koordinatenachsen. Drei 
Ebenen, die durch einen Punkt P des Raumes senkrecht zu den drei 
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§ 31, 3—4. 



Koordinatenachsen gelegt werden (Fig. 176), schneiden diese in drei 
Punkten P^, P^ und P^, den orthogonalen Projektionen des Punktes P 
auf die drei Koordinatenachsen. Die relativen Abstände (vgl. § 1, 4) 
dieser Projektionen vom Koordinatenanfangspunkt 0: 

(1) ^=0P,, y=OP^, z^OP, 

heißen die Koordinaten des Punktes^^) P in bezug auf das Koordinaten- 
system Oxy^ (Fig. 174). Sie sind positive oder tiegative Zahlen. Sie 
sind zugleich die Koordinaten der Projektionspunkte je auf ihrer 
Achse (vgl. § 1, 6). Im Gegensatz zu andern Koordinaten werden 
X, y, z Cartesische oder gemeine rechtwinklige oder rechtwinklige ParaUel- 
koordinaten des Punktes genannt. 

3. Eindeutigkeit der Eoordinatenbestinunung. Bei gegebenem 
Koordinatensystem gehören nach § 31, 2 zu jedem Punkte P des 
Raumes drei eindeutig bestimmte Koordinaten x, y, z. 

Umgekehrt bestimmen drei beliebig gegebene Werte von Xy y, z 
die Punkte P^, P^ und P^ (vgl. §1,6) und dann als Durchschnitt 
der drei durch diese Punkte parallel der yz-^ zx- und rry-Ebene ge- 
legten Ebenen den Punkt P. Zu irgend drei als Koordinaten ge- 
gebenen Zahlen x, y, z gehört also ein eindeutig bestimmter Punkt P.^^) 

4. Projektion des Punktes auf die Koordinatenebenen. Die 

drei durch den Punkt P gelegten Ebenen (Fig. 176), die ihn auf die 
Koordinatenachsen projizieren, bilden zusammen mit den Koordinaten- 





^.. 






Fig. 176. 



Fig. 177. 



ebenen ein rechtwinkliges Parallelepipedon, welches neben den bereits 
bezeichneten Ecken 0, P, P^, P^, P^ noch drei weitere Ecken P^^, 
P^^ und P^y bezüglich in der yz-y zx- und icy-Ebene hat (Fig. 177). 
Diese letzteren Punkte sind die orthogonalen Projektionen des Punktes 
P auf die drei Koordinatenebenen. 

Aus der Gleichheit paralleler Kanten des Parallelepipedons folgt, 
daß neben (1) auch: 



§ 31, 5—7. 
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(2) x^P^.F, y-P..P, ^-P.yP 

Die Koordinaten sind daher auch die Abstände des Punktes P von den 
drei Koordinatenehenen. Dabei wird für parallele Gerade gleicher 
Durchlaufungssinn a-ngenommen , so daß z. B. Py^P und OP^ ent- 
weder beide positiv oder beide negativ sind.^') 

Die Projektionspunkte P^,, P,^ und P^^ des Punktes P = x,yyZ 
haben in den ebenen Koordinatensystemen Oys, Ozx und Oxy ihrer 
Ebenen die Koordinaten y, z:^ z, x und x, y (vgl. § 10, 2). 

5. Gebrochener Linienzug der Koordinaten. Neben (1) und 
(2) ist auch: 

(3) x==OP,, y-P.P.y. 

Die drei Koordinaten bilden in dieser Auffassung einen gebrochenen 
Linienzug, der vom Punkte zum Punkte P hinführt (Fig. 178). 

6. Besondere Werte der Koordinaten. Die Koordinaten des 
Anfangspunktes sind x^O, y = 0, z = 0. Für alle Punkte der 
X-Achse ist y = und z = 0, für alle Punkte der yz-Ebene ist x = 0. 



z 



= P P 




Fig. 178. 




a,-brc 



Acht Punkte von gleichen absoluten Werten a, b, c der Koordir 
naten Xy y, z bilden (Fig. 179) die Ecken eines rechtwinkligen Par- 
allelepipedons, dessen Kanten den Achsen parallel sind und dessen 
Mittelpunkt ist (vgl. § 10, 6). 

Alle Punkte von gleichem x liegen auf einer der yz-^heue par- 
allelen Ebene, alle Punkte von gleichen y und z auf einer zur rr- Achse 
parallelen Geraden. 

7. Grundriß und Aufriß des Punktes. In Fig. 177 ist die 
vertikale ^^e^- Ebene als Zeichnungsebene gedacht und sind die nicht 
in dieser Ebene liegenden Punkte und Linien in schiefer Projektion 
dargestellt. Die schiefe Projektion wird dadurch charakterisiert, daß 
die zur Zeichnuugsebene senkrechten Geraden wie OP^^ in einem ge- 
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gebenen Verkürzungsverhältnis und unter einer gegebenen Neigung 
gegen die y-Achse wiedergegeben werden. 

Die Rolle der einzelnen Koordinatenebenen ist hierbei vertausch- 
bar. Wir können auch (Fig. 180) die xy-^hene als vertikal gestellte 
Zeichnungsebene wählen und die ^ic-Ebene horizontal denken. In 
dieser Annahme wollen wir die letztere als Grundrißebene, die erstere 
als Aufrißebene bezeichnen. Wir drehen nun die zx-^h.ene um die 
a? Achse in die Zeichnungsebene hinein, so daß die positive ^-Halb- 
achse, um 90® nach abwärts gedreht, in die negative y-Halbachse 
hineinfallt (Fig. 181). Wir haben dann in x=OP^,tj= P^P^^ = OP^, 
z = P^Pg^= OP^ alle drei Koordinaten ^^ 

in ihrer wahren Größe vor uns. 





Fig. 180. 



Fig. 181. 



Der Punkt P,^ = P' heißt der Grundriß, der Punkt P^^ = P" 
der Aufriß des Punktes P. Grundriß und Aufriß liegen bei hori- 
zontaler a; -Achse stets senkrecht übereinander (Fig. 181). 

Umgekehrt bestimmen zwei beliebige, senkrecht übereinander 
liegende Punkt P' und P", die (Fig. 181) als Grundriß und Aufriß ge- 
geben sind, den Punkt P Denn macht man die obige Drehung der zx- 
Ebene von Fig. 181 zu Fig. 180 wieder rückwärts, so schneiden sich 

die in P' und P" auf der zx- und xy- 
Ebene errichteten Perpendikel, da sie in 
einer Ebene liegen, im Raumpunkte P.^*) 
8. Das schiefwinklige Eoordinaten- 
system. Wenn die drei Koordinaten- 
achsen nicht rechtwinklig zueinander 
sind, sondern beliebige Winkel mit- 
einander bilden (Fig. 182), so projiziert 
man den Punkt P wie in § 31, 3 auf die x-y y- und ^er -Achse, jedoch 
durch drei Ebenen, die der yz-, zx- und xy-Ehene des Koordinaten- 
systems parallel sind. Man erhält dann bei entsprechender Bezeich- 




Fig. 182 



§ 32, 1—3. 
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nnngy wie vorher beim rechtwinkligen Koordinatensystem^ in: 
(4) x=OP^ = P^,P, y^OP^ = P„P, z=-OP.^P^^P 

die schiefwinkligen oder gemeinen schiefwinMigen oder schiefwinkligen 
Parallelkoordinaten des Punktes P. Auch für diese gelten die An- 
gaben § 31, 3 — 6 mit entsprechender Modifikation (vgl. § 10, 6). 




Fig. 183. 



§ 32. Winkel zwischen Geraden nnd Ebenen. 

1. Winkel zweier Geraden im Räume. Zwei Gerade im Räume 
schneiden sich im allgemeinen nicht Unter dem Winkel o zweier ge- 
richteten, begrenzten oder unbegrenzten 
Geraden, g^ und g^ verstehen wir dann 
den Winkel zweier sich in einem 
Punkte schneidendefh Geraden g^ und 
g^\ die mit g^ und g^ bezüglich parallel 
und gleichgerichtet sind (Fig. 183). Als 
Größe dieses Winkels nehmen wir in 
der Regel die absolute Größe des kon- 
kaven Winkels zwischen beiden Schenkeln 
(vgl. §2,1; 2): 

(1) ^=9i9% — 9i9^', 

(2) 0^cD<:r. 

Für cos o kann der Winkel nach § 2, 4 auch in relativer Größe ge- 
nommen werden. 

2. Gerichtete Ebene. Eine mit einem bestimmten Drehungssinne 
begabte Ebene E heißt eine gerichtete Ebene. Ihr Drehungssinn, der 
durch einen auf die Ebene aufgezeichneten lind durchscheinend ge- 
dachten Pfeilbogen angegeben wird (Fig. 184), erscheint von der 
einen Seite der Ebene als positiv (der Be- 
wegung des Uhrzeigers entgegengesetzt), y/ 
von der andern als negativ. Jene heißt X ( J^ 

die positive, diese die negative Seite der /-^ 

Ebene^^) Fig. i84. 

3. Winkel einer Geraden gegen eine 

Ebene. Die senkrechte Projektion einer gerichteten Geraden g auf 
eine gerichtete Ebene jB, d. h. der Ort der senkrechten Projektionen 
aller Punkte von g (vgl. § 31, 4), sei g (Fig. 185). Der Winkel: 

(3) x^Eg=^ gg 
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heißt der Neigungswinkel der Geraden g gegen die Ebene E. Er liegt 

seinem absoluten Werte nach stets zwischen und — , da Aer positive 

Schenkel der Projektion g\ vom Schnittpunkt der Geraden g mit 
der Ebene E an gerechnet, eben derjenige ist, der mit dem positiven 
Schenkel von g einen spitzen Winkel bildet. Je nachdem aber der 
positive Schenkel von g auf der positiven oder negativen Seite der Ebene E 
liegt, wollen tvir die Größe von % positiv oder negativ rechnm, so daß: 

(4) +|>Z>--f- 

4. Winkel einer Geraden gegen die positive Normale einer 
Ebene. Eine gerichtete Gerade n, die eine gerichtete Ebene E senk- 





Fig. 185. 



Fig. 186. 



recht schneidet, heißt die positive oder negative Normale der Ebene, 
je nachdem ihr positiver Schenkel, vom Schnittpunkt mit der 
Ebene an gerechnet, auf der positiven (Fig. 186) oder negativen Seite 
der Ebene liegt. Die positive und negative Normale entsprechen den 

Werten % = "^ und x = — y "^^^ § ^^' ^• 

Der Winkel einer durch gehenden gerichteten Geraden g 
(Fig. 186) gegen die positive Normale n ist nach § 32, 1 seiner ab- 
soluten Größe nach zu nehmen: 

(5) t = ng, 

(6) O^t^TC, 

Er steht zu dem Winkel (3) stets in der Beziehung: 

(7) ^ = i-X- 

6. Winkel zweier gerichteten Ebenen. Unter dem Winkel 
zweier gerichteten Ebenen verstehen wir den (wie in § 32, 1 absoluten) 
Winkel ihrer positiven Normalen.^^) 

6. Begriff der Schraubenbewegung. Dreht sich die Ebene E 
(Fig. 185) in sich selbst um den Punkt in dem ihr aufgeschriebenen 
Drehungssinne, während sie sich gleichzeitig parallel mit sich selbst 
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derart verschiebt, daß der Punkt die Gerade g in deren positiver 
Riehtung durchläuft, so vollzieht die Ebene (oder ein mit ihr starr 

TT 

verbundener starrer Körper) eine Schraubenbewegung, Für % = ±^ 
entsteht die gerade, sonst die schiefe Schraubenbewegung. 

Eine Schraube, die sich in ihrer Schraubenmutter bewegt, oder 
ein Korkmeher beim Ein- und Ausbohren vollzieht eine gerade 
Schraubenbewegung. 

7. Begriff des Sohraubensinnes* Die durch die Ebene E und 
die Gerade g (Fig. 185; 186) nach § 32, 6 bestimmte Schrauben- 
bewegung hat positiven oder negativen Schraubensinn^), je nachdem 
die Gerade g von der negativen auf die positive Seite der Ebene 
läuft oder umgekehrt, je nachdem also: 

(8) f ^ X > (cos V' > 0) oder > ^ ^ - y (cos^» < 0). 

Man kann dies auch so ausdrücken : Beobachten wir die Schrauben- 
bewegung von der positiven Seite der Ebene aus, so daß uns die 
Drehung der Ebene, positiv (entgegengesetzt der Drehung des Uhr- 
zeigers) erscheint, so ist der Sinn der Schraubenbewegung positiv 
oder negativ, je nachdem die Ebene sich auf 
uns zu oder von uns fort bewegt. 

Die gewöhnliche Schraube und der Kork- 
zieher haben sowohl bei ihrer Vorwärts- als bei / 
ihrer Rückwärtsbewegung positiven Schrauben- -^ — 

sinn. Fig. 187. 

In jedem Falle kommt der Zusammenstellung 
einer gerichteten Ebene E und einer gerichteten Geraden g (Fig. 185) 
ein bestimmter positiver oder negativer Schrcmbensinn zu. 

Man kann daher als Symbol des Schraubensinnes die Zusammen- 
stellung eines Pfeilbogens und eines geraden Pfeiles nehmen (Fig. 187). 

8. Sehraubensinn eines Achsensystenis. 
Die Ebenen eines beliebigen schief- oder recht- 
winkligen Achsensystems Oxyz sind durch die 
Reihenfolge ihrer Benennung gerichtete Ebenen. 
Man erhält nämlich den der t/^r-Ebene zu- 
kommenden Drehungssinn (vgl. § 32, 2), in- 0^ 
dem man den positiven Halbstrahl y über 
den konkaven Winkel yz (vgl. § 32, 1) gegen 
; den positiven Halbstrahl z hindreht und 

! analog für die zx- und a?y-Ebene verfährt (in Fig. 188 ist aus der 

Zeichnungsebene yz die j?-Achse nach vorn heraustretend gedacht). 
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Die gerichtete yz-Ehene bestimmt aber nach § 32, 7 in Verbindung 
mit der gerichteten ir-Achse einen (in Fig. 188 positiven) Schrauben- 
sinn, denselben, den auch die ax-lSbenQ mit der y-Achse oder die 
rry-Ebene mit der if-Achse bestimmt. 

Jedes Achsensystem Oxyz erhält somit, der bestimmten Meihen- 
folge seiner Achsen entsprechend, einen positiven oder negativen Schrauben- 
sinn, je nachdern die positive Halbachse z auf der positiven oder negativen 
Seite der gerichteten xy -Ebene liegt (vgl. § 11, 3). 

Insbesondere hat das rechtwinklige Achsensystem Oxyz entweder 
positiven (Fig. 189a) oder negativeu (Fig. 189 b) Schraubensinn. Man 
nennt es auch bezüglich positiv oder negativ orientiert.^*) Ein positiv 
und ein negativ orientiertes rechtwinkliges Achsensjstem können nicht 






-^ 
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Pig. 189. 




derart zur Deckung gebracht werden, daß die gleichnamigen Achsen 
einschließlich ihrer positiven Richtungen alle drei zusammenfallen. 

9. Vertauschung der Achsen. Der Reihenfolge yxz der Achsen 
desselben Systems Oxyz in Fig. 188 entspricht der umgekehrte 
Schraubensinn, wie der vorherigen Reihenfolge xyz, da der Achsen- 
folge yx der entgegengesetzte Drehungssinn der rry- Ebene entspricht, 
wie der Folge xy. 

Überhaupt ändert sich der Schraubensinn eines Achsensysiems bei 
Veriauschung zweier Achsen, 

10. Sohraubensinn dreier gerichteten Geraden. Drei gerichtete 
Gerade x, y, z im Räume, die sich nicht alle in einem Punkte schnei- 
den, haben der Reihenfolge x, y, z entsprechend, einen bestimmten 
Schraubensinn, denjenigen eines Achsensystems, das aus drei ihnen 
parallelen und gleichgerichteten von einem Punkte ausgehenden 
Achsen besteht. 

11. Der Sinus eines Dreikants. Die positiven Halbachsen eioes 
Achsensystems Oxyz mit den sie verbindenden Ebenen bilden ein 
Dreikant (eine Raumecke; Fig. 190). Der von den Kosinus der Winkel 
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zwischen den Kanten (vg . § 32, 1) abhängige Ausdruck (über die Be- 
zeichnung der Quadratwi rzel vgl. § 6, zu (14')) : 

(9) smxyz = fV 1 — (to^^yz — cob^^zx — cos^a:y + ^co^yz • q,o^zx • cosrpt/ 

heißt der Sinus des Dreikants {der Baumecke).^) Dabei soll £ = + 1 
oder — 1 sein, je nachdem der Schraubensinn der Ecke d. h. des 
Achsensystems Oxyz (vgl. § 32, 8) positiv oder negativ ist (vgl. 

§11,(4)). 

Es ist daher: # 

(10) Bmyxz = — HinxyZj 

und entsprechend ändert sich bei jeder Vertauschung zweier Achsen 
das Vorzeichen (vgl. § 32, 9). 

Bei der rechtwinkligen Ecke d. h. dem rechtwinkligen Achsen- 
system Oxyz (Fig. 189) ist nach (9): 

(11) sin xyz = + 1 oder — 1, 

je nachdem das System positiv oder negativ orientiert ist. 

Daß der Ausdruck unter der Wurzel in (9) positiv und sin xyz 
zwischen — 1 und + 1 gelegen ist, wird sich in § 41, 9 ergeben. 



§ 33. Richtangswinkel einer Geraden und Polarkoordinaten 

eines Punktes. 

1* Zwei BichtungBwinkel der gerichteten Geraden. Die Rich- 
tung einer gerichteten begrenzten oder unbegrenzten Geraden g in 
bezug auf das rechtwinklige Koordinatensystem Oxyz wird durch 
zwei Bichtungswinkel fp und ^ bestimmt, 
wobei wir mit Rücksicht auf § 32, 1 an- 
nehmen können, daß die Gerade durch 
geht (Fig. 191). Der eine Winkel q) ist der 
Winkel der Projektion g (vgl. § 32, 3) 
gegen die a? -Achse, seiner relativen Größe 
nach in bezug auf den Drehungssinn der 
ipy- Ebene (vgl. § 32, 8) bestimmt (vgl. 
§ 11, 2): 

(1) <p = xg' (. . . ^ 9 ^ 2;r . . .). 

Der andere Winkel ^ ist der absolute Winkel von g gegen die 
;8f -Achse, die positive Normale der a;y -Ebene (vgl. § 32, (5)): 

(2) ^-^ (0^^^^)- 

Beide Winkel sind dwrch g eindeutig (9 bis auf Vielfache von 2%) he- 
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stimmt und bestimmen auch ihrerseits eindeutig die durch gehende ge- 
richtete Gerade g. Mit 9? nämlich hat man den positiven Halbstrahl 
von g' und damit die durch ihn senkrecht zur a:y- Ebene gelegte und 
von der ;2r-Achse begrenzte Halhebene, In dieser ist dann durch ^ 
der positive Schenkel von g bestimmt. 

2. Drei BiohtungskoBinus der gerichteten Geraden. Da die 
Richtungswinkel ^, ^ g^g^n das Koordinatensystem unsymmetrisch 
sind, benutzt man auch die drei Richtungswinkel (vgl. § 32, 1): 

(3) €c-xg, ß=-Yg, y-zg, 

um die Richtung der gerichteten Geraden g zu bestimmen (Fig. 192), 
oder auch die Kosinus dieser Winkel: 

(4) a = cosa, b = co8ß, c = cosy; 

sie heißen die Bichtungskosinus^) der gerichteten Geraden g. 

Die Winkel a, /3, y und ebenso ihre Kosinus a, b, c sind jedoch 
nicht unabhängig voneinander (vgl. § 33, 7). 

3. BichtangskosiniiB einer ungerichteten Geraden. Entgegen- 
gesetzt gerichtete Gerade haben nach (4) entgegengesetzt gleiche 





Fig. 192. 



Fig. 198. 



Richtungskosinus a, fe, c und — a, — 6, — c (vgl. § 2, 6). Die 
Richtungskosinus einer ungerichteten Geraden sind daher um ein ge- 
meinsames Vorzeichen unbestimmt. 

4. Folarkoordinaten eines Punktes. Die vom Koordinaten- 
anfangspunkt nach einem Punkte P (Fig. 193) laufende Strecke r = OP 
heißt der Leitstrahl (Radius vektor) des Punktes P. Er hat eine be- 
stimmte Länge: 

(5) r = Ö P 

und eine bestimmte Bichtung. 

Diese wird nach § 33, 1 durch die zwei Richtungswinkel: 

(6) g) == xr, ip = ^ 

bestimmt, wo / = OP^^ (Fig. 193) die Projektion der Strecke r=OP 
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auf die ajy-Ebene ist; oder nach § 33, 3 durch die drei Richtungs- 
winkel oder Richtungskosinus: 

(7) a == ^, /3 = yr, y = ^. 

(8) a = cosa, 6 = cos/3, c = cosy. 

Die Größen r, g), ^ oder r, «, j8, y orfer r, a, i&, c heißen die Polar-, 
koordinaten des Punktes P}^) 

Hier ist r, wie in § 12, 5 in doppelter Bedeutung gebraucht, in 
der Regel im Sinne (5), als Schenkel eines Winkel aber für die 
Strecke OP ihrer Richtung nach. 

5. Beziehung zwiscken üC^ y^ z und r, <jp> tp. Hat P die ge- 
meinen Koordinaten Xj y, z und ist: 



(9) '•' = ÖP,„ 

so sind a;, y die gemeinen (vgl. § 31, 4) und /, 9? die Polarkoordinaten 
des Punktes P^^ in dem ebenen System Oxy (vgl. § 12, (9)). Daher ist 

nach § 12, (13 j: 

(10) a; = /cosg), t/ = r'sing). 

Andererseits folgt aus den rechtwinkligen Dreiecken OPP^^ und 
OPP^ der Fig. 193: 

(11) r ^r ' sin^ (> nach (2)), z ^r - cos^. 

Durch Verbindung von (10) und (11) erhält man die gemeinen Ko- 
ordinaten durch die Polarkoordinaten r, q), ip eindeutig ausgedrückt: 

(12) rr = rcosgjsin^, y = rsinysin^, ;ef = rco3^. 

Umgekehrt sind r, ip, tI; durch x, y, z eindeutig "bestimmt mittels der 
aus (10 j und (12) hervorgehenden Gleichungen (vgl. §12,(14)): 

^^y^+y^+z^, cos^==— , (O^t/^^^r), 

(13) 1 ^ ' , . 
cos9 = ^, sin9?=^r, (0^9)<2^); r = Kic^ + yl 



r ' ' r 



In r hat man zugleich den Abstand P^P ^ OP^y des Punktes 
P = x,y,z von der z-Achse (Fig. 193). 

6. Bezieliung zwischen x, y, » und r, a, h, c. Aus den recht- 
winkligen Dreiecken OPP^, OPP^, OPP, in Fig. 193 folgt mit 
Rücksicht auf (5) und (8) und § 31, (1): 

(14) x^ar^ y = bry z=^cr\ 

und umgekehrt, da r bereits aus (13) bekannt ist (vgl. § 12, (10); (11)): 

(15) r = V^ +"y« +TS a = ^, 6 = |-, c = f- 

Staude, analyt. Geometrie. ü 
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Insbesondere hat ein Punkt mit den Polarkoordinateu 1, a, b, c die 
gemeinen Koordinaten (vgl. §12,(12)): 

(16) X <^ a, y = b, ^ = c. 

7. Parameterdarstelliukg und gegenseitige Abhängigkeit der 
Bifihtnngskosinas. Da P in § 33^ 4 ein beliebiger Punkt war, können 
die in § 33, 4 als ein Teil der Polarkoordinateu Ton P auftretendea 
Grrößen (p, ^ und a, b, c als Richtungswinkel und Richtungskosinua 
einer beliebigen gerichteten Geraden g gelten, wie in § 33, 2. Nun 
folgt aber durch Vergleichung von (14) und (12): 

(17) a = co8^sin^, ^»sin^^sin^, c =^ cos^ 
und damit durch Quadrieren und Addieren: 

(18) a« + fe2 + c« = 1. 

Die drei Richttmgskosinus einer gerichteten Geraden sind von derett 
zwei Richtungstoinheln q), ^ mittds der Gleichungen (17) abhängig und 
unter sich stets durch die Gleichung (18) verbunden (vgl. § 11, (12)). 

8« Die Verhältnisse der drei Bichtnngskosinus, Sind daher 
die Verhältnisse der drei Richtungskosinus a, b, c gegeben, etwa: 

(19) , a:b:c = Ä:B:C, 
90 folgt für diese selbst nach (18): 

(20) a = -^=i=, 6 = -.-.---^^-. , c== ^ 



bei unbestimmtem Vorzeichen der Quadratwurzel (vgl. § 11, (14)). 

Drei Größen Ä, J9, C, die sich verhalten wie die drei Kichtungs- 
Tcosinus a, b, c, bestimmen daher (vgl. § 33, 8) die Richtung der un- 
gerichteten Geralden; sie sind homogene Koordinaten einer Richtung ohne 
Rücksicht auf deren Sinn (Pfeilspitze)}^) 

9. Eigenschaften und Anwendung der Polarkoordinaiten r, <jp, %p^ 

AUe Punkte des Raumes, deren Polarkoordinate r den gleichen Wert 
hat, liegen auf einer Kugel, die mit dem Radius r um beschrieben 
istr (Fig. 193). Alle' Punkte von gleichem g? liegen auf einer Halb- 
eb,ene, welche durch die ;?-Achse begrenzt wird (vgl. § 33; 1, Schluß). 
Alle Punkte von gleichem ^ liegen auf einem Halbkegelmantei, der 
durch Rotation des Halbstrahls OP (Fig. 193) um die ;er -Achse be- 
schrieben wird. 

Kugel, Halbebene und Halbkegel schneiden sich in einem einzigem 
Punkte. 

Für den Punkt ist r = 0,. g? und ^ unbestimmt, aber auch un- 
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nötig; für alle Punkte der ^ -Achse ist ^ = oder it, (p unbestimmt, 
aber überflüssig. 

Auf der Erdkugel ist, bei konstantem r, die a:t/-El)ene die Aqua- 

torebene, tp die geographische Länge und ;c = y — > (vgl. §32,(7)) 
die geographische Breite. 

Auf der Himmelslcugel wird entweder der Himmelsäquator oder 
der Horizont als xy -Ebene genommen. Im ersten Falle ist g? die 
BeJctasJsension und % die Deklination; im letzteren ist — (p das Azimut, 
X der JSohenwinkel, ^ die Zenitdistanz. 

10. Eonstruktion des Punktes aus den Polarkoordinaten f\ 
«, jS, y. Alle Punkte von gleicher Polarkoordinate cc liegen auf einem 
Halbkegelmantel k^ um die a;-Achse, alle Punkte von gleichem ß auf 
einem solchen k^ um die y-Achse, alle Punkte von gleichem y auf 
einem solchen k um die j2?-Achse.^^) Um bei gegebenen r, a, ß^ y deü 
Punkt P zu konstruieren, wählen wir die rry-Ebene als Zeichnungs- 
ebene. Der Durchschnitt der Kugel vom Radius r mit der xy-Ehene 
sei der Kreis K (Fig. 194); die Schnittlinien der Kegel k^ und k^ mit 
der xy-Ehene sind die Geraden OJ-i, OÄ^, die den Winkel a mit 
der positiven o: -Achse, und die Ge- 
raden 0J5i, OJBg, die den Winkel ß 
mit der positiven y -Achse bilden. 
Dann sind die Geraden A^Ä^ und ^ 
B^B2 die Projektionen der Schnitt- 
kreise m und n der Kegel k^ und k^ 
mit der Kugel, also ist der Schnitt- 
punkt P^^j der beiden Geraden die ge- 
meinsame Projektion der beiden 
Schnittpunkte, die die Kreise m und 
n miteinander haben. Der Punkt P 
ist von diesen beiden Schnittpunkten 

der auf der positiven oder negativen Seite der a;y- Ebene liegende, 
je nachdem y spitz oder stumpf ist (vgl. § 33, (14)). Legt man nun 
den den Punkt P enthaltenden Halbkreis m als m' (Fig. 194) um 
die Gerade AiA2 in die ^ry-Ebene um, so erscheint P als P' auf der 
Geraden B^B^^ Man erhält also umgekehrt P' als Durchschnitt von 
B^B^ mit dem über A^A^ errichteten Halbkreis m'. Man bekommt 
schließlich P, indem man ein Perpendikel von der Länge z = B^y^ 
auf der rr^^-Ebene errichtet, bei spitzem y nach der positiven, bei 
stumpfem y nach der negativen Seite der a:y-Ebene. 
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Fig. 194. 
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§ 34. Die Koordinaten einer Strecke. 

1. Polarkoordinaten einer Strecke. Eine Strecke PP' im Raume^ 
die von einem Punkte P nach einem Punkte P' hinläuft (Fig. 195), 
hat eine bestimmte absolute Länge (vgl. § 1, 2; § 12, 1): 

(1) s = PP' 

und eine bestimmte Richtmig. Ihre Richtung wird durch ihre drei 
Richtungskosinus (vgl. § 33, 2): 

(2) a = cosSs, 6 = cos^, c = cos^ 

bestimmt, wo s in derselben Weise, wie in § 12, 1 in doppeltem Sinne 
gebraucht wird. 

Wir nennen die absolute Größe s und die Richtungskosinus a, h, c 
die Polarkoordinaten der Strecke}^) ^k 
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2. Gemeine Koordinaten einer Strecke. Sind P^, P^, P^ und 
P;, P/, P; die Projektionen der Endpunkte P und P' auf die Ko- 
ordinatenachsen (vgl. §31,2), so sind die Strecken (Fig. 196): 

(3) ^-^.^:, Y=p^p;, z=p.p: 

die orthogonalen Projektionen der Strecke PP' (vgl. § 12, 2). Man 
betrachtet sie zugleich als die gemeinen reditunfddigen oder redd- 
winkligen ParaUd-KoordincUen der Strecke. Haben nun P und P' die 
gemeinen Koordinaten x, tßj z und Xj y\ z\ so folgt nach § 31, 2 und 

§ 1, (5): 

Die Koordinaten der Strecke steüen sidi durch die KoordiwUen 

ihrer Endpunkte in der Weise dar: 

(4) X^x —X, Y^y —y, Z = z — e. 

3« Beziehung zwischen gemeinen und Folarkoordinaten einer 
Strecke« Ist allgemein AS die orthogonale Projektion einer Strecke 
AB auf die gerichtete Gerade x (Fig. 197), so ist: 
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(5) AB' = AB . cosxs, 

wo unter dem Kosinus, wie in § 12, (5), s die Strecke AB ihrer 
Richtung nach bedeutet. 

Infolge dieses Satzes ergeben sich zwischen gemeinen und Polar- 
koordinaten der Strecke die Beziehungen (vgl. § 12, (7); (8)): 

(6) x' — x = as, y —y = is, z — z=^cs, 
aus denen mit Rücksicht auf §33,(18) folgt: 



(7) 



a =« 



X — X 



y —y 



c = 



z — z 



S ' 5 ' S 




^h-^-JC 



Fig. 197. 



4. Beziehung zwischen einer Strecke 
und ihren Koordinaten. Die Strecke PP' 
bestimmt ihre Koordinaten eindeutig, aber nicht umgekehrt. Denn 
parallelgerichtete und gleichlange Strecken haben dieselben Koordi- 
naten (vgl. Fig. 198 und *§ 12, 4). 

Durch die Koordinaten x, y, z ihres Anfangspunktes P und ihre 
eigenen Koordinaten s, a, h, c oder X, F, Z ist dagegen die Strecke 




x^y^z. 




y 




Fig. 198. 



Fig lb9. 



vollkommen bestimmt, da alsdann die Formeln (6) oder (4) auch die 
Koordinaten x ^ y\ z des Endpunktes liefern. 

5. Geschlossene Streckenpolygone. Schließt sich von drei 
Strecken mit den Koordinaten 'K^Y^Z^^ X^T^Z^, X^Y^Z^ die zweite 
an die erste und die dritte an die zweite an, so ist mit der Fig. 199 
angegebenen Bezeichnung der Eckpunkte nach (4): 

Aj = Xq 5^2 j -^2 = ^1 ^3) A3 = X^ X^y 

^1 = 2/3-3/2. 5^2 = yi -yz7 



^1 = % — ^ij 

und daher: 



Z^ = z^ 



's 7 



^3 = 2/2' - yu 
^3 ^^ ^2 ^1 
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Daraus folgt aber (Fig. 200): 

Immer dann und nur dann, wenn drei Strecken ein (auch dem 
Sinne der Seiten nach) geschlossenes Dreiedi büden, sind die Summen 




'X,Y,z, 



(8) 




Fig. 200. 



K^ ihrer gleichnamigen Koordinaten NuU : ^*) 

Xi + ^ + X3 = 0, 
Y, + T, + Y, = 0, 
Z,+ Z, + ^3=0. 

^^ In gleicher Weise ergibt sich, daß für 
vier Strecken, die ein geschlossenes 
(windschiefes) Viereck bilden: 

Z, + Z, + Z, + Z^^ 0; 

und analog für jedes geschlossene Streckenpolygon (vgl. § 12, 7). 

6. Strecken auf einer und derselben Geraden. Kommen auf 
derselben gerichteten Geraden g mit den Richtungskosinus a, b^ c 
mehrere Strecken PP'^ QQ' (Fig. 201) in Betracht, so haben diese 
nach § 34, 1 die Polarkoordinaten s, a, 6, c oder 5, — a, — 6, — c 

(vgl. § 33, 3), wenn s ihre absolute 
Länge ist. Es ist aber in solchem 



(9) 




(lihc 



(SrO-r^rC) 



kz 



y 



a 




y 



^3c 



Fig. 201. 



Fig. 202. 



Falle oft zweckmäßiger, s, a, b, c und — 5, a, &, c als ihre Polar- 
koordinaten anzusehen, also allen Strecken dieselben Richtungskosinus 
a, 6, c zu geben und ihre Länge 5 relativ, also positiv oder negativ 
zu nehmen, je nachdem ihre Richtung mit der von g übereinstimmt 
oder ihr entgegengesetzt ist (vgl. § 12, 8). 

Die Formeln (6) behalten auch bei dieser veränderten Auffassung 
der Polarkoordinaten einer Strecke ihre Gültigkeit, da sie nur von den 
Produkten as, bSy es abhängen. 

7. Teilung einer Strecke. Seien (Fig. 202) P^ = x^, y^, z^ und 
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JP^ = X2f y^, z^ zwei Punkte und P = x, y^ z derjenige Punkt, der die 
Strecke PiP^ im Verhältnis A teilt (vgl. § 3, 1), so daß: 



(10) 



P,P 



A. 



Sind dann a, &, c die Richtungskosinus der Strecke P1P2, so 
haben die Strecken ^^^ ^^^ -^2^ ^™ Sinne von §34,6 die Polar- 
koordinaten V^Vy a, fe, c und T^IB^ a, 6, c, so daß nach (6): 

a: — rri = PiP-a, y-y^ = P^P-h, z-^e^^P^P c, 
X — x^=^ P^P • a, y — y2=^ P^P '^y z — z^ = P^P ' c. 
Hieraus folgt durch Division mit Rücksicht auf (10): 

eil) ?_~A =^ i y — Vi , 

^ ^ x — x^ ^ y ~y^' 

und durch Auflösen nach x, y, z: 

Die Koordinaten x, y, z des Punktes, der die Strecke der Punkte 
^1} Vi} ^1 '^^^^ ^8; Vif ^8 ^^ Verhältnis k teilt, sind (vgl. § 12, (18)): 






(12) 



X = 



•Ji'i ~^~ A «A/a 



y 



yi 






z = 



l^r. 



(13) 



Der Mittelpunkt der Strecke hat die Koordinaten: 



X = 



y = ^'+^ 



Ä ^^h^j,> 



p,(afi,c^ 



§ 35. Der Winkel zweier gerichteten Geraden und seine Teilung. 

1* Kosinus und Sinus des Winkels zweier gerichteten Geraden. 

Die Richtungskosinus zweier sich schneidenden oder nicht schneiden- 
den gerichteten Geraden seien öi, 61, i^z 
<?i und agj, &2, Cj. Ihr Winkel %^ =PiP2 
ist nach § 32, 1 identisch mit dem 
Winkel zweier parallelen und gleich- 
gerichteten von ausgehenden Geraden 
p^ und pg. Auf deren positiven Schen- 
keln tragen wir von aus die Längen 
OP^ = ÖP2 = 1 (Fig. 203) ab. Die ^^^ 
Punkte Pi und P^ haben nach § 33, (16) die Koordinaten x^y, z = 
^19 ^ij ^1 "^^ ^8? ^2? ^2* Daher ist nach § 34, (7) für ihre absolute 
Entfernung d: 

d' = (a, - a,y + (b, - b,y + (c, - c,y 

oder nach §33,(18): 




Fig. 203. 
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Andererseits ist aber nach dem Eosinussatz: 



d^ = OP^^ + OP^^ - 2. OPj . OP^ . cos-^ - 2 - 2cos^. 

Durch Vergleichung beider Gleichungen ergibt sich für den Kosinus 
des Winkels zweier Geraden von den Richtungskosinus a^, \, c^ und 

(1) cos^ = a^a^ + ftiftj + c^c^' 
Danach ist weiter: 

sin^-Ö- = 1 — {a^a^ + &162 + ^1^2)^ 

= {\ C^ - 62 C^y + (Ci «2 — ^2 ^if + (^3 ^2 — 0^2 ^)^ • 

also da %• nach § 32, (2) zwischen und % liegen soll: 

(2) sind- = y (6i rg — feg c^y + (q a^ — c^ a^)* + (a^ fe^ — «2 ^i)^- 

Wenn die eine der beiden gegebenen Geraden ihre Pfeilspitze wechselt^ 
ändert (vgl. § 33, 3) cos -9^ sein Vorzeichen (vgl. § 13, 1). 

3. Senkrechte und parallele Gerade. Nach (1) ist der Winkel %- 
spitz oder stumpf, je nachdem: 

(3) a^a^ + 6j l^ + c^(^>0 oder < 0; 

ist femer '9' = , wenn: 

(4) a^a^ + 6j&2 + qcj = 0. 

Die beiden Geraden siiid in diesem Falle senkrecht zueinander. 
Nach (2) ist # = oder jr, wenn: 

(5) «1 : fei : q = »2 : 62 • ^2 • 

Daß in diesem Falle die beiden Gerade gUichsififtig oder ungleich- 
sinnig parallel sind, geht schon aus § 33, 8 hervor (vgl. § 13, 2). 

3. Teilung des Winkels zweier Geraden. In 
der Ebene zweier sich schneidenden gerichteten 
^jpt Geraden p-^ und ^2 bilden die von zwei gleich- 
namigen Schenkeln begrenzten (in Fig. 204 schraf- 
fierten) Felder die innere, die von zwei ungleich- 
namigen Schenkeln begrenzten Felder die äußere 
WinkelfläcJie (vgl. § 4, 1). Es gibt nun eine be- 
stimmte ungerichtete Gerade p, die den Winkel 
der beiden gerichteten Geraden p^ und p^ in be- 
Fig. 204. stimmtem Sinusverhältnis teilt, so daß: 
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(6) 



sin p^p 



= L 



Ä^^AV 



Dabei ist A positiv oder negativ, je nachdem p der äußern oder inuern 
Winkelfläehe angehört (§ 4, 2). Wir lassen jetzt die beiden Geraden p^ 
und 2>2, wie in § 35, 1, von ausgehen a^ 

(Fig. 205) und tragen wie dort auf ihren 
positiven Schenkeln in der Entfernung 
1 von die Punkte Pj und P^ ab, 
deren Koordinaten mit den Richtungs- 
kosinus von p^ und jpg identisch sind. 
Ist dann P der Schnittpunkt der Ge- 
raden p mit der Verbindungslinie der 
Punkte P^ und Pg, so ist, nach § 5, (1) 
mit «1 — «2, neben (6) auch: 

(7) 




p (tbVW) 

p/afi^cj 

— ^y 



Fig. 205. 






Der Punkt P hat daher nach § 34, (12) die Koordinaten: 

^1 ^^2 



X 



1 — X ' 






X — l 



Sind nun w, v, w die Richtungskosinus und r die absolute Länge des 
Leitstrahles OP, so ist nach § 33, (15) und (18) und § 35, (1) mit 



■■=c^?)+(^-)'+rT^T- 



u = 



Xa, 



{1 — X)r^ '^^'(i^^i)r^ 



W ^ \ — 



(1- 



^y 



Da aber w, t;, w oder — w, — v, — w zugleich die Richtungskosinus 
von p sind (vgl. § 33, 3), so ergibt sich (Fig. 205): 

Die JRicktungskosinus derjenigen ungerichteten Geraden, die den 
Winkel d' zweier gerichteten Geraden a^, \, q und a^, 6g, Cg im Sinus- 
verhältnis k teilt, sind: 






Xa, 



V === 



&i —Xbt 



w 



C\ ^^s 



(8) 

^=]/l — 2AcosO" + ^2. 

Die Quadratwurzel bleibt im Vorzeichen unbestimmt (vgl. § 13, 6). 

4. Die Halbierungslinien eines Winkels. Den Werten A = — 1 
und A = + 1 entsprechen die innere \ und äußere Halbierungslinie 
\ des Winkels PiP^- Für die Richtungskosinus derselben folgt da- 
her aus (8), wie § 13, 6: 
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(9) 



Mj- 



«I +«. 



, »1 = 






Q 



, W?l- 



w;. 






'-^,^ P-±2sin?- 



§ 36. Die Koordinaten eines Dreiecks im Baume. 

1. Folarkoordinaten einer Dreieoksfläohe. Drei Punkte Ä, B, C 
des Raumes, die nicht in einer Geraden liegen (Fig. 206), bestimmen 
ein Dreieck, Dieses hat einen bestimmten absolut gerechneten Flächen- 
inhalt: 

(1) ^^ ABC. 

Es macht ferner die Ebene, in der es liegt, zu ei»ier gerichteten 
Ebene (§ 32, 2), indem es durch die Reihenfolge der Ecken- A, B, C 
einen Drehungssinn bestimmt (§ 15, 1). Diejenige Seite der Ebene, 
von der aus dieses Drehungssinn positiv erscheint, gilt als positive 



fi{dbc) 





Fig. 206. 



Fig. 207. 



Seite des Dreiecks, bezüglich der Ebene. Die nach dieser Seite laufende 
Normale n ist die positive Normale des Dreiecks, bezüglich der Ebene. 

Wir nennen den absoluten Flächeninhalt ^ und die Bichtungs- 
kosinus a, 6, c der positiven Normale die Folarkoordinaten des Dreiecks.^^) 

2. Die Orthogonalprojektion des Dreieoks. Die orthogonalen 
Projektionen A', B\ C der Ecken des Dreiecks ABC auf eine Ebene E 
bestimmen die orthogonale Projektion A'B'C des Dreiecks (Fig. 207). 
Auch diese hat im Sinne von § 36, 1 ihre positive Seite, von der aus 
die der Reihenfolge der Ecken A\ B\ C entsprechende Drehung (a in 
Fig. 207) positiv erscheint. 

Ist nun aber für die Ebene E selbst unabhängig von dem Dreieck 
ihr Drehungssinn (/3 in Fig. 207), beziehungsweise ihre positive Nor- 
male m angegeben, so stimmt die positive Seite der Projektion A'B'C 
mit der positiven Seite der gerichteten Ebene entweder überein (wie 
in Fig. 207) oder nicht. Im ersten Falle soll der Flächenitihdlt der 
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Projektion, den wir mit: 

(2) ^E-A'B'C 

bezeichnen, <üs positiv, im zweiten cHs negativ gelten. 

In diesem Sinne ist der Flächeninhalt der Projektion AB'C 
eines Dreiecks ABC, dessen positive Normale n ist, auf eine gerichtete 
Ebene mit der positiven Normode w(vgL § 34, (5)): 

(3) AB' C = l^BC . cos mit, 

3. Gemeine Koordinaten des Dreiecks. Die Koordinatenebenen 
sind gerichtete Ebenen (vgl. § 32, 8); daher sind die Projektionen 
Jy^, z/.^, J^y eines Dreiecks P^P^T^ 
auf sie (Fig. 208) im Sinne von § 36, 2 
aufzufassen. 

Wir nennen diese Projektionen 
die gemeinen Koordinaten des Dreiecks 
(vgl. § 34, 2). 

4« Beziehung zwischen ge- 
meinen und Polarkoordinaten. Aus 

(3) folgt daher: 

Zwischen den gemeinen Koordi- 
naten ^y^, J^^, z/^y und den Polar- 
koordinaten /i, a, b, c (§ 36, 1) eines Dreiecks bestehen die Begehungen: 

(4) 4, = ^^a, ^,^ = z/&, ^^y = ^c 
und umgekehrt: 

(5) j==y^ü-j,i+j7y, a=4% 6=-^-, '^=-f- 

Die gemeinen Koordinaten bestimmen also eindeutig die absolute 
Größe und die Richtung der positiven Normale des Dreiecks. 

5. Darstellung der Koordinaten des Dreiecks durch, die 
Koordinaten der Eckpunkte. Die Koordinaten der Eckpunkte Pj, 

Pg, Pg des Dreiecks seien x^, y^, z^] x^, y^, z^'i ^^jV^yh- ^^^ ■^^^" 
punkte der Projektion ^^^ (Fig. 208) in bezug auf das ebene System 
Oxy sind nach §31,4 x^,y^''^ ^2» 2/2? ^zyVz' Entsprechendes gilt für 
^ys und z^^a-. Daher ist nach § 15, (6): 




(6) 



2^y,= 



Vi 
Vi 
Vi 



z, 



% 



% 



1 
1 
1 



2^,.= 



'2 



'8 



^1 



X. 



s 



1 
1 

1 



2^xi,= 






*VQ 



Vi 

Vi 



1 
1 
1 



Mittels (5) sind danach auch die Polarköordinaten des Dreiecks durch 
die Koordinaten der Eckpunkte ausgedrückt (vgl. § 34, (7)). 
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§ 37. Die Transformation der Koordinaten. 

1« Übergang von einem Koordinatensysteni zu einem parallelen« 
Es sei (Fig. 209) Oxyz das ursprüngliche Koordinatensystem und 
0' X y z ein neues Koordinatensystem, dessen Achsen x\ y', z be- 
züglich mit den Achsen x^ y, z parallel und gleichgerichtet sind^ und 
dessen Anfangspunkt 0' in bezug auf Oxyz die Koordinaten Xq,, 
y^y Zq hat. Alsdann ist zunächst: 

WO 0^, Oyy 0/ die Projektionen von 0' auf die Achsen x, y, z sind 
(vgl. § 31, 2), und femer für die Koordinaten eines beliebigen 
Punktes P in bezug auf die beiden Koordinatensysteme (vgl. § 14, 1): 

x=OP,, y-'OP^, z=OP„ 
x'=0'P^, y'^O'P^, ^'^-CyP,, 

WO die Projektionen P^, Py, P^ und P^,, P^,, P^. des Punktes P auf 
je zwei gleichnamige parallele Achsen durch dieselbe projizierende 



P'JcyZ'^Ti^ 




Fig. 209. 




Fig. 210. 



Ebene ausgeschnitten werden. Es besteht nun zwischen den der x- 
und rc'- Achse angehörigen Strecken (Fig. 209) die Beziehung: 

0P,^00:+0:P^^00:+0'P^ oder x^x, + x\ 
und ebenso für die anderen Achsen. 

Zwischen den Koordinaten x^y^ z und x, y, z' eines und desselben 
Punktes P in bezug auf zwei parallele Systeme, ein altes Oxyz und 
ein neues 0' x y z bestehen die Formeln: 

(1) X = Xq + x\ y=^y^ + y\ z^Z^-\-z\ 

^ö iCo, ^0, Zq die Koordinaten des neuen Anfangspunktes im alten 
System sind}^) 

Dieser Satz gilt mit gleicher Ableitung auch für zwei parallele 
schiefwinJclige Systeme. 
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2« Übergang von einem rechtwinkligen zu einem konzen- 
trischen schiefwinkligen System. Es sei (Fig. 210) Oxyis das 
ursprüngliche rechtwinklige Koordinatensystem. Die von aus- 
gehenden Achsen eines schiefwinkligen Systems O^ril sollen durch 
ihre Richtungskosinus o,\)\i c^'^ a^^h^, c^ und «3, 63, Cg gegeben sein 
(vgl. § 14, 2). . ; . 

Alsdann sind zunächst (vgl. Fig. 210) die schiefwinkligen Koordi- 
naten I, 1?, S eines Punktes P nach § 31, 8: 

l^op^, n-OF,^, i^op^. 

Zugleich haben die Strecken OP^, OP^j = P^P^^, 0P^= P^^^P 
{vgl. § 31, (3)) in bezug auf das alte System Oxy^ im Sinne von 
§ 34, 6 die Polarkoordinaten: 

*; ^19 \} ^xy Vf ^29 ^29 ^2» S; ^3> ^3; ^8? 
also nach § 34, (6) die gemeinen Koordinsjten: 

^1^7 h^y ^iS; ^2Vy hVy (^iVf ^<hty htf ^«S- 

Da andererseits die Strecke PO nach § 34, (4) die gemeinen 
Koordinaten: —x, — y, — ^ hat und di^ vier Strecken OP^^ P^P^, 
P^tjPy PO ein geschlossenes Polygon bilden, so ist nach §34 (9): 

Zum Übergang von einem rechtwinkligen System Oxyz zu einem 
schiefwinkligen System O^i^J, dessen Achsen in bemg auf jenes die 
Richtungskosinus a^, \y c^; a^, \j e^'t ßg, 63, c^ haben, dienen die 
Formeln *^) ; 

X ^ aj^^ + a^rj + a^t y 
(2) \y-\^+hri+ht, 



Ist nun: 



(3) 



D 



Aj a, 

h 

C, 



8 






1 ^2 ^^ 

die Determinante der Richtungskosinus der schiefwinkligen Achsen |, 
iy, i gegen das rechtwinklige System Oxyz und sind: 

(4) B^^e^a^ — c^a^, B^ ^ c^a^ — c^a^y B^ = c^a^— c^a^, 

die Unterdeterminanten von D, so folgt durch Auflösung (Anm. 2, 11, 1) 
der Gleichungen (2): 
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(ft) iDfi^A^x + B^y + C.jg, 

Dt--Ä,x + B^y+C,e. 

Damit sind die neuen Koordinaten |, iy, f durch die alten x, y, z dar- 
gestellt (vgl. § 14, (4)). 

3. Der Wert der Determinante der nenn ItiohtungskoBitiuB« 
Bezeichnen wir mit: 



<»1 «8+^1 63+ ^1^1 

I 



2 



+ v 



+ c,^\ 



1 

c 
b 



c 
1 
a 



b 
a 
1 



(6) a = cos 1^5, 6 = cos gl, c = cos|i^ 

die Kosinus der Winkel der schiefwinkligen Achsen gegeneinander^ 
so daß nach § 35, (1): 

a = a^aj + &2&8 + CjCj, 

(7) 6 =- a^a^ + b^b^ + c^c^j 

€ -^a^a^ + b^b^ + c^c^, 

so ist nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten (Anm. 1^ 
V, 2) mit Rücksicht auf § 33, (18): 

oder: 

(8) D = sVY^ a^ - W- c^ + 2abc, £ = ±1. 

Die Determinante D hängt also ihrem absoluten Werte nach nicht 
mehr von den Bichtungskosinus a^, i^, c^; flfj, 627 ^2? ^8? ^3; ^3> sondern 
nur von den Winkeln der Achsen |, 1^, S untereinander ab (vgl. (6)). 
Sie ändert somit ihren absoluten Wert bei einer Drehung des starr 
gedachten Systems O^i^S {der ,,Ecke Ol^rj^^^) um den Punkt nicht 

und kann daher bei einer solchen auch ihr 

Vorzeichen nicht ändern. Man kann diesea 

-^ folglich aus einer speziellen Lage bestimmen. 

Legt man zu dem Ende das starre 
■^je System O^ri^ so, daß die positive |- Achse 
in die positive ir-Achse fällt, also a^ = 1^ 
61 = 0, Ci == wird, so kann es sich nun- 
mehr noch um die 2;-Achse drehen. Bei 
Fjg 211. einer vollen Drehung um die a;- Achse kommt 

die 1^- Achse, die einen Kotationskegel be- 
schreibt, zweimal in die a;y- Ebene zu liegen (als iy oder iy* in Fig. 211), 
wobei c^ — Q wird. In einer dieser Lagen bildet sie mit der j^- Achse 
einen spitzen Winkel (62 > 0), in der andern einen stumpfen (b^ < 0). 
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Wir legen sie in die erstere Lage^ wodurch die a;y- Ebene und 5^ -Ebene 
gleichen Drehungssinn (Fig. 211), also gleiche positive Seiten (vgl. 
§ 32, 2) erhalten. Mit den Werten a^ = 1, fe, = 0, c^ « 0; c^, == 
wird nun nach (3) D^&gCj, hat also wegen b^^O das Vorzeichen von 
^3* Je nachdem daher der Winkel'jsrg spii» oder stumpf ist, d. h. die 
Z' und g- Achse auf gleicher oder auf ungleichen Seiten der vereinigten 
xy- und giy-Ebene liegen, ist 2) > oder < 0, d. h. nach §32, 8: 

Je nachdem die beiden Koordinatensysteme ^ das rechtwinklige 
Oxyz und das schiefwinklige O^r^^, gleich oder ungleich orientiert 
sind, ist die Determinante D positiv oder negativ, ist also in (8) 
« = + 1 oder £ = — 1. 

Bei positiv orientiertem System Oxyz ist daher nach § 32, (9) 
D der Sinus der Ecke irjt' 

Die Determinante der netm Bicktangskosinus der drei (gerichteten) 
Kanten |, iy, S ^war Ecke (F\g. 212) in hezug auf ein (positiv orien- 
tiertes) rechtwinkliges Koordinatensystem Oxyz ist: 

(9) 



2)=- «2 ^2. ^2! ==siu5??J;, 



a 



3 



(vgl. § 14, (3)). 

4. Übergang von einem rechtwinkligen zu einem konzen- 
trischen reohtwinkligen System.^^) Ist das neue System 0|)jS ebenso 



^«h^^^ 



fl(aj^c^> 








n<^^2> 



y 



^BioA^t) 



Fig. 212. 



Fig. 218. 



wie das alte rechtwinklig (Fig. 213), so werden die Kosinus (6)* 
a=aO, ft^O, c = und damit (vgl. § 32, (11)) die Determinante 
der neun Richtungskosinus: 

(10) D = + 1 oder - 1, 

je nachdem das neue System positiv (wie das alte) oder negativ 
orientiert ist.^^) 

Die Gleichungen (2) gelten auch jetzt noch, aber ihren Auflösungen (5) 



176 



§ 37, Ö. 



kann man eine einfachere Form geben. Durch Multiplikation der 
drei Gleichungen (2) bezüglich mit a^, 6^, c^ oder a,, b^, c^ oder 
^8; ^3' ^ ^^^ Addition folgt nämlich mit Hinblick auf (7)^ wo jetzt 
a = 0, fe = 0, c = 0, und § 33, (18): 

Die Vergleichung dieser Formeln (11) mit den Formeln (5) gibt 
für D = + 1 für die Unterdeterminanten (4): 

^1 = &i , B^^b^, B^ = b^, 

5. Übergang von einem rechtwinkligen zu einem nicht- 
konzentrischen schiefwinkligen System. Sei in bezug auf ein 

ursprüngliches rechtwinkliges System 
Oxyz ein neues schiefwinkliges System 
52^^ 5 durch die Koordinaten x^yy^^ Zq 
seines Anfangspunktes Sl und die Rich- 
tungskosinus a_i, 6^, c^; «2, &2> ^2 ^^^ 



(12) 



Zi^ 




/Sl-ic^y^z, 



a 



8? 



6g, Cg seiner Achsen 5, iy, g ge- 




•y 



Fig. 214. 



geben. Man la^se dann von Sl 
(Fig. 214) ein drittes mit Oxyz pa- 
ralleles System Slx'yz' ausgehen und 
bezeichne mit x, y, Z] ^, rj, ^' x\ 
y\ z die Koordinaten eines Punktes 
P mit bezug auf die drei Systeme. Dann ist nach (1): 

x=^x^-\-x\ y^y^-^y, ^^^o + ^' 

und, da die Richtungskosinus der Achsen |, iy, % gegen Slx'y z die- 
selben sind, wie gegen Oxyz (vgl. § 32, 1), nach (2): 

X = a^l + a^ri + «gg, i/' = 6^1 + b^ri + b^l, z « q| + ^2^? -f c.,i. 

Zwischen x, y, z und i,, ri^ l bestehen daher die Formeln: 

und umgekehrt wie in § 37, 2 : 

I Dg = Aix^x,) + B,{y^y^) + C,(z-z,), 
(14) Dri^Ä,(x-Xo) + B,(y-y,) + C,{z^z,\ 

Di =- A^ix-x^) + B.iy-y^) + C^{z-z^. 



(13) 
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Mit x = 0, y = 0, ;2f=0 erhält man aus (14) für die Koordinaten 
^0? Vo9 So ^^^ alten Anfangspunktes im neuen System: 

Dgo = — ^1^0 — ^i2/o - C^^oy 

(15) " ^% Ai^o — ^tVo - C'a^o? 

Damit aber kann man die Formeln (14) in die einfachere Form 
bringen (vgl. § 14, (14)): 

Dl = D§o + A^ + Ay + ^1^, 

(16) I D»? = 2)7?o+ ^2^ + B^y + C^;^, 

De = JDeo + ^3^ + ^32/ + c^3^- 

6. Übergang von einem rechtwinkligen System zu einem be- 
liebigen neuen rechtwinkligen System. Ist das System Sli^rit, recht- 







ri(aj>^c^) 







=^o%L 



^y(\\V 



cofa^a^a^) 



Fig. 215. 







^^''' • -> 



Fig. 216. 



^y 



^(^A<^j> 



winklig und positiv orientiert vrie Oxyz, so gelten die Formeln (13) 
unverändert,^^) und aus (14) wird mit Rücksicht auf (10) und (12): 

(17) '»?= «2(^-^0) + hiy-Vo) + (^2(^-^0)^ 

1 £ = as(x-Xo) + h(y — yo) + <^zi^ — ^o) 

oder mit den neuen Koordinaten des alten Anfangspunktes (Fig. 215): 

[ lo = — ^1^0 — hyo - ^1^0» 

(18) % = - «2^0 - hyo - ^2^0; 

l So = — %^o — hyo — <k^Q 

einfacher und mit (13) gleichförmig (vgl. § 14, (18)): 

' g = |o + ^i^ + ^iy + ^i^; 

(19) N = '^0 + ^2^ + hy + (^2^j 

. £ = So + 0^3^ + hy + ^s^- 



Staude, analyt. Geometrie. 
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7. Übergang von einem schiefwinkligen bu einem konzen* 
trisohen schiefwinkligen System. Zwei konzentrische schiefwinklige 
Systeme O^rjt und O^'rj'^' beziehen wir zunächst (Fig. 216) auf ein 
konzentrisches rechtwinkliges Oxyz. In bezug auf dieses haben die 
Achsen ^,r}, t ^^^ Richtungskosinus a^, 6i, c^; üi,\, c^; «j, &$; c^ und 
S', ri\ g' die Richtungskosinus a^', h^, c^\ a^', ft,', c^\ a^, feg', Cg'. Dann 
ist nach (5) und (2): 

Dg = A,x + B,y + C,z, x = a/g' + ö/V + a/^, 

Dri = ^,a; + ^^y + C^^. V - KV + V^' + V£'; 
Dg = ^«a: + Bgy + C^z, z = c/g' + c/V + Ca'r 

Die Elimination von Xy y, z ergibt hieraus zunächst für |: 
Da aber nach (4) und (9): 

so ergibt sich schließlich unabhängig von dem rechtwinkligen 
System Oxyz: 

Zwischen den Koordinaten 6, i?, S und ^\ iy', {;' in bezug auf zwei 
l'on zentrische schiefwinklige Koordinatensysteme bestehen die Gleichungen: 

isingi^g. I = sing'i^S;-!' + sin^iyg- ?/' + sing'i^g- £', 
singi^g. 1?« singre- r + singV£ • V + singe'& • g', 
singiyg- g =sin|?^|'. g' + singiyiy'- ^ + sing»/g'- g', 

i(;o (Zie Koeffizienten die Sinus der bezüglichen Ecken sind (vgl. 

§ 14, (19)). 

§ 38. Die Eulerschen Winkel. 

1. Die Enotenlinie und die Knotenpunkte zweier rechtwink- 
ligen Koordinatensysteme Oxyz und Ogi^^. Es seien Oxyz und 
0|i?J (Fig. 217) zwei konzentrische positiv orientierte rechtwinklige 
Koordinatensysteme. Die a;t/-Ebene sei horizontal gestellt, die positive 
^- Achse nach oben gerichtet. Wir markieren den positiven Drehungs- 
sinn der xy- und ^^ -Ebene je auf einem Kreise, der in der Ebene 
mit dem Radius 1 um beschrieben ist. 

Die beiden Ebenen schneiden sich in einer Geraden ky welche 
die Knotenlinie der beiden Systeme heißt. Ihre Schnittpunkte X^ 



§ 38, 2—3. 
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und Xj mit dem Einheitskreis werden als aufsteigender und absteigender 
Knotenpunkt unterschieden^ da in dem einen, X^y der Einheitskreis 
der 5 »y- Ebene seinem positiven Drehungssinne nach von der negativen 
(unteren) Seite der a;«/-Ebene auf die positive (obere) hinaufsteigt, 
im andern, X^, aber ebenso hinabsteigt. Die Richtung von X^ nach X3 
betrachten wir als positive Richtung der Knotenlinie. 

2, Einführung eines Hilfssystems O^'i^'J- Wir führen in der 
|iy- Ebene ein neues ebenes Koordinatensystem O^'ri ein, dessen positive 
S'- Achse (Fig. 218) in die positive Knotenlinie fällt und dessen positive 



V jTj'rarhc") 





Fig. 217. 



Fig 218. 



r/Achse senkrecht zur Knotenlinie und oberhalb der a;y- Ebene ge- 
legen ist, also mit der positiven ^- Achse einen spitzen Winkel bildet. 
Das Achsensystem O^'rj' ist dann mit O^rj gleich orientiert; auch 
Ol'iy'5 ist ebenso wie O^rj^ positiv orientiert. 

3. Bestimmung des Biohtongskosinus der Aclisen S', rj\ Die 
Richtungskosinus der g- Achse in bezug auf Oxyz seien a,, 63, ^3; 
diejenigen der Achsen J' und 1?' aber a', b\ c und a", &", c\ Die 
5 '-Achse (a', b\ c) steht als Knotenlinie auf der ;?- Achse (0, 0, 1) 
und der J;- Achse (öTj, 63, Cj) senkrecht, so daß nach § 35, (4): 

c' = 0, a^a+b^V^O-, a'^+V^+c^=- 1, 

und daher mit noch zu bestimmendem £ = ± 1: 



a = 



fb. 



V^t'+b/ 



V 



f a. 



c'=0. 



fl 

Die Achse ri (a", &", c") ist zur Knotenlinie (a', V, c) und zur 
f- Achse (aj, 63, c^) senkrecht, also ist nach §35, (4): 

- fcs«" + «3*" = 0, a^a' + &3&" + c^c" ^ 0; a"« + &"« + c"» = 1, 
woraus sich mit d = j; 1 ergibt : 



a"==- 



c" :== sVaJ + b.K 



"3 
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§ 38, 4. 



Nun ist aber, da r( mit z einen spitzen Winkel bilden soll, c">0, 
also d = 1. Da ferner 0%'v[% positiv orientiert sein soll, ist nach 

§37,(10): 



a' 


V 


c'i 






1 


h 




a 


b" 


c 


< 


+ b.* 


1 

1 — «8 


% 


«8 


h 


<k 






a» 










-h 


Oj 











S 










1 




f 




«,' + 


h' 
















«8 


h 


<k 







a. 







-&8^3 V + &3 



2 



'3 



- f « 1 (Anm. 1, IV, 4), 



Demnach drücken sich, indem noch a^^ + &3^== 1 — Cj* gesetzt wird, 
die Richtungskosinus der Achsen |' und rl durch die von ^ wie 
folgt aus: 



(1) 

(2) 



a =» — 



ff 



Vi-^ c 



. i 

s 



«S<?8 



6' = 



6"=~ 



a. 



Vi- 









T 9 

i 



0, 



;" = Vi- V. 



4. Darstellung der Bichtungskosinus der Achsen S', rj^ g durch 
zwei Parameter. Sind jetzt (Fig. 219): 

(3) X-^t, fp^xi' 

der absolute konkave Winkel der g- gegen die ^-Achse (§ 33, 2) und 
9 der Richtungswinkel von |' in dem ebenen Koordinatensystem Oxy 



^(9'A^:^ 




S(^\^3> ^' 



ffa'hc') 




Fig. ai9. 



Fig. 220. 



(§ 11, (1)), SO ist, da a, V zugleich die Richtungskosinus von |' in 
diesem sind (§ 11,(11)): 

(4) c3=cos%, K 1 — Cg^= sinjr; a'^cos^, 6'«= sin 9). 

Die Kombination der Gleichungen (1), (2) und (4) ergibt aber 
unter Auflösung der Gleichungen (1) nach «3, 6,: 



(6) 



(7) 
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a = cos qp, V — sin 9), c = 0, 

(5) { a" — — sin ^> • cos ;u, 6" = cos ^> • cos %, c" = sin ;|r, 

a3 = sin 9 • sin ;^, ^3 = — cos g? • sin ;u, Cg = cos %. 

Die neun Richtungskosinus des Systems Oi^'rii sind damit durch 
die beiden Winkel (p und % dargestellt 

5« Eocrdinatentransfonnatioii von Oxyz auf 0^'r{i und von 
O^'ri't, auf 0^12 £• Nach §37,(2) besteben zwischen den Koordi- 
naten Xy y, z und |', ri\ g' eines Punktes P in bezug auf die beiden 
Systeme Oxyz und O^'rit, die Beziehungen: 

y = 6'g' + y,,' + fe,g', 

l ^ =cg +C ry +C3S . 

Ist femer (Fig. 220) ^ der Richtungswinkel der Achse | in dem 
ebenen System O^'iy' (vgl. § 11, (1)), so bestehen zwischen den Koordi- 
naten I', ri\ %' und I, ^, 5 des Punktes P in bezug auf die beiden 
Systeme O^'^g und Ogi^g (§38, 2; 1) die Gleichungen (vgl. §14, (9)): 

^' = I cos ^ — 12 si^i V^^ 
?;' = S sin ^ + 1? cos ^, 

ir = s- 

Die Kombination der Gleichungen (6) und (7) gibt: 

X = {a cos ^ + öt" sin ^) 5 + (— a' sin ^ + a" cos ^) i? + ö^sS? 
y = (V cos ^ + b" sin ^) S + (— 6' sin t + 6" cos ^) rj + b^^, 
z = (c cos ^ + c" sin ip) ^ -\- (— c sin ^ + c" cos ^) i? + c^g. 

6. Darstellung der neun Biclitungskosinus durch drei Para- 
meter. Vergleicht man diese Formeln, die zwischen den Koordinaten 
X, y, z und J, 1^, f eines Punktes P mit bezug auf die Systeme Oxyz 
und O^rj^ bestehen, mit den gleichbedeutenden Formeln § 37, (2), so 
ergibt sich unter Benutzung von (5): 

Sind Oxyz und O^tj^ zwei positiv orientierte rechtwinklige Koordi- 
natensysteme y so drücken sich die neun Richtungskosinus a^b^c^, a^b^c^y 
%^8^8 ^^^ Achsen 5, iy, ^ gegen das System Oxyz durcfi drei unab- 
hängige Winkel ^, xljy % in folgender Weise aus:^^) 

«1 = cos g) cos ^ — sin g) sin ^ cos ;|r, 
\ = sing? cos ^ + cos 9) sin^cos;^, 
Cj = sin^sin;|r, 

a2 =— cosg)sin^— sin<3PCOS^cos;U, «3= sin9)sin;f, 

62 =— sing) sin^ + cos(3pcos^cos;jr, b^^ — cos^) sin;|f, 

^8= cos^sin;|r, ^3= cos;^. 



(8) 



(9) 
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§ 39, 1—2. 



Hier ist x^zt, der Winkel zwischen der z- und ^-Ächse, y = xS' 
der BicfitungswinJcel der Knotenlinie %' gegen die x- Achse in der xy- 
Ebene und ^ = 5'| der Richtungswinkel de»' i,- Achse gegen di4^ Knoten- 
linie l' in der Iri-Ebene (Fig. 220). 



§ 39. Der Rauminlialt des Tetraeders. 

1« Absoluter und relativer Bauminlialt. Vier Punkte Aj B 
Cj D des Raumes, die nicht in einer Ebene liegen, bestimmen ein 
Tetraeder ABCB (Fig. 221a). Indem wir nun die vier Punkte nicht 
unterschiedslos als dessen Eckpunkte ansehen, sondern die für das 
Symbol ABCB gewählte Reihenfolge der Eckpunkte betonen, legen wir 

^ A 





Fig. 231a. 



Fig. 221b. 



Fig. 221c. 



dem Tetraeder einen bestimmten Schraubensinn bei^ der positiv oder 
negativ sein mag, je nachdem der Punkt A auf der positiven oder 
negativen Seite der durch den Drehungssinn des Dreiecks BCB (vgl. 
§ 15, 1) gerichteten Ebene dieses Dreiecks (vgl. § 32, 2) liegt. Wir 
deuten den Schraubensinn (Fig. 221b) durch das §32, 7 eingeführte 
Zeichen au. 

Das Symbol ABBC würde das Tetraeder der nämlichen vier 
Punkte mit verändertem Schraubensinn (Fig. 221c) bedeuten. 

Ber absolute Rauminhalt ABCB des Tetraeders ist von dem 
Schraubensinn unabhängig, also (vgl. § 15, (1)): 

(1) ÄB~BC = ABCB. 

Ber relative Rauminhalt^) ABCB dagegen soll seinem absoluten 

Betrage nach gleich ÄBCB, seinem Vorzeichen nach aber positiv 
oder negativ sein, je nachdem der Schraubensinn des Tetraeders ABCB 
positiv oder negativ ist. 

3. Die Vertausoliung der Eokpunktfolge. Es ist daher zu- 
nächst, wenn A au erster Stelle bleibt, nach dem Drehungssinn des 
Dreiecks BCB (§ 15, (2)) 

(2) ABCB=ACBB=ABBC=-ABBC=-ACBB=-ABCB. 



§ 89, 3. 
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x4.us dem Anblick, den die Seitenfläche BCD bezüglich ihres 
Drehungssinnes von der gegenüberliegenden Ecke A aus bietet, kann 
man aber auch auf den Anblick schließen, den die andern 'Seiten- 
flächen des Tetraeders bezüglich ihres Drehungssinnes von den ihnen 
gegenüberliegenden Ecken aus bieten. Breitet man nämlich das Netz 
des positiv geschraubten Tetraeders AB CD (Fig. 221b) in der von 
ihrer positiven Seite gesehenen Ebene BCD als Zeichnungsebene aus 
(Fig. 222), so erscheinen die Drehungssinne der Dreiecke: 

ADC, ABD, ACB 

auch positiv; ebenso werden sie aber von ihren gegenüberliegenden 

Ecken: 

B, (7, D 

aus positiv erscheinen, wenn man die Dreiecke wieder nach vorn in 
den Raum hinein klappt bis zur Vereinigung der drei Punkte A, 
Daher ist das Tetraeder AB CD auch in der Bezeichnung: 

BADC, CABD, DACB 

positiv geschraubt in dem Sinne, daß von der ersten Ecke der 
Drehungssinn des Dreiecks der drei folgenden positiv erscheint. Das 





Fig. 223. 

Analoge würde sich aber für ein negativ geschraubtes Tetraeder 
AB CD ergeben, so daß auf jeden Fall: 

(3) AB CD = BADC^ CABD = DACB, 

Die Kombination der Formeln (2) und (3) zeigt aber, daß der 
durch die Permutation AB CD dargestellte Bauminhalt sein Vorzeichen 
hei jecle^' Transposition (Vertauschung zweier Buchstaben) wechselt'^) 

3. Darstellung des relativen Bauminlialts durch Grundfläche 
und Höhe. Wir bezeichnen (Fig. 223) mit A = BCD den abso- 
luten Flächeninhalt des Dreiecks BCD (Grundfläche des Tetraeders) 
und mit S den senkrechten Abstand des Punktes A von der Ebene 
BCD (Höhe des Tetraeders) und rechnen diesen Abstand positiv oder 
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ABCD^i^ 



yiegativ, je nachdem A auf der positiven oder negativen Seüe der durch 
den Drehungssinn des Dreiecks BGD gerichteten Ebene liegt. 

Alsdann ist nach § 39, 1 der relative Bauminhalt des Tetraeders: 

(4) 

4. Darstellung des relativen Bauminhaltes durch die Koordi- 
naten der Eckpunkte. In bezug auf ein rechtwinkliges positiv orien- 
tiertes Koordinatensystem Oxyz seien x^y^z^, ^iV^^^y ^slfs^s? ^4^/4^4 

die Koordinaten der vier Eckpunkte Pj, 
Pg, P3, P^ eines Tetraeders. Wir führen 
ein neues rechtwinkliges Koordinaten- 
system ßjiyg ein (Fig. 224), in bezug 
auf welches die vier Punkte die Ko- 

P- Z ^^*^^^*®^ ^l^l^l' ^»^»Sä^ ^a^sSs, ^4^424 

3-^Ui s haben mögen. Der Anfangspunkt »^ dieses 
neuen Systems sei der Punkt P4, so daß 
g,= 0, ,,,= 0, £,= 0; 

die positive 5 -Achse laufe von P^ nach 
Pg, worauf: 

g, > 0, 1?, = 0, e, = 0; 

die iy- Achse sei in der Ebene B^B^B^ senkrecht zur |- Achse und 
nach derjenigen Seite der §- Achse gerichtet, auf der P3 liegt; dann ist: 

^3 > 0, g« = 0, 

und stimmt der Drehungssinn, den die ^i^- Ebene als Koordinaten- 
ebene hat (in Fig. 224 durch den Pfeilbogen angedeutet) mit dem 
Drehungssinn des Dreiecks P^PgPg == P2P5P4 überein; endlich sei 
die J-Achse die positive Normale der |?^-Ebene, so daß «ß^^S ein 
positiv orientiertes Koordinatensystem wird. Je nachdem dann P^ auf 
der positiven oder negativen Seite der Ebene B^B^B^ gelegen ist, 
wird gi>0 oder gj < 0. 

Danach ist im Sinne von § 39, 3: 




Flg. 224. 



also nach (4): 



^ = B,B,B, = 4^^,71,', d=5i, 

P,P,P3P, = i.ig,i?3e,. 

Hierfür kann man aber, da rj2 = 0y ^2^^} Ss^O ist, auch schreiben: 

(5) Q.P,F,P,F,= 



1. 
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Va ti 


u 


% & 



§ 39, 6. 
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Sind nun «x» ^i' ^) %> ^s? ^) ^^s» ^s> <^ ^^^ Richtungskosiuus 
der Achsen |, rj, t (Fig. 224), so wird nach § 37, (17) aus (5): 

«i(^-**)+*i(y8-y4)+ci(«8-«4) a2(«'i-'^d+hiyi-yi)+'h,ii»-^i) •• 



und nach dem Multiplikationstheorem (Anm. 1, Y, 2): 



6.P,P,P,P,=^ 



a. 



a 



2 



h 



'2 



a. 



^2 



^1-^4 ^1-2/4 ^1 



^. 



^2 *^4 



yj-y* ^«-•^^ 



^8 ^4 y« y* 



^8 — ■«i 



oder, da hier nach § 37, (10) der erste Faktor D = 1 ist: 

yi-y* 

Vi — Vi. 



(6) 



6.PjP,P3P,= 



X-^ x^ 



z^-z^ 



x^ x^ 



'2 



'4 



Xe 



^4 ys - ^4 ^8 



;8f. 



Durch Bändenmg der Determinante ergibt sich hieraus (Anm. 1, III, (17)): 



Q.P,P,P,P^ 



X, 



Xj 



^1-^4 



X2 X^ 
X^ ^4 

X, 



^2 — -sr^ 

^8 —-2^4 







1 



^8-^4 

4 ^4 

und folgt daher schließlich (Anm. 1, IV, 4): 

Der sechsfache relative Bauminhalt des Tetraeders P^P^P^P^ 
drückt sich durch die Koordinaten der vier Ecken in hezug auf ein 
rechtwinkliges positiv orientiertes Koordinatensystem (Fig. 224) folgender- 
maßen aus (vgl. § 15, (6); § 1, (5)): 

X, 



(7) 



6.P,P,P,P, 



X, 



2 



X 



3 



X, 
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Bei einer Transposition der Indizes 1, 2, 3, 4 ändert sich^), wie nach 
§ 39, 2 erforderlich, das Vorzeichen des Ausdrucks (7). 

5. Eine Ecke des Tetraeders im Eoordinatenanfangspunkt. 
Wenn die Ecke P^ = x^j y4.y^4. iiach == 0, 0, verlegt wird, so 
folgt aus (7) (vgl. § 15, (4)): 



(8) 



6.PiP,P30 = 



X, 



X, 



2 



Vi 
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Z, 
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als seclisf acher relativer Bauminhait eines Tetraedet^s, das den Koordi- 
natenanfangspunkt und drei durch ihre Koordinaten gegebene Punkte 
P^y P^y P3 zu Ecken hat (Fig. 225). 

6« Darstellung des relativen Banminhaltes mittels dreier 
Xanten. Führt man jetzt die Polarkoordinaten der Punkte P^, P^, P^, 
also die absoluten Lösungen r^, rg, r^ und die ßichtungskosinus 



«1, fei, Ci; 



a 



2? "^i 



\, c 



3? 



%> ^8? ^.S 



der Kanten OP^, OP^, OP^ 



(Fig. 225) ein, so wird nach § 33, (14) (vgl. Anm. 1, IV, 5): 



«1^1 



\r. 



c^r. 



^^2^3 



a 



1 
a, 






c. 



&,P^P^P^O= a^r^ b^r^ c^r^^ 

^^Z ^8^3 ^3*'3 . I "3 "'S ^3 

Die Determinante der neun Richtungskosinus ist aber nach § 37, (9) 
gleich sin r^r^rg, wenn wir unter dem Symbol Sinus mit r^, r^, r^ 

die drei Kanten OP^, OP^, OP^ auch 
ihrer Richtung nach bezeichnen (vgl. 
^^^h^9 § 33, 4). Daher folgt unabhängig 
vom Koordinatensystem Oxyz (vgl. 
§ 15, (3)): 

Sind r^y r^, r^ die absoluten 
Längen dreier von einem Eckpunkte 
des Tetraeders P^ P^ Pj ausgehenden 
Kanten (Fig. 225) und sin r^r^r^ der 
Sinus der von ihnen g^ildeten Ecke, 
so ist der sechsfache relative Pauminhalt des Tetraeders: 

(9) 6 . Pj Pg P3 = r^r^r^ • sin r^r^r^ . 

7. Die Tetraeder aus fünf Punkten des Baumes. Wenn man 
die mit den Koordinaten von fünf Punkten P^, P,, P,, P^, P5 ge- 
bildete identische (Anm. 1, IV, 3) Gleichung: 

^,11' 




Fig. 225. 



X^ 



Xa 



X, 



X, 
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= 



nach den Elementen der letzten Kolonne entwickelt, so ei^ibt sich 
mit BQcksicht auf (7) unter Weglassung des Faktors 6, der vom 
Koordinatensystem Oxyz uneibhängige Satz (vgL § 15, 4): 

Zwischen den relativen Bauminhalfen der fünf aus fünf Punkten 



§ 39, 8. 
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c^-^.^*^* 



^'^3%^a 



Pj, Pg, Pg, P4, P5 gebildeten Tetraeder besteht stets die Beziehung^): 

(10) P, P, P, P5+ P3 J*4 J'fi A+ JP4 i's A ■P2+ J*5 A ^2 ^8+ ^1 P, P,P,= 0. 

8. Der relative Rauminhalt des Tetraeders in schiefwinkligen 
Koordinaten. Führen wir statt des positiv orientierten rechtwinkligen 
Koordinatensystems^ auf das sich die 
Formeln (6) und (7) beziehen, ein 
konzentrisches schief winkligesSystem 
Ol^rj^ ein (Fig. 226), so ist nach 
§37, (2) für i=l,2,3,4: 

wo a^, Oj, C^] ÖTg, 62, Cg', Ö3, O3, ^3 

die Richtungskosinus der Achsen des 
neuen Systems 0^1]^ sind. Es wird 
daher aus (6): 

6.P,P2P3P,= 

«1 (Sl-Ü + 0^2 (^-^4) + «3 (5l-S;4) ^1 (I1-I4) + ^2 (>?l-^4) + h (tl-Q 
<^i (S2-S4) + ^2 (^2-^4) + 0^3 (52-54) \ (S2-S4) + ^2 (^2-^4) + \ (?2-54) 
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Fig. 226. 
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wie beim Übergang von (6) zu (7), und endlich nach § 37, (9) un- 
abhängig von Oxyz (vgl. § 15, (9)): 



ii 



(11) 



6.PiP,P3P, = sm|.2g 



Vi 
Vi 
Vi 
Vi 



Si 

ti 



1 
1 
1 
1 



In dieser Formel für den sechsfachen relativen Bauminhalt des Te- 
traeders bedeuten ^„ i;,., f^ (i= 1,2,3,4) die auf ein schiefwinkliges 
Koordinatensystem O^rj^ (Fig. 226) beeogenen Koordinaten der vier Eck- 
punkte und sinlijg den Sinus des Dreikants der Koordinatenachsen.^^) 
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§ 40, 1-2. 



n. Kapitel. 

Die Gleiclmngen der Ebene nnd der geraden Linie. 

§ 40. Die Gleichung der Ebene. 

1. Die Gleichung der durch drei Punkte bestimmten Ebene. 
Jede Ebene kann man sich durch drei getrennte Punkte P^, Pg, Pg 
des jRaumeSy die nicht in einer Geraden liegen, bestimmt denken. Ein 



P-x^z 




Fig. 227. 




Fig. 228. 



vierter, laufender Punkt P des Raumes (Fig. 227) bildet mit jenen 
ein Tetraeder PP^P^P^ und liegt (§39,(4)) immer dann und nur 
dann in der Ebene P^P^P^, wenn der Bauminhalt des Tetraeders 
Null ist. Mit Rücksicht auf §39, (7) ergibt sich daher bei Einfühmng 
der rechtwinkligen Koordinaten der Punkte (vgl. §16,(5)): 

Der Punkt P=x,yyZ liegt immer dann und nur dann in der Ebene 
der drei Punkte P^^x^, y^, z^-^ P^^x^, y^, z^-, Pz = ^zy Vsy H 
(Fig. 228), wenn: 



(1) 
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g 


1 


X, 


Vi 


h 


1 


x^ 


Vi 


^i 


1 


X» 


y» 


n» 


1 



= 0. 



Man nennt (1) die Gleichung der Ebene P^P^P^ in laufenden Ko- 
ordinaten Xy y, z. Der Satz gilt nach § 39, 8 auch für schiefwinklige 
Koordinaten, ebenso wie die Sätze in § 40, 3 — 6.^) 

2. Bedeutung der Koeffizienten der Gleichung der durch drei 
Funkte bestinmiten Ebene. Nach den laufenden Koordinaten ge- 
ordnet (Anm. 1, III, (17)), lautet die Gleichung (1): 

(2) ^ Ax + By + Cz + D== 0, 

wo die Koeffizienten A, B, C, D die Werte haben: 



§ 40, 3. 
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(3) 
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x^ 
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A = 


y» «2 
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, 5- 


^i 
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y» ^j 
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D = 


•4/0 


Vi 


^2 
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a^s 


Vi 


«S 











Jeder dieser Ausdrücke hat eine geometrisclie Bedeutung. 
§ 36, (6) sind: 



Nach 



A = 2J. 



5= 2z/... C = 2J. 



die doppelten gemeinen Koordinaten des Dreiecks P^F^P^y und nach 
§ 39, (8) ist: 

(5) D^6.0P,P,P, 

der secJisfache Bauminhalt des Tetraeders P^ Pg Pg (vgl. § 39, 2). 

3. Allgemeine Form der Gleichung der Ebene. Jede gegebene 
Ebene kann nach §40, 1; 2 durch eine Gleichung von der Form: 

(6) Ax + By + Gz + D^O 

dargestellt werden,^^) 

Ist jetzt umgekehrt die Gleichung (6) mit willkürlichen Koeffi- 
zienten Äy B, C, D gegeben, so wird sie jedenfalls einen Ort von 
cx)* Punkten x, y, z darstellen, da ihr bei beliebiger Wahl von zwei 
Koordinaten durch einen entsprechenden Wert der dritten genügt 
werden kann. Sind nun P^ « x^^ y^, z^\ P^^x^, y^, z^-, P3 = x^, t/g, z^ 
irgend drei getrennte, nicht in gerader Linie liegende Punkte des 
fraglichen Ortes, so genügen ihre Koordinaten der Gleichung (6) 

so daß: 

[Ax^ + By, + C^i + i) = 0, 

Ax^'+ By^ + C^j + D = 0, 

Uic, + l?y, + C;?g + D = 0. 



(7) 



Hieraus aber folgt mit einem Proportionalitätsfaktor q (Anm. 2, III, (14)): 



(8) 
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1 




Vi 


«» 


1 
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§ 40, 4—5. 



Die Gleichung (6) nimmt durch diese Darstellung ihrer Koeffi- 
zienten, von dem Faktor q abgesehen, die Form (1) an, bedeutet also 
die Ebene der drei Punkte P^, Pj, Pg. 

Jede gegebene Gleichung von der Form (6) stdlt eine Ebene dar. 

4. Die Anzahl der Konstanten. Die allgemeine Gleichung (6) 
der Ebene enthält drei Konstanten^ die Verhältnisse der vier Koeffi- 
zienten. In der Tat bestimmen drei Punkte, die die Ebene voll- 
kommen bestimmen, in den Gleichungen (8) nur die Verhältnisse der 
vier Koeffizienten (vgl. § 16, 6). 

Die vier Koeffizienten der Gleichung einer gegebenen Ebene bleiben 
daher um einen gemeinsamen Faktor unbestimmt Umgekehrt stellen 
zwei gegebene Gleichungen: 

^ ^ \Ä^x + B^y + C^z + D^^O 

dieselbe Ebene dar, wenn: 

(10) ^1 : Ui : (7i : Dl - ^ : £; : Cj, : Dg 

oder mit einem Proportionalitätsfaktor — X^i X^ geschrieben: 
Ai^i + Ajf^j^O, AijBi+AjDa-O, k^C^ + k^C^^O, X^Di + ?.^D^=0. 
Indem man zur Abkürzung setzt: 

X^ =^ Ä,x + B^y + C,z + D^, 
yX^ =- Ä^x + B^y + C^z + Dj, 

spricht man diesen Satz auch so aus: 

Die beiden Gleichungen X^=^ und X^ = stellen immer dann 

und nur dann dieselbe FJbene dar, wenn mit zwei nicht verschwinden- 
den konstanten Faktoren die Identität 
(die in x, y, z identische Gleichung) 
besteht ^^): 
(12) X^X^ + X^X^ = 0. 

5. Bedeutung der Eoeffizienten- 
verhältnisse der allgemeinen Gleichung 
der Ebene. Die Ebene (6) schneidet 
die Koordinatenachsen y = 0, z = 0-^ 
^ = 0, a; = 0; :r = 0, y = (vgl. §31,6) 
in drei Punkten i, M, N{Fig. 229) mit 
den Koordinaten (vgl. § 16, (14))«»): 



(11) 




•y 



Fig. 229. 



D 



z^ 0N=- 



D 



(13) ^=0i=--^, y==Oibr = -^, ^, 

Mit D == geht die Ebene (6) durch den Koordinatenanfaugspunkt; 
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mit ^1 = ist sie der ic -Achse, mit JS = und C == der y^r- Ebene 
parallel. Es sind also: 

(14) Ax + By+ Cz = 0, 

(15) By+Cz + D^O, 

(16) Äx + B^O 

die allgemeinen Gleichungsformen für solche Ebenen, die bezüglich 
durch gehen oder der a:-Achse oder der y^-Ebene parallel sind. 

6. Spurlinien der Ebene. Die Geraden LM und L^ heißen 
bei der Stellung § 31, Fig. 180 des Koordi- yi^ 
natensystems die Spurlinien der Ebene in 
Aufriß- und Grundrißebene (in Fig. 230 ist -^^ 
die letztere wie in §31,7) in die erstere 
umgeklappt, so daß die drei Strecken Oi, ^ 
OM, ON m ihrer wahren Größe erscheinen. 
Die beiden Spurlinien charakterisieren die ^ ^^ 
Ebene vollständig und dienen in der darstel- 
lenden Geometrie zur Darstellung der Ebene. ^^ 

Ihre Gleichungen in bezug auf die ebenen Koordinatensysteme 
Oxs und Oxy sind (vgl. § 16, 6): 

(17) Ax + Cz + B=^0, Ax + By + B==Q. 

7. Ebenen durch einen gegebenen Punkt. Soll die Ebene: 

Ax + By+Cz + B^O 

einen gegebenen Punkt Xq, y^, Zq enthalten, so muß: 

Ax^ + By, + Cz^ + B^O 

sein. Mit Subtraktion beider Gleichungen folgt: 

Bie Gleichung jeder durch den Punkt Xq, y^, Zq gehenden Ebene hat 
die Form: 

(18) A(x^ X,) + B{y - y,) + G{z - z^) = 0. 

8. Farameterdarstellung der Ebene. Die gi;- Ebene des in 
§ 3'^; ^ gebrauchten Koordinatensystems Sl^rit, kann als eine ganz be- 
liebige, mit Bezug auf das Koordinatensystem Oxyz gegebene Ebene 
des Raumes gelten. Für jeden Punkt x, y, z dieser Ebene ist aber 
in den Formeln § 37, (13) 5 = 0, während | und rj unabhängig von- 
einander und beliebig variieren. Daher ergibt sich (Fig. 231): 

Ist £1 = Xq, yQ, Zq ein fester Punkt einer Ebene E, ferner a^, 6^, q 
uYid ttg, 6g, Cg die Richtungskosimts zweier von Sl innerhalb der Ebene 
ausgehenden Achsen ^ und r^, so bieten die Gleichungen (vgl. § 16, (2)): 
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§ 40, 9. § 41, 1—2. 



(19) 



{X^XQ + a^^ + a^rj, 
y = yo + ^S +hVf 

eine Parameterdarstellung der Ebene}^'^) Die Parameter | und ri bedeuten 
die (schiefwinkligen) Koordinaten des laufenden Punktes der Ebene 
in dem ebenen Koordinatensystem Sllri (vgl. § 10, 6). 



fj(aj>^c^} 




ir^A^j^ 




^y 



Flg. 231. 




Fig. 282. 



9. Ebene dnroh einen Punkt und zwei Biehtungen. 

Elimination der Parameter ergibt sich in (vgl. § 16, (3)): 



Durch 



(20) 



y - I/o \ h 



Z ^0 ^1 ^l 



= 



die Gleichung der El)ene, die durch den Punkt Xq, y^, Zq und zwei von 
ihm in den Richtungen a^, fej, c^ und a^, \, c^ ausgehende Geraden geht. 



§ 41. Der Abstand eines Punktes von der Ebene. 

1. Ebene nach dem Eoordinatenanfangspunkt gerichtet. Die 

Gleichung einer Ebene sei in bezug auf ein positiv orientiertes recht- 
winkliges Koordinatensystem: 

(1) ÄX + liy+ Cz + D==0. 

Kommt es darauf an, die Ebene als gerichtete Ebene ^^) aufzufassen (vgl. 
§ 32, 2), so soll als ihre positive Seite immer die dem Koordinaten- 
anfangspanht abgewendete Seite gelten (Fig. 232). 

Das von auf die Ebene gefällte Perpendikel ON bezeichnet 
dann die Richtung der positiven Normale n der Ebene (vgl. § 17, 1; 
§ 32, 4). 

2, Darstellung der Bichtungskosinus der positiven Kormale. 
Seien Pt = Xi, y^, z^, P^==x^, y^, z^, P^ = x^, y^, z^ drei beliebige Punkte 



'§ 41, 2. 
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der Ebene (Fig. 233) ^ die jedoch so gewählt sind^ daß die positive 
Normale des Dreiecks P^P^Pg (vgl. §36, 1) mit der positiven Normale 
der Ebene übereinkommt. Nach § 40, (8) stellen sich dann die Ko- 
effizienten A, B, Cj D bis auf einen gemeinsamen Faktor, den wir 
hier f(>(()>0, « = 4:1) nennen wollen, durch die Koordinaten von 
Pi, Pg, P3 in folgender Weise dar: 



<2) 



soA — 



X, 



«9C = 



Vi ^1 

y» "t 

Vi h 

Vi 11 



1 
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1 



= 2z^ 



y«? 





«1 


HCl 
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H^B = 


«s 


OUa 
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^Z 


1 



-2z/ 



zxf 



^ y» 1 
a;» y, 1 



=24,., epi) — 



^1 yi h 
«8 y» «s 



6.0P,P,P,, 



I > I 

wo ^y^, ^^^, z/^y die gemeinen Koordinaten des Dreiecks P^P^P^ 
(vgl. §4p, (4)) sind und QP^P^P^ der relative BftuiöiinhÄlt des Tö- 
traeders OP^P^P^ (vgl. §40,(5)) ist. 
Da nun der Voraussetzung nach 
auf der negativen Seite; des Drei- 
ecks P^P^P^ li^gty ist nach § 39, 1 
dieser Rauminhalt negativ und somit 
nach der letzten Formel (2), wo (> > 
sein sollte, «Z)<0 oder: 

(3) £ = — sign. D. 

Der doppelte absolute Flächetiinhalt 

des Dreiecks P^P^P» ist nach §36,(5) mit Rücksicht auf (2): 

(4) 2z/ ^ 2 .p;'p;p^=2VT^~+ ^i+'jf^^ qVW+W+W 

und die Richtungskosinus der positiven Normale n des Dreiecks, 
ebenso: 




a^-^^ 






y 



C «== 



«y 



Unabhängig von den dtei Punkten P^, P„ Pg folgt also (vgl. § 17, 2): 
Die JRiehtungskosiniis der positiven Normale n der durch die Glei- 
chung (1) gegebenen' und nach gerichteten Ebene, auch hurs die 
^tetbmgshosinus der Ebemf^^^) genannt, sind: 

A , B > e ^ 



(5)a« 



sYa^ + B^' + C*' 

Staude, analyt. Geometrie. 



6 = 



5 Vä« + ^*+"c^« 



c == 



syA*'+B*^+^*^ 
13 
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§ 41, 3—4. 



WO das Vorzeichen a durch (3) bestimmt i^t. Sie hängen nur von 
den Verhältnissen der vier Konstanten A, By Cy. D ab. 



P^jcyz 



%m Der Abstand eines Punkte» 
von der SSbene. Der Abstand 8 eines 
Punktes P^Xj y, z von der gerichteten 
Ebene (1) soll positiv oder negativ gelten,, 
je nachdem der Punkt auf der positiven 
oder negativen Seite (mit ungleich-- 
seitig oder gleichseitig) liegt. 

Der relative Bauminhalt des Te^ 
traeders PP.P^P^ (Fig. 234) ist da- 
her, falls P^^ P^, Pq die in §41,2 angenommenen Punkte sind, nach 

§ 39, (4): 

^ ^ 6,PP,P,P^=-2^.d. 

Andererseits ist nach § 39, (7) mit Benutzung der Gleichungen (2): 




Fig. 234. 



6.PPiP,P,= 



und daher: 
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«1 


Vi 
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Vi 
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Xg 


y* 


^8 


1 



EQ^Ax + By-^ Cz + D) 



2^.6 ^SQ (Ax + By+Cz + D). 

Setzt man hier den Wert (4) von 2J ein, so folgt: 

Der Abstand d des Punktes P ==- x^y^z von der durch die Glev- 
chung (1) gegebenen und mit Bezug auf gerichteten Ebene ist^^): 

(6) d = ^^ + ^y+ ^MiJP 

wo e wieder durch (3) bestimmt ist. 

Der Ausdruck (6) ist hiemach für alle Punkte Xy y, z auf der 
negativen Seite der Ebene (1), auf der Kegt, negativ und für alle 
Punkte auf der positiven Seite positiv, während er für alle Punkte 
der Ebene selbst verschwindet (vgL § 17, 3). 

4. Ebene nach einem beliebigen Ptinkt gerichtet. Statt nach 
dem Koordinatenanfangspunkt wollen wir jetzt die Ebene (1) nach 
einem beliebigen Punkt Pq = Xq, y^, Zq richten. Es soll aiso ihre 
positive Seite diejenige sein, die dem Punkte Pq angewandt ist Der 
Abstand d eines Punktes von der Ebene soll wieder auf ihrer positiven 
Seite positiv sein. Wir führen zunächst Pq als Koordinatenanfangs- 
punkt 0' eines neuen parallelen Koordinatensystems 0' xy z ein 
mittels der Substitution (vgl. § 37, 1): 



§ 41, 6, 
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(7) x = Xo + x', y = yo + »> « 
Die Gleicliuiig der Ebene (1) wird dann: 

(8) Ax' + W + C/ + B' 



= «0 + «'• 



-0, 



wo: 

(9) 



jy - Ax. + By^ + Ce^ + D. 



ai^€^ 



Nach § 41, 2 und 3 gelten daher für die Richtungskosinus der 
positiven Normale der nach 0' gerichteten Ebene (8) in bezug auf 
das neue System O'x'y'z die Formeln 
(5) mit: 
(10) e sign. D' 

und für den Abstand eines Punktes x, 
y\ z die Formel: 



(11) 



Ä = 



Ax' + By' + Ce' + iy 




Fig. 235. 



mit demselben Werte von £. 

Die Richtungskosinus einer gerich- -^«^ 
teten Geraden in bezug auf parallele und gleichgerichtete Achsen 
sind aber nach § 32, 1 dieselben. Es folgt daher, wenn wir in (10) 
den Wert (9) und in (11) mittels (7) wieder die alten Koordinaten 
X, y, des Punktes x, y\ z einführen (vgl. § 17, 4): 

Die Bichtungskosinm der positiven Normale n der nach einem ho- 
liebigen Punkte x^y y^, z^ gerichteten Ebene (1) sind durch die Formdn (5) 
und der Abstand eines Punktes x, y, z von der Ebene durch die 
Formel (6) bestimmt^ beidemal mit: 

(12) e - - sign. (Äx^ + By^ + Cz^ + D). 

5. Die Folarkoordinaten des von O gefällten Perpendikels. 
Bezeichnet j? = 0^ die absolute Länge des von auf die Ebene ge- 
fällten Perpendikels ON (Fig. 235), so sind, indem wir die Ebene 
wieder wie in § 41, 1 nach richten, p, a, 6, c die Polarkoordinaten 
der Strecke ON (vgl. § 34, 1). 

Da der Abstand S des Punktes von der Ebene im Sinne von 
§ 41, 3 negativ, also 8 ^ — p ist, und sich aus der Formel (6) mit 
a; = 0, y==0, z = ergeben muß, so wird: 

(13) -^p^ ^ 



Die Polarkoordinaten p, a, b^ c des von auf die Ebene (1) ge- 

13* 
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fällten Perpendikels sind durch die Formeln (5) und (13) bestimmt, wo 
s den Wert (3) hat, 

6. Die Hessesohe Normalform der Gleichung der Ebene. Da 

nun nach (5) und (13) identisch in x, y, z: 

/^A\ Äx + By+Cz + D , , , 

(14) ; .. ,'^-lL _- -?=^ = ax + hy + CJ3 — p 

ist, so kann nach § 40, (12) die Ebene (1) auch in der Form: 

(15) ax + hy + cz — p ^ 

dargestellt werden. Man nennt diese Gleichung, in der die Koeffizienten 
Py a, hy c die Polarkoordinaten des von auf die Ebene gefällten Per- 
pendikels sind, die Hessesche Normalform der Gleichung der Ebene.^) 
Sie geht aus der allgemeinen Form (1) durch Division mit dem 

Faktor eV~Ä^B^'+C^, £--sign.D hervor. 

Hieraus folgt zugleich, daß unter den Bedingungen: 

(16) Ä^ + B^ + C^^ly D<0 

die Gleichung (1) selbst die Normalform hat, oder daß die für die 
Normalform (15) erfüllten Bedingungen: 

(17) a^ + P + c^==l, p>0 

hinreichend sind, um die Normalform analytisch zu kennzeichnen. 

Der Satz § 41, 3 kann nun mit Bücksicht auf (14) so aus- 
gesprochen werden (Fig. 235): 

Ist mie Ebene durch ihre Gleichung (15) in der Normalform ge- 
geben, so ist der Abstand d eines Punktes x, y, z von der Eber^: 

(18) 8 ^ ax + by + cz — p, 

wobei als positive Seite der Ebene, auf der 8 positiv ist, die dem Ko- 
ordinatenanfangspunkt abgewandte Seite gilt (vgl. § 17, 6). 

Für p = ist die positive Seite der Ebene, auf der 8 positiv 
ist, dadurch bestimmt, daß die positive Normale (§ 32, 4) die Rich- 
tungskosinus a, b, c hat, da für x = a, y ^^b, z = c (vgl. § 33, (16)) 
S:^a^ + b^ + c^=l wird. 

7. Der Neigungswinkel ^iner gerichteten Geraden gegen eine 
gerichtete Ebene. Die Richtungskosinus einer Geraden g (Fig. 236) 
seien a\ V, c'; für ihren Winkel ip gegen die positive Normale (5) der 
Ebene (1) ist nach § 35, (1): 

cosng = cos ^ = aa +bb -\- cc = r^- --_-— i- 

Für den Neigungswinkel % von g gegen diese Ebene E selbst folgt da- 



§ 41, 8. 



197 



her nach §32,(7): 

TP . ' f^ ,\ , Äa+Bb'+Cc 

^^ ^ «M« + ^« + o« 

Der Neigungswinkel % einer durch ihre Bichtungskosimis a\ V, c 
gegebenen gerichteten Geraden gegen die durch ihre Gleichung (1) ge- 
gebene und nach gerichtete Ebene ist durch die Angaben: 

eindeutig bestimmt 

8. Ebene durch zwei Achsen gerichtet. Ist eine Ebene durch 
einen Punkt x^y y^y Zq und zwei von ihm ausgehende Achsen | und r^ 



n(cCbc) 



g(dW) 




n(abc) 




(a,\c^) 



XoU,2o 



i(fh\c^) 



.Z' 



Fig. 286. / Fig. 287. 

mit den Richtungskosinus a^, ft^, c^ und ag, \j c^ gegeben (Fig. 237), 
so sind die Koeffizienten A^ B, C ihrer Gleichung (1) nach § 40, (20): 

(20) A^b^c^ — b^c^y B^c^a^ — c^a^y C = a^b^ — a^b^y 
so daß nach § 35, (2) für den Winkel d' der beiden Achsen: 



(21) Va"^ + B^+C^=^8miri^ sin^, (sin-O- > 0). 

Die Richtungskosinus der positiven Normale n der Ebene wären 
dann im Sinne von (5), (3): 



(22) 






j ^ ^1 «8 



CjOi 



asin'd' 



C = 



ssind' 



Richtet man aber die Ebene nicht wie in §41,1 in bezug auf 0, 
sondern nach der Folge der Achsen S, rj wie in § 32, 8, so muß man 
das Vorzeichen € nicht wie in (3), sondern aus der Bedingung be- 
stimmen, daß das Achsensystem J^rjn positiv orientiert sei (vgl. § 32, 8), 
also nach § 37, 3 die Determinante: 
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§ 41, 9. 






2 



62 Cj > sei. 



a 



Dies gibt aber nach (22) die Bedingung: 

(&, c, >- 5, cj« + fa o, >- c, g^)* 4- (g, &, — a, 6J» 



= £ sin 'ö' > 



(vgl. § 35, (2)), so daß « =- + 1 sein muß. 

Sind daher a^, 6^, c^ und 0^9 ^if ^ ^^ Bichtuiigskosinus zweier 
durch einen PunM gehenden Achsen | und 1^, so hat die positive Nor- 
male der durch die Achsenfolge |, iy gerichteten Ebene dieser Achsen 
die Bichtungslcosinus^): 



&iC,--6^ ^ _ Ctg, - -c,gi 

8in ^ ^ Bin Q' 



a^ \ — g, &t 

siii'9' 



(23) a = -^' . ^' * , ö == li-i^-^"-- , c = 

t(;o (vgl. § 32, (D): _ 

^ = gi2, (0-<'^<ä). 

9. Darstellung des Sinus einer Ecke als Produkt der Sinus 
zweier Winkel. Es seien jetzt S, 17, g die Kanten einer Ecke und 



^(OifiiPs 




(24) D = 
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61 


"i 


a» 
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<^i 


«8 


h 


Ci 



= sin|i^g 



ri(a^Cj^) die Determinante ihrer Richtungskosinus 
(vgl. § 37, (9)). Die positive Normale n 
der durch die Achsenfolge \ri gerichteten 
§97 -Ebene ist nach (23) unter Anwendung 
der Bezeichnung § 37, (4): 



liti^c,) 



Fig. 238. 



(25) a = -.-»., 6 = 

^ ^ sin <& ' 



sin-O"' 



C = 



G^ 



8in<9' 



Für den Neigungswinkel 1=^%%^ der g-Achse gegen die gi^- Ebene 
(Fig. 238) ergibt sich dann mit Hinblick auf § 32, (7) und § 35, (1): 

sin(|iy, g) = sin^j = cosng = aa^ + 66^ + cc^ 

und damit nach (25) (vgl. Anm. 1,11, (6)): 

sm (gl?, g) = sm X = - -^i^^-^- »-^ ^ — - — ^ ' ' - 



sin-O" 



Sonach wird: 
(26) 



sinj?] 



Singles = sing?? • sin(gi2, 5)- 



JDer Äiwus der Ecke ^rj^ ist gleich dem ProduJd aus dem Sinus des 
Winkels '&• = |^ der beiden Kanten g, ri (0<'9'<5t) und dem Sinus 
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<fes Neigungswinkels % ^ ^Vy ^ ^ Kante g gegen die Ebene 

In der Tat hat der Sinus der Ecke das Vorzeichen dieses Nei- 
gungswinkels (ygl. § 32, 3 und 11). 

Infolge der Gleichberechtigung der drei Kauten ergänzt man 

(26) zu: 

(27) sin|iyg « siniyg . sin(i?J;,|) -= singg • sin(g'|,i?) = singiy • sin(gi^,t). 

Der Sinus einer Ecke liegt nach (27) zwischen den Grenzen — 1 und 
+ 1 umd kann diese Grenzen nur erreichen , wenn jede Kante auf den 
beiden andern senkrecht steht (vgl. § 32, (11)).**) 



§ 42. Zwei Ebenen und der Ebenenbüscliel. 

1. Der Winkel zweier gerioliteten Ebenen. Zwei Ebenen U^^ 
und ilg seien durch ihre Gleichungen: 

^ \Ax + B,y + C,z + D,=^0 

gegeben und nach § 41, 1 gerichtet. Unter ihrem Winkel ist dann 
nach § 32, 5 der Winkel -9- ihrer positiven Normalen n^ und n^ zu 
verstehen (Fig. 239). Da deren Rich- 
tungskosinus nach § 41, (5) die Werte 
haben (vgl. § 18, 1): 



<2) 



«.- = 



6..= 



c, = 



Äi 



Bj 

t.. i/ipq: BX+ c?' 



.2 


'^V 




P, 






r'i 


^7 




/ / 
/ / 

/ / 




/ 


u/- 


:^>^^<^ 




v 



'0 



y 



Fig. 239. 



'J? 



Uj sign. D,., 

i = 1, 2, so ergibt sich nach § 35, (1); (2) für den Winkel %^ der beiden 
gerichteten Ebenen (1): 

/Q\ ^^^ a. ^ A -^2 4" -^1 ^8 + ^1 ^i 



(4) 



cos «■ = . - ,- - - , 



3. Senkrechte und parallele Ebenen. Die beiden Ebenen (0 
sind nach (3) zueinander senkrecht, wenn: 
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(5) A^Ä, + B,B, + CiC, = 0; 

dagegen nach (4) einander paraUd, wenn (ygl. §33,8): ' 

(6) Ay-.B^-Ci^Ä^.B^-.Ci. 

Mit Rücksicht auf § 40, (10) kann man daher die GlekJiungen wm. 
zwei paroMdm Ebenen immer mit gleichen EoeMzienten von x, y, g, 
also in der Form: 

(Äx + By + Cg + 01=^0, 



[Äx + By+Cg + Dt 







(7) 

annehmen. 

3. Büschel von Fflurallelebenen. Alle Ebenen, die einer ge^ 
gebenen Ebene parallel sind, bilden einen Büschel von Paralldebenen}^) 
Ein solcher wird nach (7) durch eine Gleichung von der Form: 

(8) Ax + By+Cz + K^O 

dargestellt, in der x einen Parameter von wechselndem Werte be- 
zeichnet. 

Die Richtungskosinus a, h, c der gemeinsamen ungerichteten Nor- 
male aller Ebenen (8) oder die Kosinus der Stellung dieser Ebenen 
sind nach § 41, (5) ihren Verhältnissen nach: 

(9) a:h:c^A:B:G 

(vgl. § 33, 8). Die Größen J., JB, C, die nur ihren Verhältnissen nach 

in Betracht kommen, sind homogene Koordinaten dieser Stellung}^^) 

Durch jeden gegebenen Punkt Xq, y^, z^ des Raumes geht eine 

Ebene des Büschels (8), deren Parameter x den Wert hat (vgl. 

§40,7; §42,9): 

X = — {Axq + By^ + Gz^, 

4. Innerer und äußerer Winkelraum zwisclien zwei Ebenen. 
Als irmere Winkelfläche i zwischen den Normalen n^ und Wg der beiden 

Ebenen TI^ und ilg, die wir von einem 
Punkte der Durchschnittslinie s der bei- 
den Ebenen ausgehen lassen, gilt nach 
§ 35, 3 diejenige, die von gleichnamigen 
Schenkeln begrenzt wird (in Fig. 240, die 
^/T den Durchschnitt der Ebenen U^ und iJg 
mit der Ebene der beiden Normalen n^ 
und n^ darstellt, ist die innere Winkel- 
fläche punktiert). Als inneren Winkel- 
raum J zwischen den beiden Ebenen be- 
Yig, 240. trachten wir daher denjenigen (in Fig. 240 



+./7, 
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schraffierten), der von ungleichnamigen Seiten der beiden Ebenen be- 
grenzt wird (in Fig. 240 sind die positiven Seiten mit +; die ne-, 
gativen mit — bezeichnet). Denn liegt eine durch die Achse s gehende 
Ebene U in diesem innern Winkelraum «7, so liegt ihre Normale n 
in der innern Winkelfläche i und umgekehrt. 

Da nach § 41, 1 beide Ebenen dem Anfangspunkt ihre negative 
Seite zuwenden, so liegt dieser stets in dem von gleichnamigen 
(negativen) Seiten begrenzten äußferen Winkelraum, so daß wir auch 
sagen können (vgl. § 18, 4): 

Als äußerer Winkelraum zwischen defi beiden gerichteten Ebenen (1) 
gilt derjenige^ der den KoordinatenanfangspunJct enthält 

5. Teilung des Winkels zwisclien zwei gerichteten Ebenen. 

Unter dem Sinusverhältnis A, nach, dem eine durch s gehende un- 
gerichtete Ebene 11 den Winkel der beiden gerichteten Ebenen IT^ 
und n^ teilt, verstehen wir dasjenige, nach dem die ungerichtete 
Normale n der Ebene U den Winkel der gerichteten Normalen n^ 
und n^ teilt (vgl. § 4, 3), also kurz: 

x^ ^v . sin IJ^n sin n^ n 

^ * sin Hj n sin n^ n 

Das Sinusverhältnis A ist nach § 4, 3 positiv oder fiegativ, je nachdem 
die Ebene 11 im äußeren oder innet'en Winkdraum der Ebenen U^ 
und n^ liegt. Die ungerichtete Ebene 11 bestimmt das Sinusverhält- 
nis eindeutig und ist ihrerseits durch dasselbe eindeutig bestimmt. 

6. Gleichung der ungerichteten Ebene, die den Winkel zweier 
gerichteten Ebenen in bestimmtem Sinusverhältnis teilt. Wir setzen 
zur Abkürzung: 

.Xg = A^x + B^y -f C^z + Dg. 

Diejenige Gerade n^ die den Winkel der Normalen n^ und n^ im 
Sinusverhältnis k teilt, hat nach § 35, (8) Richtungskosinus w, t?, w 
mit den Verhältnissen: 

u:v\w^=^a^ — ka^ : b^ — kb,2 : c^ — kc^ . 

Nach (8) stellt daher die Gleichung: 

(12) (a^ — ka^x + (&i — kb^y + {c^ — ke^)z + x = 

bei veränderlichem tc alle die untereinander parallelen Ebenen dar, 
die n als Normale haben. Unter diesen befindet sich nach § 42, 3 
auch die Ebene 77, die den Winkel der Ebenen 77^ und 77^ im Sinus- 
yerhältnis k teilt; ihre Gleichung muß aus (12) erhalten werden, wenn 



(11) 
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man % so bestimmt; daß die durch (12) dargestellte Ebene durch die 
Schnittlinie s von 11^ und 77, geht. Nun kann man unter Benutzung 
von (2) und (11) die Gleichung (12) schreiben: 

(13) ^^^i^A X— - J^»:^« — + x^Q. 

Die Bedingung; daß dieser Gleichung alle Punkte von s genügen, 
also alle Punkte, für die gleichzeitig Xi = und X^^O ist*®), lautet: 



Danach aber reduziert sich (13) auf: 

^ A — .-.=^_...=.^ = 0. 




^^^ ^^ Sind (Fig. 241) 

die Gleichungen zweier geriditeten Ebenen^ 
so ist die Gleichung der Ebene, die deren 
}luJC^o Winkel im Sinusverhältnis X teüt: 

— ^y (15) X,~^X,«0, 




Fig. 241. 






(16) /i-=H^^^='5^ --^J ei=-sign.A, «3=-sign.A 



wwd der dew Koordinatenanfangspunkt enthaltende Winkdraum als 
äußerer gilt, in dem X positiv ist (vgl. § 18, 4).^^) 

7. AUgemeinere Bestinunung des äußeren Winkelraiunes. Ist 
der äußere Winkdraum zwischen den Ebenen (14) nicht durch 0, son- 
dern durch einen bdiebigen Punkt Xq^ y^, Zq gegd>en, der in ihm liegen 
soll, so hat man, bei gleicher Begründung wie in § 42, 6 mit Rück- 
sicht auf § 41, 4, in (16) zu setzen (vgl. § 18, 6): 

(17) h sign. (^1^0 + -BiJ/o + Q^o + A)i 

Ua sign. {J^Xq + B^y^ + C^Zq + D^). 

8. Anwendung der Hesseschen Normälfonn. Bei Anwendung 
der Hesseschen Normalform der Gleichungen (14) wird nach § 41, (17) 
der Koeffizient von X in (16) gleich 1 und lautet der Satz von § 42, 6: 
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Sind: 

(18) 



iVi =. a^x + \y + Cjxr — i?! = 0, 
N^ = a^x + 6,y + c^z — i?, = 

die Gleichungen zweier Ebenen in der Hesseschen Normdlformy so ist 
die Gleichung derjenigen Ebene, die den Winkel jener beiden im Sinits- 

verhaltnis k teilt :^'^ 

(19) JVi-AJVa-O. 

Insbesondere lauten die Gleichungen der inneren und äußeren Hal- 
bierungsebene (A = — 1 und A == + 1, vgl. § 35, 4) bezüglich (vgl. § 18, 6): 

(20) N, + N,^0, N^-N,^0. 

9. Die Qleiohung des Ebenenbüschels mit multipliziertem 
TeilungsverMltnis als Parameter. Die Gleichung (15) stellt bei 
veränderlichem k, bezüglich ft, alle durch die Schnittlinie s der beiden 
Ebenen (14) gehenden Ebenen dar. Sie ist die Gleichung des Ebenen- 
büscheis^^)j das durch die in (14) gegebenen Grun^ebenen, die wir 
nun Fl und F^ nennen wollen, bestimmt ist (vgl. § 18, 7). 

Der Parameter fi der Büschelgleichung bedeutet nach (16) und 
(10) das multiplizierte Teilungsverhältnis der laufenden Ebene des 
Büschels in bezug auf die beiden Grundebenen (vgl. § 6, (7')). 

Durch jeden PunJct Xq, y^, Zq des Raumes, ausgenommen die auf 
der Achse s des Büschels liegenden Punkte, geht eine bestimmte Ebene 
des Büschels (vgl. § 42, 3). 

Man erhält den Parameter fi = ^q dieser Ebene aus der Bedingung, 
daß die Koordinaten Xq, y^, Zq der Gleichung (15) genügen, also aus: 

X,«~/tX/ = 0, 

wo Xi® und X^^ die mit x ^^ Xq^ y = y^f ^ = ^o gebildeten Aus- 
drücke (9) sind (vgl. § 42, (17)). Es ist daher: 

(21) f*o = g- 

10. Die Gleichung des Ebenenbüsohels mit Doppelverhältnifl 
als Parameter. Als Einheitsebene F^ des Büschels (vgl. § 18, 8) gilt 
diejenige Ebene, für die das multiplizierte Teilungsverhältnis ft den 
Wert 1 hat. Entspricht es dem Werte A = Aq des Teilungsverhält- 
nisses selbst, so ist nach (16): 



und damit wieder nach (16) der Parameter f* der laufenden Ebene 77 
gleich dem Doppel Verhältnis (vgl. §42,(10) und §6,(16')): 
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(22) f» = i = (Ar,iTro) = r-^.^S 

wobei nun die Angabe des äußeren Winkelraums nicht mehr erforder- 
Hch ist (vgl. § 18, 8). 

Gibt man die Einheitsebene durch einen Punkt Xq, ^q, 0q, durch 
den sie gehen soll, so ist wie in (21), nur jetzt mit ftQ = 1: 

(23). i=j-;, 

wonach man die Gleichung (15) in der Form: 

^1 a -?« = 

schreiben und sagen kann: 

Sind Xj = und Xj = in (14) die Gleichungen der Grund- 
ebenen I^ und F^ eines Ebenenhiischels und Xq, y^, z^ die Koordinaten 
eines festen Punktes, durch den die Einheitsebene Fq bestimmt werden 
soll, so ist die Gleichung der laufenden Ebene FL des Büschels: 

(24) IS-f^f.'O. 

WO (i das Doppelverhältnis 

(25) ^ = (r,r,i7r„) 

bedeutet. 

Die Gleichungen (15) und (24) sind gleich allgemein, aber 
während (15) von den Konstanten A^, B^, C^, D^ und A^, B^, C^, D^ 
selbst abhängt, enthält (24) nur die Verhältnisse Ä^: B^ : C^: D^ und 
A^i B^ : C^i Dg ^nd stimmt darin mit den Gleichungen (14) überein, 
die auch nur diese Verhältnisse enthalten (vgl. § 40, 4). 

11« DoppelverliältniB von vier Ebenen im Büschel. Da in der 
Gleichung (15) des Büschels der Parameter /i nach (16) das multiplizierte 
Teilungsverhältnis oder nach der Ausdrucksweise von § 6, (7') die 
multiplizierte Verhältniskoordinate der laufenden Ebene 77 in bezug auf 
die beiden Grundebenen F^ und F^ als Anfangsebenen ist, so folgt 
wie in § 18, 9: 

Das Doppelverhältnis von vier durch ihre Gleichungen:''^) 

(26) X,~(i,X,^0, X,-(i,X, = 0, X,-tt,X, = 0, X,-(i^X,^0 
geg^>enen Ebenen 11^, ZZj, TIj, ^^ des Büschels (15) ist: 



(27) ä = (n,n,n,n,)^^':^Z^\-'^ 



^4) 



(^J — f^s) (^1 — f*4) 

Das Doppelverhältnis, das zwei durch ihre Gleichungen: 
(28) X,-(i,X, = 0, X,-p,X, = 



r 
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gegebene Ebenen 11^ und 17^ mit den beiden Grund^enen I\ und Fj 
des Büschels bilden, ist: 

(29) 



d-(r,r,iT,n,) = ^ 



Für f*2 = — f*i sind die' Ebenen (28) zu den Grundebenen ha/r- 
monisch. 

Die gleichen Sätze gelten auch für die Form (24) der Gleichung 
des Büschels. 



<2) 



§ 43. Die Oleicliungen der geraden Linie im Baume. 

1. Parameterdarstellung der geraden Linie. Nach § 34^ (6) be- 
stehen zwischen den Polarkoordinaten einer Strecke PqP, nämlich 
ihrer Länge s und ihren Richtungskosinus a, ß, y, und den Koordi- 
naten Xq, j/q, 0q und a;, y, ^ ihrer Endpunkte die Gleichungen: 

(1) x — XQ=^as, y — Vo^ßs, z — iSo^ys, 

Läßt man daher bei festen Werten von ^o? J/o? ^o? ^y ß? 7 ^^® ^"^ 
Sinne von § 34^ 6 relative Länge 5 der Strecke von — oo bis + oo 
laufen, so erhält man in (vgl. § 16, (2)): 

x^XQ + as, y^yo + ßs, z^z^-\- ys 
(aH/3^ + y»=l, -oo<s<+(X)) 

eine Parameterdarstellung^) der gerichteten geraden Linie, die durch den 
Punkt Xq, y^y Zq in der Richtung a, ß, y hindurchgeht (Fig. 242). 

Die Formeln gehen auch (vgL 
§40,(19)) mit 5 = 5, iy==0, g==0 
(und a, j8, y für a^, fe^, Cj) aus 
§37,(13) hervor. Der Parameter 
5 = 5 bedeutet die Koordinate des 
Punktes auf der Geraden (vgl. 

§ 1, 6)- 

2, Darstellung der Geraden 

durch eine Proportion. Durch Eli- 
mination von s ergeben sich aus (2) 
die Gleichungen (vgL § 16, (3)): 

(3) x-x^iy^y^iZ'-Zf^^aißiy (a^ + ß^ + y^^l oder +1) 

für die durch den Punkt x^, y^, z^ in der Eichtung a:ß:y hindurch- 
gehende (ungerichtete) Gerade. 

Hier brauchen a, /3, y nicht selbst die Richtungskosinus zu sein, 
sondern sich nur wie diese zu verhalten (vgl. § 33, 8): 



- iZ 




'h-^oy^Zo 




y 



Vig. 242. 
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§ 43, 3—4. 



(5) 



Insbesondere ist: 
(4) X :y : Jg '^^ a : ß : y 

die durch den Anfangspunkt in der Richtung a: ß: y gehende 
Gerade. 

3, Darstellung der Geraden als Diirohsohnitt zweier Ebenen. 
Die Proportion (3) vertritt zwei lineare Gleichungen zwischen x, y, z. 
In der Tat kann die Gerade im Räume immer als Durchschnitt zweier 
Ebenen betrachtet und daher durch zwei Gleichungen von der Form: 

A^x + B^y+C^z + D^^O 

dargestellt werden. 

Ist 370, y^j Zq ein Punkt der Geraden, so können die beiden 
Gleichungen (5) auf die Form §40,(18) und danach in die Form: 

(6) X - x^iy — y^iz - Zq ^ B^C^- B^C^i C^Ä^ — C^Ä^: A^B^ — A^B^ 

der Proportion (3) gebracht werden (Anm. 2, II, (12)). 

4. Katrixgleiohnng der Verbindungslinie sweier Punkte. Eine 
Gerade sei als Verbindungslinie zweier getrennten Punkte B^^x^^y^^ 

z^ und Ps =*^2? y» 1 ^2 gegeben (Fig. 243). 
Die beiden Punkte bestimmen mit 
einem beliebigen Punkte P ^ x, y^ z 
des Raumes ein Dreieck PP^P^y 
dessen absoluter Flächeninhalt ^ 
immer dann und nur dann verschwin- 
det, wenn der Punkt P in der Ver- 
y bindungslinie von P^ und Pg ^i*^g^ 
Die Bedingung ^ « zerfällt aber nach 
§ 36, (5) in die drei Bedingungen: 

die Koordinaten des Dreiecks ^ bedeuten. 
Der laufende Punkt P = x, y^ z der Verbindungslinie der Punkte 
Pt = x^,yi,^t und P^ = x^,y^yZ^ genügt daher den drei Gleichungen: 




Pig. 243. 



wenn z/^,, J^^, J^^ 



(7) 



2J = 

yz 
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1 
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X 
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Vi 


^1 
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= 0, 
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Wenn die drei Punkte P, Pj, Pj in gerader Linie liegen, verschwindet 
auch der RÄuminhalt 11 des Tetraeders OPP^ P^, ist also nach § 39, (8): 

X y z 



(8) 



677«- 



X, 



Xe 



^0. 



Vi ^1 

Indem wir daher die vier Gleichungen (7) und (8) in das Verschwin- 
den einer Matrix (Anm. 1, UI, (25)) zusammenfassen, ergibt sich (vgL 
§ 16, (5)): 

Die Verbindungslinie der Punkte x^, y^, z^ und x^, y^, z^ ist durch 
die die vier Gleichungen (7) und (8) vertretende Gleichung: 

\ X y z 1 
(9) X, y, z, l ^0 

\ ^2 Vi ^2 1 

dargestellt (vgl § 40, (1)). 

5, Abhängigkeit der vier Gleichungen der Geraden. Da aber 
zwischen den vier Größen ^^^, ^^^, zi/^^ und 377 die Identitäten 
bestehen :^^) 

(10) 



x^^J^, + y, .z^,, + ^,.^,^ + 377== 

,^2-^y, + y2-^,x + ^2-^xy + 377-0, 

so folgen im allgemeinen aus zweien von den vier Gleichungen (7), 
(8) die übrigen beiden von selbst Ist beispielsweise: 

(11) -^« = 0, ^,, = 0, 

so wird nach (10): 

und hieraus folgt: ^^^ = und 77 = 0, wenn Xj^'^x^ (Anm. 2, 1, 3). 
Im Ausnahmefalle x^^^^x^ fallen aber auch die beiden Gleichungen (11), 
die dann lauten: 

(zt-z^) (x-x^) - 0, (yi-y,) (x-x^) = 0, 

in eine zusammen; die Gerade ist der yz-^hene parallel Man kann 
also sagen: 

Die Verbindungslinie der Punkte x^y y^j z^ und x^, y^j z^ isty wenn 
sie nicht der yz- Ebene parallel ist^ durch die Gleichungen: 



(12) 
dargestellt 



z 



X 

X, 



X 



2 



1 

1 
1 



= 0, 



X 
X, 



y 

Vi 



x^ y^ 



1 
1 
1 



= 
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§ 43, 6—8. 



6. Darstellung der Geraden durch Grundriß und Aufriß. Die 

Darstellung (12) fällt wieder unter die allgemeine Form (5). Die 
beiden Gleichungen (12) stellen (vgl. § 40, (15)) die projizierenden 
Ebenen der Geraden auf die jgra?- (Grundriß) und icy- (Aufriß-) Ebene 
dar. Sie sind zugleich in bezug auf die ebenen Koordinatensysteme 
Oex und Oxy (vgl. § 40, (17)) die Gleichungen von Grundriß g' und 
Aufriß g' der Geraden g, d. h. ihren orthogonalen Projektionen auf 




Fig. 244. 




Fig. 245. 



(13) 



die beiden Ebenen zx und xy (vgl. Fig. 244, sowie die Fig. 245, wo 
die Grundrißebene nach § 31, 7 aufgeklappt ist); Gj und G^ sind die 
Spurpunkte, d. h. die Schnittpunkte der Geraden g mit Grundriß- und 
Aufrißebene, Gj" und G^' die Projektionen von G^ und (tj auf die 
o; -Achse. 

7. Die Anzahl der Konstanten der Geraden. Die Gleichungen (12) 
lassen sich (da x^ 4= ^2 ^^^^ soll) durch Auflösen nach y und z auf 
die Form bringen :^^) 

y=^hj^ + hx 

z = Cq -{- ex. 

Sie enthalten vier unabhängige Konstanten 6^, b, Cq, c, wie denn (§ 16, 6) 
Grundriß und Aufriß einer Geraden völlig unabhängig . voneinander 
gegeben sein können, worauf (Fig. 244) die über ihnen senkrecht zu 
Grundriß- und Aufrißebene errichteten Ebenen die Gerade als ihren 
Durchschnitt bestimmen. Es gibt daher 00* gerade Linien im Räume. 

8. Beziehung der beiden Darstellungen (3) und (13). Die 
Gleichungen (13) können in der Form: 

X : y — bQi z — Cq= 1 :b : c 
geschrieben werden, die aus (3), mit: 
(14) Xq = 0, 2/0 = ^0» ^0 = ^0; a:ß:y=l:b:c 

hervorgeht. Es ist 0, fc^, Cq der Schnittpunkt der Geraden (13) mit 
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der yz -Ebene, und sind (vgl. § 33, (20)): 



(15) 



a = 



r.^ ß- 



y.'^ 



die Bichtungskosinus der ungerichteten Geraden (13). 

Die Gleichungen (3) dagegen geben, nach y und is aufgelöst, die 
Gleichungen 

y -= — X + -^^ — — *^ , z ^ — X A — '—^ 

welche die Form (13) haben mit: 

(Ib) b^ -^ , c^ -^ , ^^-l^y ^-^• 

9, Gleichung der Verbindnngsebene einer Geraden und einea 
Punktes. Die Gleichung einer Ebene , die durch den gegebenen 
Punkt x^y ^1, j^i geht, ist nach § 40, 
(18) von der Form: 

iA{x-x;)^B{y-y;) 

\ +C(;?-jeri)-0. 

Soll nun die Gerade (2) in dieser 
Ebene liegen, mufi die Gleichung: 

A{x^^-as — x^'^B{y^^rf^8 — y^) 

+ C'(^o + y«-^i)==Ö 

identisch in $ erfüllt sein, also: 

^(a^o - a^i) + -BO/o - yi) + c^K - «1) = 

Aa +Bß +Cy -0. 

Durch Elimination von Ä, B, C aus (17) und (18) folgt (Anm.2,n,3): 
Die Verhinökmgsebene des Punktes x^, y^, g^ mit der Geraden (3): 



(17) 




(18) 



x — Xaiy — t/o-'g 
(Fig. 246) hat die Gleichung: 



gQ'=a:ß:y 



(19) 



x-x^ y-yi 

ß 



z — g. 



^0 — ^1 



= 0. 



10. Der Abstand eines Punktes von einer Geraden. Der ab- 
solute Abstand des Punktes P^ = x^^, y^j z^ von der Geraden (2) sei d; 
der absolute Flächeninhalt des Dreiecks P^^PqP^, wo Pq und P^ die 
den Werten 5 = und s = 1 entsprechenden Punkte der Geraden 
qind (Fig. 247), sei J. Dann ist ^ — ^.1.<J, also nach §36,(5): 

Stande, analyt. Geometrie. 14 



210 



§ 4*, 1. 






WO nach § 36, (6) (vgl. Anm. 1, IV, 4): 



2J = 

yz 



ß Y 



1 

1 





ß(^i-eo)-yiyi-yo) 



Vi ^1 1 ' 

Vo + ß ^o+y i! 

und ebenso: 

2^„ = y(a;i-a;o)-a(2i-«o). 2^ 

jFwr dm Abstand d des Punktes x^, y^, z^ von der Geraden: 
X — x^: y — y^: z — z^ = a : ß '. y (a* + /3« + y« = 1) 



xy 



^(yi-yo)-ßi^i—^o)- 



(20) 



<*'= {ßi^i-^o)-y{yi-VQ)V+ {?(^i-^o)-«(^i--^o)} 



2 



+ {a(yi-yo)-/J(^i-^o)}'- 

Hier müssen nach der Ableitung cc, ß, y die wirklichen Richtungs- 
kosinus sein, also a* + j3^ + y^ == 1 (vgl. § 43, 2); andernfalls ist die 
rechte Seite (20) noch durch «^ + ^^ + y^ zu dividieren. 



§ 44. Zwei gerade Linien im Baume. 

1. Bedingung der vereinigten Lage zweier durch ihre Para- 
meterdarstellungen gegebenen Geraden. Zwei Gerade g^ und g^ im 
Räume schneiden sich im allge- 



meinen nicht. Wenn sie sich 



^^iVi^i 



^zßzYt 





;j •^^*» 



Fig. 247. 



Fig. 248 



,»..»,« 



schneiden, sagt man auch, daß sie sich in vereinigter Lage befinden. 
Seien die beiden Geraden durch ihre Parameterdarstellungen 
(vgl. § 43, (2)): 



\x = x^ -\- a^s, y 



= y^ + /3is, ^ = V + ^1«, 

= yt + /3aS, z==z^ -\- y^s 



gegeben. Haben die Geraden einen gemeinsamen Punkt P = x, y, z. 



§ **, 2. 
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der za den Parameterwerten s^, bezüglich s^ (Fig- 248) gehört, sö 
müssen die drei 61eichungen bestehen: 

|(a;i® — Xg*) + «i»! — a,s, = 
was nur möglich ist (Anm. 2, U, 3), wenn: 



(3) 



^0 ^.0 


«1 


«2 


y," - y," 


A 


/3, 


z,' - z<> 


Vi 


rs 



0. 



(4) 



Die Gleichung (3) ts^ die Bedingung^ daß die beiden Geraden (1) 
sich schneiden. 

Die Parameterwerte s^ und «2 des Schnittpunktes P ergeben sich 
dann in der Tat aus den Gleichungen (2), deren wirkliche Auflösung 
weiterhin in den Formeln (16) erhalten wird. 

2. Bedingung der vereinigten Lage zweier dnrch Grund- und 
Aufriß gegebenen Geraden. Sollen die beiden durch die Gleichungen- 
paare (vgl. § 43, (13)): 

z ^ c^ + c^x \z = Cg® + c^x 

gegebenen Geraden sich schneiden, so muß der Schnittpunkt x, y, z 
allen vier Gleichungen (4) genügen, also auch den durch Elimina- 
tion von y und z entstehenden Glei- 
chungen : 

l(Ci-Cj)a; + (Ci«-O = 0. 

Die beiden Geraden (4) schtieiden 
sich daher unter der Bedingung: 

h - h V - V 



(5) 



(6) 



q Cg 



c. 



==0. 



Der Schnittpunkt selbst wird dann: 




JC 



Fig. 249. 



(7) x^- 






C ^ ^^ C ^ 



y 






^1 ^» ^2 ^l 

^1— Cg 



Uli rfer Grund' und Aufrißdarstellung der beiden Geraden g^ und 
9i (§ 43, 0) besteht die Bedingung des Schneidens darin^ daß der Schnitt- 
punkt P' der beiden Grundrisse g^ und g^ und der Schnittpunkt P" 
der beiden Aufrisse g(' und g^' (Fig. 249) senkrecht übereinander liegeiij 

14* 
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§ 44, 3. 



also Grund- und Aufriß eines Raumpunktes P sind (§ 31, 7). In der 
Tat haben die Punkte P' und P" unter der Bedingung (6) aus (5) die 
nämliche Koordinate x. 

3, Sobraubensinn eines Paares gerichteter Geraden. Sind g^ 
und g^ zwei gerichtete Gerade, die sich nicht schneiden, und verbindet 
man irgend einen Punkt T^ der ersten mit irgend einem Punkt T^ 
der zweiten Geraden (Fig. 250), so ist die Verbindungslinie t^<^ eine 
gemeinsame Transversale der beiden Geraden. Sie soll ihrer Richtung 
nach von der ersten zur zweiten Geraden laufen. 

Die drei gerichteten Geraden ^^ ^2 ^la bestimmen, in dieser Reihenfolge 
genommen, nach §32, 10 einen bestimmten Schraubensinn ^'^®(Si9i^vt)'> 
denjenigen eines Achsensystems, dessen drei von irgend einem Punkte 
ausgehende Achsen 9ig^t^ (Fig. 250) mit gig^t^g parallel und gleich- 
gerichtet sind ^ig^g^t^f) « ©(fi'iVj^^iS)- 

Man kann den Punkt nach T^ verlegen und hat dann nur durch 
Ti eine Parallele g^^ zu g^ zu ziehen (Fig. 251). Je nachdem dann die 





Fig. 250. 



Fig. 261. 



positive Halbachse T^T^ von t^^ auf der positiven oder negativen 
Seite der durch die Achsenfolge g^g^^ gerichteten Ebene g^g^^ (vgL 
§32,8) liegt, ist der Schraubensinn ©(S'i^s^a) === ® (^i5^2**^i2) positiv 
oder negativ (in Fig. 251 positiv). Denkt man sich in g^ in der 
positiven Richtung von g^ schwimmend mit dem Gesicht nach g^ ge- 
wendet, so ist @ positiv oder negativ, je nachdem man g^ von links 
nach rechts (wie Fig. 251) oder von rechts nach links laufen sieht. 

Da nun, was das Achsensystem g^g^^iii l>etriflPt, die Gerade g^ der 
Ebene g^g^^ parallel ist, also i!hrer ganzen Ausdehnung nach auf der^ 
sdben Seite der Ebene liegt, ist der Schi-aubensinn @ von der Wahl 



§ 44, 3. 
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des Punktes T^ anf g^ unabhängig. Ebenso ergibt sich aber, daß 
er von der Wahl von T^ auf g^ unabhängig ist. 

Der Schraubensinn @ ^ ®{9iffi^ir) ist daher unabhängig von der 
Wahl der Transversale t^^, und den beiden Geraden g^^ g^, zunächst 
bei dieser ihrer Reihenfolge eigentümlich. Er ist aber auch von 
dieser Beihenfolge unabhängig. Denn nimmt man g^ als erste und g^, 
als zweite Gerade, so ändert sich (Fig. 262 gegenüber Fig. 261) der 
Drehungssinn der Ebene ^l^2^ ^^^ SLueh der Sinn der Transversale, 
die nun als t^^ von T^ nach T^ läuft. Daher ist @ (P2^i^8i)==®(?i 5^2^12)- 

I. Ein Paar gerichtete Gerade g^, g^^ die sich nicht schneiden, 
haben einen bestimmten, von ihrer Beihenfolge unabhängigen Schrauben- 
sinn ©/®^) der bestimmt wird als Schraubensinn eines Achsensystems 





Fig. 252. 



Fig. 258. 



Og^g^t^^ dessen Achsen parallel und gleichgerichtet den beiden Ge- 
raden und einer beliebigen von g^ nach g^ laufenden Transversale t^^ 
sind (Fig. 250). 

n.. Denkt man sich mit dem Kopf voran in der einen Geraden 
nach ihrer positiven Bichtung hin schwimmend, das Gesicht der anderen 
Geraden zugewendet, so ist der Schraubensinn © positiv oder negaliv, je 
nachdem man diese ihrer positiven Bichtung nach von links nach rechts 
oder von rechts nach links laufen sieht 

Um ein bestimmtes Beispiel vor Augen zu haben, denken wir uns 
das positiv orientierte rechtwinklige Achsensystem Oxyz (Fig. 253, 
die a;-Achse tritt nach vorn aus der Zeichnungsebene Oyz heraus). 
Die eine Gerade g^ sei die gerichtete a? -Achse selbst, die andere g^ 
gehe durch einen Punkt T^ =« 0, 0, c? der positiven {d > 0) Halbachse z 
parallel der gerichteten t/-Achse. Nach I ist der Schraubensinn des 
Paares g^g^ gleich dem des Achsensystems Oxyz, also positiv. Nach 
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n ergibt sich dasselbe, da man, in der einen Geraden schwimmend, 
jedesmal die andere yon links nach rechts laufend erblickt. 

4. Das Moment zweier gerichteten Geraden, im fianme. Zwei 
gerichtete Geraden g^ und g^ seien durch ihre ßichtungskosinus a^, 
ßi'i Vi ^°^ ^if ß%f y% ^^d durch je einen An&ngspunkt P^ ^ x^, 
y^^ z^ und P^® == x^y y,®, z^^ gegeben (Fig. 254). Ihre Parameterdar- 
stellung geben die Gleichungen (1). 

Für den Winkel %' zwischen den beiden Geraden ist nach § 35, (1) 
und (2): 

(8) ^o^^^f^x^ + ßißt + YiYtj . 



(9) sin# ^V{ß,y, - ß,ny + (n««"- n<f + («1^, - «2ft?- 

Verbindet man einen beliebigen Punkt P^=^x^, y^, z^ {s^ der 
Geraden g^ mit einem beliebigen Punkte F^^x^, y^, z^ (Sj) der Ge- 
raden g^ (Fig* 2^)? so erhält man 
eine gemeinsame Transversale t^^ = 
Pi Pj der beiden Geraden g^ und g^ . 
Die von Pj nach Pg hinlaufende 
TransTersale hat, wenn: 

(10) • 



ihre absciute Länge von P^ bis Pg 



^*^^nj 




ä^«vAä> bedeutet, nach § 34, (7) die Rieh 
tungskosinus : 



A=^ 



oc. 



V = 



IL^ 



^8—^1 



y^ 



t '' 



oder nach (1): 



A=- 



OCm ~~' «Ci "Y" **• Sm 



«l«l 



(11) 



f* 



y,'-y/ + A«.-ft»i 



v =» 



^j^-^Z + raSj — Vi^i 



Der Sinus der Ecke, deren Kanten g^^ g^^, t^l, etwa von aus- 
gehend (Fig. 254), mit den Geraden g^, g^, t^^ parallel und gleich- 
gerichtet sind, ist dann bei positiv orientiertem System Oxyz nach 
§37,(9): 



^1 **2 
^1 ß, ^ 
n Y2 ^ 



also mit Benutzung von (11): 



§ U, 5. 
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^i^9x%%t-T 









CCj Ofj iCg 3/^ 



^1 Y% 



(Anm. 1,IV,4). Führen wir die den Geraden g^y g^ eigenMimliche Größe 



«1 «2 



/r ^ 






%" - yi' 



'a 



;?. 







(12) 

ein, so wird: 

(13) t. sin g,%%l^M. 

Wir nennen den Ausdruck M in (12) das Moment^^^) der beiden 
Geraden g^y g^, die bezüglich durch die Punkte x^, y^y z^ und x^y 
y^y z^ in den Ttichimngen o^, ß^y y^ und c^, ß^y y^ hindurchgehen 
(Fig. 254). Da nun t nach (10) positiv ist, und der Sinus der Ecke 
diO^^^A nach § 32, 11 positiv oder negativ ist, je nachdem das Achsen- 
system g^g^t^ und daher nach § 44, 3 das Geradenpaar g^y g^ po- 
sitiven oder negativen Schraubensinn hat, so folgt: 

Der Schraubensinn eines Paares gerichteter Geraden ist positiv oder 
negatiVy je nachdem ihr Moment positiv oder negativ ist. 

Das Moment zweier Geraden ist nach seiner Definition (12) von 
der Reihenfolge der beiden Geraden unahhängigy da die Determinante (12) 
bei Vertauschung der Indizes 1 und 2 sich nicht ändert (Anm. 1, 
IV, 2; 5). 

In Übereinstimmung mit § 44, 3 ergibt sich also auch hier der 
Schraubensinn des Paares unabhängig von der Iteihenfolge, sowie von 
der Wahl der Transversale. 

Für die beiden Geraden in Fig. 253 können wir: 

^i' = 0, y,« = 0, V = 0; V = 0, y.'^Oy z,^ ^ d 

nehmen und ist: 

«1 = 1; ßl==^f 71 '^^'i «2=^0, /32 = 1, 72 = 0. 

Damit wird nach (12): 

M=d>Oy 

so daß der Schraubensinn des Paares positiv ist. 

Aus (3) und (12) folgt: 

Das Verschwinden des Momentes ist die Bedingung, daß die beiden 
Geraden sich schneiden. 

5. Die Fußpunkte der gemeinsamen Normale von zwei Ge- 
raden. Die Transversale t^^^ ky^iyV der beiden Geraden g^, g^ in 
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§ 44, 4, die bisher (Fig. 254) eine ganz beliebige war, wird zur ge- 
meinsamen Normale n^^ der beiden Geraden, wenn (§ 35, (4)): 

oder nach (11) und (8): 

s, - 008^ . s, ^ «i(a;,«- V) + ßi W-yi') + n (V-^i') 



(14) 



(15) { 



(16) 



Hieraus ei^ibt sich durch Ausflösung nach s^ und s^y wenn nur 
Epin^c^O ist, stets je ein und nur ein Wert fßr s^ und s^, nämlich: 

Biu^^.s^ = (a,-aicos«')(a;8«-0 + {ß^-ß^cx^^^^W-yj!^) 

+ (yi~7,co8^)(V-0> 

sin^^.53 = (c:,^aiC0s^)(V-^2'') + (ß2-ßi<^0Bd)(y,^-y,^) 

+ (y2-yiCos^)(j^i^-V)- 

Diese Formeln gehen für die Darstellung (1) der beiden Geraden 
äte beiden Parameterwerte der Fußpunkte P^ und P^ der gemeinsamen 

Normale n^2 (ß^S- 255). 

Wenn g^ und g^ sich schneiden, geben die Formeln (16) die Para- 
meter «1 und «2 des Schnittpunktes (vgl. § 44, 1). 

Denn multipliziert man die drei Gleichungen (2) bezüglich mit 
€c^, ßi,yi oder cc^, ßi, y^ und addiert, so folgen auch die Formeln (15). 



/^n^r^J 



6. Die GleiehtLngeii der ge- 
meinsamen Normale. Die durch 
Pi und Pj (Fig. 255) senkrecht 
zur gemeinsamen Normale n^^ ge- 
legten Ebenen E^ und E^ enthalten 
die Geraden g^ und g^ bezüglich 
ganz. Man erhält also n^^ &uch 
dadurch, daß man durch g^ eine 
zu g^ parallele Ebene E^ und durch 
g^ eine zu g^ parallele Ebene E^ 
legt und dann weiter durch g^ und 
g^ die zu E^ und E^ senkrechten 
Ebenen F^ und bezüglich F^ zieht. 
Dann ist n^^ der Durchschnitt F^ X F^ der beiden letzteren Ebenen. 
Die Ebene F^ ist dadurch bestimmt, daß sie durch P^® = Xj^, y^, z^ 
geht und zwei durch P^ gehende Gerade, die eine g^ mit den Richtungs- 
kosinus o^, ß^, y^ und die andere parallel n^^ mit den durch (14) 
bestimmten Richtungskosinus k^ fi, v enthält; ihre Gleichung ist dar 




Fig. 265. 



§4*, 7. 
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(19) 



her nach § 40, (20): 

(17) a, A 

Ebenso hat die Ebene F^ die Gleichung: 



V 







0. 



(17) 



X 



V y-y^ 



«, 



8 



Z - 



z 



2 



-0. 



JA fi V 

Nach (14) folgt aber für die Richtungskosinus k, pi, v der ge- 
meinsamen Normale w^g (vgl. §33,8): 

(^sK\ 1 — r fty«~~yife I, — r yi *^« — *^i y« ,, _e <^i fe ~ ft «« 

(e=±l). 
Damit wird: 

£sin^ . {ß^v — y^i») = ßi(cCiß^ — ßtCi^) — yi(yia8--ai;'2)-aiCOsa--a2, 

usw., so daß man die beiden Gleichungen (17) auch schreiben kann: 

(aiCOs^-a2)(^-^i^) + (i8iCOS^-A)(y-yi'') + (yiCOS^-y,)(^-V) 

(«gcos^ - «i) (a: ~ x^^) + (/J.cosl^ - ft) (y - y^^) + (y^cos^ - y^) (z - ^r^*^) 

Dies sind somit die Gleichungen (vgl. § 43, (5)) der gemeinsamen 
Normale Wj, der beiden Geraden g^ und ^j, die durch (1) gegeben sind 
und den Winkel -O* miteinander bilden, 

7« Die kürzeste Entfernung zweier Geraden im Baume. Da 
die Strecke PiP^ der gemeinsamen Normale (Fig. 255) auf den beiden 
parallelen Ebenen E^ und E^ senkrecht steht, so ist die absolute Länge 

(20) n = P;P, 

der Strecke PiP^ die senkrechte Entfernung der beiden Ebenen und 
daher die kürzeste Entfernung der in diesen Ebenen verlaufenden Ge- 
raden g^ und ^2' 

Nach der für jede beliebige Transversale t^^ gültigen Formel (13) 
ist aber speziell für die Transversale n^^' 

M^n.sing^^g^^n^l, 
während mit Einsetzung der Werte (18) von A, ^, v: 



0, 
0. 



sin^-iV»"«!? = 



«1 «j 
ßi ßi 



V 



= sin * { O'i y» - yi ß^y + (yi «« - «^i y^y + («=• ß^ - ßi "»)* ) = * »"^ * 
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wird (vgl. § 41, (26)), und daher: 

(21) M=^n.£&m». 

Da n und siu'Ö' positiv sind, folgt hieraus, daß s das Vorzeichen des 
Momentes M ist, wodurch für die von g^ nach g^ laufende Normale n^^ 
auch das Vorzeichen s der Richtungskosinus (18) bestimmt ist* 

Die Formel (21) aber gibt, wenn wir im Gegensatz zu (20) das 
Vorzeichen £ in n aufnehmen, den Satz:^®^) 

Der kürzeste Abstand n zweier gerichteten Geraden g^ utid g^ ist: 

M 



(22) 



n = 



BmO" 



WO M das Moment und -d* den Winkel der beiden Geraden bedeutet, 
und n positiv oder negativ gerechnet ist, je nachdem das Faar der beiden 
Geraden positiven oder negativen Schraubensinn hat 

8« Das Moment zweier Geraden, die duroli (4) gegeben sind. 

Sind die Gleichungen der beiden Geraden g^ und g^ in der Form (4) 
gegeben, so haben wir, um sie in die Form (1) zu bringen, nach 
§ 43, (14) und (15) zu setzen: 



(23) 



1 a b, 

«1 = -; ßi--:^, n 



X. 



1 o \ 



WO wir, um die beiden Geraden zu richten, etwa mit positivem Vor- 
zeichen setzen: 

(24) xi = Vi + \^ + c^\ x, = yT+v+?- 

Dann wird nach (12): 



M = 



Xj Xj 



1 1 

^1 ^2 ^2 ^1 



XjXj 



10 

h h-\ K-h" 

^1 ^ 



,/. p >, 

H ^2 ^1 



Xj Xj 



6,-6, 6,«-6i« 

Cg Cj c^ c^ 



Das Moment der beiden im Sinne der Bichtungskosinus (23), (24) 
gerichteten Geraden (4) ist (vgl. (6)): 



(25) 



ikf = 



h-h v-v 



^2 ^1 







9. Das Moment zweier Geraden als Bauniinhalt eines Te- 
traeders. Sind Pj = a?!, y^, z^ und P^^= x^, y^, z^ zwei in der po- 
sitiven Richtung der Geraden g^ aufeinanderfolgende Punkte derselben 
und P3 = rCg, i/g, z^ und P4 = 0:4, y^, z^ zwei ebenso auf g^ liegende 
(Fig. 256), so ist (§34,(7)): 



§ 44,^ 9. 
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^If M2 '^IJ 

Va — y« 



12 



-PxP.' 



8 



^4 ^8 



ft=- 



M 



y« 



84 



»-34 = A i** • 



Indem man nun den Ausdruck (12) 
mit P, und P, (Fig. 256) fOrPi« und 
P,» (Fig. 254) bildet, wird (Anm. 1, 
IV, 4; 2; UI, (17)): 



Jlf = 



*'l 8 ^84 



X^ Xy^ 



X^ "7" ^8 ^3 X^ 



Vi-Vi Vi-Vi Va-Vi 



Z^-Zl 



H 



n.»"»* 



ft<7a —"" »J/j *</^ "^~ tvi 



^3 "~ ^1 



-yi y4-yi ys 



yi 




Fig. 856. 



^4-^1 



'•i»^84 



X. 



— X, 



x^ x^ 



8 •*! 



Z^ 



Z, 



h-h 



x^ x^ 



''is'*84 



yi y»-y. .y«-yi 3^4-^1 



Xi Xa Xo X 



Ä, 



«»-«1 



««" - ^1 



^4-^1 















'2 



s 



Vi Vt y» y* 



r,.r 



u'a4 I g. 



e> 



z. 
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'*ll^84 



6P,P,P,P, 



(vgl. § 39, (7)). 

Das Moment zweier gerichteten Geraden, die bezüglich vom Punkte 
Pj nach dem Punkte Pg und von P3 nach P^ laufen, ist der sechsfache 
relative Rauminhalt des Tetraeders P^P^P^P^ dividiert durch die ab- 
soluten Entfernungen PiP^ und P3P4: 



(26) 






^ia**s4 



^1 Vi «1 

Xj y» ^2 

^s Vi H 

H y* ^4 



1 
1 
1 
1 



»•12 - ^(^^2 - aJi)* + (yj - yiY + (e» - ^1)*, 
»•»4 = ^^(«r^^s? + (3/4 - y»)* + («4 - «»)*• 

Da M eine den beiden Geraden eigentümliche Konstante ist, bleibt 
der Rauminhalt P^P^P^P^ ungeändert, wenn man die Strecken PiPf 



220 



§ 45, 1— Ä. 



und P^Pif ohne ilire Länge zu ändern, beliebig auf den Geraden ver- 
schiebt. 



Macht man r^, = rj^ ■- 1, wird direkt: 



(27) 



M=Q.P,P,P,P,. 



m. Kapitel. 

Die Koordinaten der Ebene. 

§ 45. Die Koordinaten der Ebene nnd die Gleiehnng des Punktes. 

1. Die Koordinaten der. Sbene.^*) Die durch die allgemeine 
Oleicbung: 
(1) Ax + By+Cz + D = 

gegebene Ebene schneidet nach § 40, 5 auf den Koordinatenachsen 
die Strecken (Fig. 257): 



(2) 



OL 



D 



OM 



l, o^—i 



ab. Die negativen reziproken Werte der relativen Längen dieser Strecken 
heißen die Koordinaten der Ebene und werden, als solche mit u, v, w 
iZ bezeichnet, so daß (vgl. § 19, 1): 




(3) 



u 






B 



tv = ^ 



Fig. 257. 



Sind umgekehrt die Koordinaten m, 
v, w gegeben j so ist nach (3): 

A: B\ CiD ^u:v iw :\ 

'^ und daher die Gleichung der Ebene (vgl. 
§40,4); 

(4) ux + vy + wz-\-l=='0 



(über den Fall D « vgl. § 47, 6; § 49, 5). 

Die Beziehung zivi sehen einer Ebene und ihren Koordinaten ist 
daher wediselseitig eindeutig. 

Nach §19, 1 sind v^ w] w, w; w, v zugleich die Koordinaten der 
Schnittlinien MNy NL, LM in bezug auf die ebenen Koordinaten- 
systeme OyZy OzXy Oxy (vgl. § 31, 4). 

2. Besondere Werte der Koordinaten. Alle Ebenen , von deren 
drei Koordinaten eine, etwa w = ist^ sind (vgl. § 40, 6; § 31, 6) der 



§ 45, 3—4. 
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X-Achse parallel; alle Ebenen, für die v «=» und w? = 0, sind der 
y;er- Ebene parallel. 

Alle Ebenen von gleichem u gehen durch einen festen Punkt L 
der i»- Achse, alle Ebenen von gleichem v und w gehen durch eine 
feste Gerade Jf^ der y^^-Ebene (Fig. 257). 

3« Die Gleichung des Punktes in laufenden Ebenenkoordi- 
naten. Sind Ä, JBy C, D beliebige (nicht mit den in (1) vorkommenden 
in Beziehung stehendie) Konstanten und u, Vy w die Koordinaten einer 
veränderlichen Ebene, so kann man sich die Gleichung: 

(5) Äu + Bv + Cw + D^O 

dadurch entstanden denken, daß man in die Gleichung (4) der Ebene 

w, Vf w die Werte: 

/a\ ABC 

(6) ^=n. y 



z = 



eingßsetzt hat. Die Gleichung (5) ist daher die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß der Punkt (6) auf der Ebene w, v, w 
liegt, oder, was dasselbe ist, daß die veränderliche Ebene m, v, w 
durch den festen Punkt (6) geht. 

Eine veränderliche Ebene geht immer dann und nur dann durch 
den festen Punkt (6), wenn ihre Koordinaten u, v, w der Gleichung (5) 
genügen. 

Man nennt daher (5) die Gleidmng des Punktes (6) in laufenden 
Ebenenkoordinaten u, v, w. Es gibt oo^ Ebenen, deren Koordinaten 
der Gleichung (5) genügen. 

4« Dualität zwischen den Koordinaten, beziehungsweise den 
Gleichungen von Ebene und Punkt. Wir können die vorstehenden 
Erklärungen in folgender Weise gegenüberstellen (vgl. § 19, 3): 



Ist: 

(7) Äx + By-\r-Cz + D^O 

die Gleichung einer Ebene in laufen- 
den Punktkoordinaten x, y, 0, so 
sind: 

(8) %^5-; ^0^^^ ^0-^ 

die Koordinaten der Ebene, 

Sind Uqj v^ Wq die Koordinaten 
einer Ebene, so ist: 

(9) UqX + VQy + w^z+1^0 



Ist: 

(7') Äu + Bv + Cw + D^O 

die Gleichung eines Punktes in 
laufenden Ebenenkoordinaten m, v, w, 
so sind: 

_ C 
^0- jj 



(8') i^o-^, 3/0=^2)? 



die Koordinaten des Punktes, 

Sind Xq^ tfQj 2q die Koordinaten 
eines Punktes, so ist: 

(9') XqU + yQV + 0QW + l=:^O 
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§ 46, 5—7. 



die Gleichung der Ebene in laufen- \ die Gleichung des Punktes in laufen- 
den PunMcoordinaien x, y, z. den Ebenenicoordinaien u, r, w. 

5. Bedingung der vereinigten Lage von Punkt und Ebene. 

Die Ebene Wq, Vq, Wq und der Punkt Xq, ^q, Zq liegen daher vereinigt, 
d. h. die Ebene geht durch den Punkt und der Punkt liegt in der 
Ebene^ immer dann und nur dann^ wenn: 

(10) UqXq + v^y^ + WqZq +1=0. 

6« Ebene duroh drei Punkte, Punkt in drei Ebenen. Die 

Gleichung eignes Punktes hat nach § 45, 3 immer die Form: 

(11) Aü + Bv+Cw + D^Q. 

Sie hängt, wie die Gleichung der Ebene §40, 3; 4, von drei Konstanten- 
Verhältnissen Ä:B:C:D ab, die bestimmt sind durch drei Ebenen 
Wj, Vj, w^'^ Mj, Vj, 1^2 ; Mj, 173, tt'j, welche durch den Punkt gehen. 
Denn da deren Koordinaten der Gleichung (11) genügen müssen, so ist: 

Äu^ + Bv^ + Cwi + D^O, 
Au^ + Bv^ + Cw^ + D = 0, 
Au^ + Bv^ + Cw^ + D -= 0. 

Eliminiert man aus (11) und (12) die Konstantenverh'altnisse, so er- 
hält man (Anm. 2, III, 3) die Gleichung des Punktes, der in den drei 
Ebenen liegt, und damit den folgenden rechts stehenden Satz, zu dem 
der duale, links stehende schon § 40, 1 abgeleitet wurde (vgl. § 19, 6). 



(12) 



Die Gleichung der Verbindungs- 
ebene der drei Punkte x^, y^, z^ ; 



Die Gleichung des Schnittpunktes 
der drei Ebenen %, t?!, w;i ; «g, v^^w^^ 



^97 Vif ^2? ^»} y^y h *^^ *** laufenden j m^, Vj, w^ ist in laufenden Koordi" 



Koordinaten x^y^z: 



naten u, v, w: 



X 



(18) 



x^ 



X. 



a 



X, 



y 

y\ 

Vi 
Vi 



z. 



'1 



1 
1 
1 
1 



= 0. 



(13') 



u 

U 

n 



2 



V 

V 



2 



W 
W 



2 



8 



V 



s 



w 



» 



1 
1 
1 
1 



-0. 



Es ist zugleich die Bedingung dafür, ' Es ist zugleich die Bedingung dafür, 
daß die vier Punkte x^y^Z] x^^y^fZ^] daßdievierEbenen u,v,W]Ui,VijW-^'y 
^^jV^yh'') ^zyVzih ^^ einer Ebene |i*j, v^, w^'^ %, v^, w^ durch einen 
liegen. | Punkt gehen. 

7« Abstand einer Ebene von einem Punkte. Ist ein Punkt 
durch die Gleichung (11) und eine Ebene durch ihre Koordinaten 
Uq,Vq,Wq gegeben, so hat der Punkt die Koordinaten: 



§ 46, 8—9. 



22a 



^ — -j)^ 



B 



Z = 






und die Ebene die Gleichung: 

%x+ %y -{-WqZ+I^O. 
Nach § 41, (6) ist der senkrechte Abstand des Punktes von der 



Ebene: 



d- 



B 



+ ^( 






oder mit Unterdrückung des Index 0: 

Der senkrechte Abstand der durch 
ihre Koordinaten w, u, w gegebenen und 
gerichteten (vgl § 41, 1) Ebene (Fig. 258) 
von dem durch seine Gleichung :'^^) 

(14) Au + Bv + Cw + D^O 

gegebenen Punkte ist: 



Wr 



(15) d = 



Au + B V + Cw + D 




8. Die HeBsesche Normalfonn der Gleichung des Punktes» 
Bringt man die allgemeine Gleichung (5) des Punktes durch Division 
mit D auf die Form: 

(16) au + bv + cw + 1 ==0, 

welche die Hessesche Normaiform der Gleichung des Punktes heißf^^ 
so sind nach (9') die Koeffizienten a, &, c direkt die Koordinaten des 
Punktes. Der Abstand der Ebene u, v, w von dem Punkte ist dann 
nach (15): 

Dies ist zugleich der Abstand eines durch seine Koordinaten a, &, c 
gegebenen Punktes von einer durch ihre Koordinaten u, ?;, w ge- 
gebenen Ebene. 

9« Farameterdarstellung des Ebenenbündels. Nach § 40, 7 
umfaßt die Gleichung: 

(18) A{x- Xo) + B{y -y^) + C {z - ^o) = 

alle durch den Punkt Xq, y^, Zq gehenden Ebenen. Sind A, /x, v die 
Kichtungskosinus der Normale einer solchen Ebene, so ist (§ 41, (5)): 
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§ 46, 10. 



l: ^ : V =^ A: B : C, 

Indem man daher in (18) A^ (i, v statt A, B, C setzt, erhält man 
hach (8) für die Koordinaten der Ebene: 

— X — fi — V 



(19) u 



^o^ + yot^ + ^o"^^ 



V = - 



^o^ + yo/* + ^o»'' 



W = 



^o^ + yo/^ + ^o" 



x- 



Dies ist eine Parameterdarstellung der Koordinaten u^ v, w aller dwrch 
den Punkt x^^ ^q, Zq gehenden Ebenen, der Ebenen eines Bündds^^'^). 
Die Parameter ky ^^ v bedeuten die homogenen Koordinaten der Stel- 
lung der laufenden Ebene des Bündels (vgl. § 42, 8), 

10, Transformation der Ebenenkoordinaten von einem recht- 
winkligen System auf ein anderes. In bezug auf das rechtwinklige 

Koordinatensystem Oxyz (Fig. 259) 
^y^h^s^ sei ein neues rechtwinkliges Koordi- 

^vYa hcgj natensystera O'x'y z gegeben, und 
zwar durch die Koordinaten x^, yQ, 
Zq seines Anfangspunktes 0' und die 
Kichtungskosinus aifb^yC^; a^, b^, c^] 
a^, 63, Cg seiner Achsen x',y\z'. In 
bezug auf das neue System habe der 
Anfangspunkt des alten die Koordi- 
naten Xq^ y^y z^. Zwischen den Ko- 
ordinaten X, y, z und x\ y\ z eines 
Punktes in bezug auf die beiden Systeme bestehen nach § 37, (13) 
und (19) die Gleichungen: 




0'<xi^ 



'(oA^^i) 



O-^M^^ 



Fig. 859. 



' x^Xq + a^x' + a^y + a^z\ 



(20) 



(21) 



z =Zq+ e^x' + c^y + c%^' , 
wobei nach § 37, (18): 

V = — öti ^0—^1^0 

(22) 



X = V -h a^x + b^y + c^Zy 



^1^0> 



2/0' = — «2^0— ^2^0- ^^0? 



Hat nim in bezug auf das alte System eine Ebene die Koordinaten 
Uy Vy w und daher nach (9) die Gleichung: 

ux + ?;t/ + i^-sf + 1 = 0, 

so wird in bezug auf das neue zunächst ihre Gleichung nach (20): 
{a^u + \v -f- c^w) X -f- (a^u + \v + c^w) y + {a^u -f b^'o -f c^w) z 

+ (a?o«* + yo«^ + ^0^ + 1) == 



§ 46, 1. 



225 



und sind daher nach (8) ihre Koordinaten (vgl. §21,(6)): 



(23) 



u 



a^u-^-h^v -\-c^w 



v = ^ 



a^u -{• b^v -{- c^w 






W = 



Oeht man umgekehrt von einer Ebene mit den neuen Koordinaten 
Uy v\ w aus, so erhält man unter Benutzung von (21) für die alten 
(vgl. §21,(9)): 



V = 






w = 



V«* +^0'«^' + V«^ + 1 



Zwischen den alten und neuen Koordinaten einer Ebene bestehen somit 
die Gleichungen (23) und (24). 



§ 46. Zwei Punkte und die Punktreihe. 

1« Gleichung des Punktes , der die Strecke zweier Funkte in 
bestimmtem Verhältnis teilt. Zwei Punkte P^ und F^ seien durch 
ihre Gleichungen Ui = und U^ = gegeben, wo die Abkürzungen: 



(1) 



üi = A^u + B^v + C^w + Dl, 
_ Dg = A^u + B^v + C^w + i>jj 

in derselben Weise wie §42,(11) ge- 
hraucht sind. Die Koordinaten der Punkte 
sind dann nach § 45, (8'): 



A 



^1 "" A ' 



^1 



A 



^ -" ^ > ^2 



^/ 



^1 




Pig. 260. 



Die Koordinaten des Punktes P, der die 

Strecke P^P^ im Verhältnis X teilt (Fig. 260), sind nach § 34, (12): 



X = 



Ä. 



nJUa 



1 — X 



Ai A^ 

1 — X 



y 



1— X 



^ 



A A 



Die Gleichung dieses Punktes P ist daher nach § 45, (9') nach 
Multiplikation mit 1 — k: 



Staude, analyt. Geometrie. 



15 



226 § 46, 2- 3. 

oder nach (1): 

A A 
Ä«w^ daher (vgl. §20, 1): 

Z7i = A^u + J?i?? + Cjw; + Dl = 0, 
C4 — ^jjw + B^v + Cgw; + Dg :- 



(2) 



die Gleichungen zweier Punkte, so ist die GUichmig des Punktes, der 
die Strecke der beiden im Verhältnis k teilt c"^^) 

(3) ü,-tiU, = 0, 
wo: 

(4) f^-ßj- 

2. Anwendung der Hesseschen Normalform. Mit 2)j = 1^ 

7)2 = 1 (vgl. § 45, 8) nimmt der Satz die Form an: 

Sind: 

N^ = a^u + fc^y + c^w + 1 = 0, 

N^ = a^u -\- b^v -^ c^w + 1=0 



(^) 



die Gleichungen zweier Punkte in der Hesseschen Normalform, so ist 
die Gleichung desjenigen Punktes^ der die Strecke jener im Verhältnis 
k teilt: 

(6) iVi - kN^ = 0. 

Insbesondere lauten die Gleichungen des Mittelpunktes und des un- 
endlich fernen Punktes der Strecke (A = — 1 und k = + 1 nach 
§3, 3; 4) bezüglich :^^) 

(7) N, + N,^0, N,-N,^0 (vgl. § 47, (8)). 

3. Die Gleichung der Punktreihe mit dem multiplizierten 
Teilungsverhältnis als Parameter. Die Gleichung (3) stellt bei ver- 
änderlichem k, bezüglich ft, alle Punkte auf der Verbinduugslinie g 
der Punkte (2) dar. Sie ist die Gleichung der PunktreiJie, welche 
durch die in (2) gegebenen Grundpunkte ^ die wir nun G^ und G^ 
tiennen wollen^ bestimmt ist. 

Der Parameter fi der Gleichung der Punktreihe bedeutet das 
multiplizierte Teilungsverhältnis des laufenden Punktes P der Reihe 
in bezug auf die beiden Grundpunkte (vgl. § 20, 3). 

Auf jeder Ebene Uq, Vq, Wq des Raumes y ausgenommen die durch 
die Trägerin g der Punktreihe gehenden Ebenen y liegt ein bestimmter 
Punkt Pq der Reihe, 
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Sein Parameter [i hat (vgl. § 42, (21)) den Wert: 

ü ^ 

wo üy^ und üg® die mit u = Uq, v = Vq, w = w^ gebildeten Aus- 
drücke (1) sind. 

4« Die Gleichung der Funktreihe mit Doppelverhältnis als 
Parameter. Ist A = A^ der Wert der Teilungsverhältnisse A für den- 
jenigen Punkt (tq, für den das multiplizierte Teilungs Verhältnis /lc 
den Wert 1 hat, so wird wie § 42, 10: 

(9) iv^^ = (G,G,PG,). 

Auch folgt in derselben Weise wie dort: 

Sind 11^ = und C/2 = in (2) die Gleichungen der Grund- 
punkte G^ und G2 einer Funktreihe und Uq, Vq^ Wq die Koordinaten 
einer festen Ebene, die den Einheitspunkt Gq der Reihe ausschneidet, 
so ist die Gleichung des laufenden Punktes P der Reihe: 

(10) ^^._^^„ = o, 

wo n das Doppelverhältnis: 

(11) .u = (ö,(;,PGo) 

bedeutet. 

5. Doppelverhältnis von vier Funkten der Reihe. Da in der 
Gleichung (3) der Parameter |li, wie in § 20, 6, die multiplizierte 
Verhältniskoordinate des Punktes P in bezug auf die Punkte 6?^ 
und ög ist, so folgt: 

Das Doppelverhältnis von vier durch ihre Gleichungen: 

(12) ü,-ii,ü, = 0, U,-ii,U, = 0, U,-(i,U, = 0, U,-ii,U,= 
(jegebenen Punkten P^, Pg, P3, P^ der Reihe (3) ist: 

(13) <^- = (^xP.PaPJ = |g^-g}|f^:j- 

Das Doppelverhältnis j das zwei durch ihre Gleichungen: 

(14) Ui-l^iU,-^, ü,-^,U,=-0 

gegebene Punkte P^, Pg mit den Grundpunkten G^, G^ der Reihe 
bilden, ist: 

(15) * = (Gf,(^,P,P,) = J. 

Für ft2=^"~i"^i ®i^^ ^^® Punkte (14) zu den Grundpunkten harmonisch. 

15* 
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6« Koordinaten der Punkte einer Punktreihe und der Bbenen 
eines EbenenbüschelB. Sind zwei Ebenen durch ihre Koordinaten 
**i? ^i> ^i ^^^ ^29 ^j? ^i g^g^^^^y so sind ihre Gleichungen: 
u^x + v^y + w^z + 1=0, u^x + v^y + w^z + 1 -= 0, 

und daher nach § 42, (15) die Gleichung der Ebene, die den Winkel 
jener beiden im SinusTerhältnis X teilt: 

(lij — xAtig)« + (t?i — xAt;,)^ + {w^ — uXw^z + (1— xA) = 0, 
(16) ^ ^ 1 ^+ V+JgiZ . 

Durch die Koeffizienten dieser Gleichung sind aber die Koordinaten 
der Ebene bestimmt. Neben den Satz § 34, (12), den wir links 
wiederholen, tritt daher der rechts folgende duale Satz (vgl §20, 6):'^) 
Die Koordinaten x, y, z eines Die Koordinaten w, v, w einer 
Punktes, der die Strecke der Punkte Ebene, die den Winkel der Ebenen 
x^y t/i, z^ und x^j yj, z^ im Ver- u^, t\, w^ und Wj, Vj, w^ im Ver- 



hältnis X teilt j sind: 



(17) ^==^^-^\^% y-^-T^ 






hältnis X teiU, sind mit dem Wert 
(16) von x: 

(17) „ = -L__^., ,, = J__^_., 

M7j — xXw^ 



IV. Kapitel: 

Die homogenen gemeinen Koordinaten. 

§ 47. Die homogenen Koordinaten des Punktes und der Ebene. 

1« Begriff der homogenen gemeinen Koordinaten. Unter den 
homogenen gemeinen Koordinaten'^'') des Punktes oder der Ebene ver- 
stehen wir vier Zahlen x', y , /, f oder w', v, w\ s', deren Verhältnisse 
die gemeinen Koordinaten x, y, z oder u, v, w des Punktes oder der 
Ebene sind, derart daß: 

(1) ^,=a;, |r=-y, ^,-^, (1) y =w, ^, =«;, 7=^^. 

Die homogenen Koordinaten bestimmen den Punkt oder die Ebene 
vollständig, sind aber durch diese nur ihren Verhältnissen nach bestimmt. 
Sie sollen stets endliche Werte haben und dürfen, damit ihre Ver- 
hältnisse bestimmt bleiben, niemals alle vier gleichzeitig verschwinden. 
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Wir lassen fernerhin die in (1) und (1') zur Unterscheidung ein* 
gefühi*ten Akzente weg. Um dann von den gemeinen zu den homo- 
genen gemeinen Koordinaten tiberzugehen, haben wir nur Xy y z 

{Uy V, w) durch — , -y^, — ( — , — , — ) zu ersetzen, während wir 

umgekehrt mit ^=1, (s = 1) von diesen zu jenen zurückkehren 
(vgl. § 22, 1). 

2. Gleichungen der Ebene und des Punktes in homogenen 
Koordinaten. Die allgemeine Gleichung der Ebene oder des Punktes 
(§ 40, (6); § 45, (5)) wird bei Einführung der homogenen Koordi- 
naten unter nachfolgender Multiplikation mit t oder s: 

(2) Äx + By + Cz + Dt=^0. (2') Au + Bv+ Cw + Ds ^=^0. 

3. Homogene Koordinaten und Koeffizienten der Gleichungen 
der Ebene und des Punktes. Der Vorteil der homogenen Koordi- 
naten zeigt sich zuerst darin, daß sie sich direkt mit den Koeffizienten 
der Gleichungen decken. Denn die Sätze § 45, 4 lauten gegenwärtig: 

Ist: I Ist: 



(2) Ax + By+Cz + Dt^O 



(2') Äu + Bv + Cw + Ds^O 



die Gleichung einer Ebene in Icmfen- 1 die Gleichung eines Punktes in 
den PunJctkoordinaten x, y, b, t, \ laufenden EbenenJcoordinaten u, t?, 
so sind: \ w, 5, so sind: 

(3) Uq^ä, Vq=^B, Wq=C, So-=-D!(3') XQ=^Ay yo=B, z^^G^ t^^^D 

die Koordinaten der Ebene, die Koordinaten des Punktes. 

I 

Sind Uq^Vq^Wq^Sq die Koordi-^ Sind Xq, y^j Zq, t^ die Koordi- 



naten einer Ebene, so ist: 

(4) UqX + v^y + Wf^z + s^t ^^ 

ihre Gleichung. 



naten eines Punktes, so ist: 
(4') XqU + y^v + ZqW + iQS^O 

seine Gleichung, 



Die Angaben (3) und (3') sind dabei nur bis auf einen gemein- 
samen Faktor gemeint (vgl. § 40, (10)). 

4, Bedingung der vereinigten Lage von Punkt und Ebene 
in homogenen Koordinaten. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung für die vereinigte Lage des Punktes x, y, Zj t und der Ebene 
Uy Vy Wy s kutct cutsprechend § 45, (10) (vgl. § 22, (5)): 

(5) ux + vy + WZ + st ^0, 

5. Die unendlich ferne Ebene und der Koordinatenanfangs- 
punkt. Die homogenen Koordinaten ermöglichen eine Anpassung 
der analytischen Formeln an die Vorstellung, daß alle unendlich 
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fernen Punkte des Raumes eine Ebene, die unefidlich ferne Ebene jB«, 
bilden.") 

Hat nämlich die vierte der homogenen Koordinaten x, y, z^ t 
eines Punktes P den Wert 0, so wird, da x, y, z, t nicht alle vier 

sein dürfen, wenigstens eine der gemeinen Koordinaten -r-, . , -r 

von P unendlich, und damit auch der Punkt P unendlich fern (vgl. 
§ 31, 4). Ist umgekehrt P unendlich fem, und damit wenigstens 
eine seiner gemeinen Koordinaten unendlich, so muß, da x^ y, z, t 
immer endlich bleiben sollen, ^ = sein. Daher ist: 

^ = 

die notwendige und hinreichende Bedingung aller unendlich fernen 
Punkte. Diese ist aber nach (2) die Gleichung einer Ebene, deren 
Koordinaten u^ = 0, t;^ = 0, Wq = sind. Wir sagen daher (vgl. § 22, 5): 
Die unendlich ferne Ebene jEJx hat die Gleichung :'^^) 

(6) ^ = 
und die Koordinaten: 

(7) w = 0, i? = 0, IV ^0, s + 0(s = lV 

Die Gleichung eines unendlich fernen Punlies Xq=^ A, y^^ B^ Zq== C^ 
tQ=0 hat nach (4') stets die Form: 

(8) Au + Bi + Cw = 
(vgl. § 46, (7)). 

Das duale Seitenstück zur unendlich fernen Ebene bildet der 
Koordinatenanfangspunkt y der die gemeinen Koordinaten 0, 0, 0, also 
die homogenen Koordinaten: 

(9) x = 0, y = 0, z = 0, t + 0(t==l) 

hat und daher nach (4') die Gleichung (vgl. § 40, (14)): 

(10) s - 0. 

6, Schnittlinie einer Ebene mit der unendlich fernen Ebene« 

Eine beliebige Ebene, deren Gleichung 

(11) Ax + By + Cz + Dt = 

ist, schneidet die unendlich ferne Ebene (6) in einer Geraden, welche 
durch die beiden Gleichungen: 

(12) Ax + By + Cz = 0, t = 

dargestellt wird und die unendlich ferne Gerade der Ebene (11) ist 
(vgl. § 22, 6). Da sie nach (12) von D unabhängig ist, vielmehr 
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Fig. 261. 



nur von den Verhältnissen Ä: B: C abhängt, so folgt mit Hinblick 
auf §42 (6): 

Parallele Ebenen schneiden die unendlich ferne Ebene in derselben 
Geraden, 

?• Schnittpunkt einer Geraden mit der unendlicli fernen Ebene. 
Die Gleichungen einer Geraden, die in der Richtung a, ßy y (Fig. 261) 
durch den Punkt x^^y^, z^, t^ geht, werden 
nach § 43, (3) in homogenen Koordinaten: 

(13) t^x-x^Ut^y — yQUt^z—e^t^aißiy. 

Der Schnittpunkt der Geraden mit 
der unendlich fernen Ebene, der unend- 
lich ferne Punkt der Geraden (vgl. § 3, 4), 
genügt den Gleichungen (13) und (6), so 
daß für ihn: 

(14) X :y : z ^ cc : ß : y, t ^ 0, 

Die drei ersten Iwmogenen Koordinaten des Schnittpunktes einer Geraden 
mit der unendlich fernen Ebene verhalten sich wie die Richtungskosinus 
der Geraden (vgl. § 22, 6). 

Parallele Gerade schneiden also die unendlich ferne Ebene in dem- 
selben Punkte, 

8. Verbindnngsebene dreier Punkte ujid Scimittpunkt dreier 
Ebenen. Die Sätze § 45, 6 lauten bei Anwendung homogener 
Koordinaten: 

Die Gleichung der Verbindungs- \ Die Gleichung des Schnittpunktes 
ebene dreier gegebenen Punkte x^y \ dreier gegebenen Ebenen u^,v^,w^,s^'^ 

Vu ^if h 7 *^2? y^} ^2? h 5 »^a; .%> ^8> ^8 
in laufenden Koordinaten x^y^z^t ist: 

z t 




(15) 



X 


y 


X. 


Vi 


x^ 


Vi 


^i 


Vi 



'z 






0, 



^2; ^2? ^2? ^2^ ^3; ^37 ^37 ^3 ^^ ^^tW- 

f enden Koordinaten u^ v, w, s ist: 

I 
U V w s 

U. V. u\ 



(15') 



u. 



2 



u. 



v^ 



1h 



w, 



2 



'^ =0. 

«2 



tv 



3 



Es ist zugleich die Bedingung da- Es ist zugleich die Bedingung da- 
für, daß vier gegebene Punkte j für, daß vier gegebene Ebenen 

^yVj^j^ '^i>yiy ^ij^i'-, ^27 y^y hyk'-i '^y'^,^^^ '^ly^y'^xy^l', ^2, t^a; ^2;^2; 

^zyy^yy^yh ^^ einer Ebene liegen. W3,i?g,t^;3,58 durch einen Punkt gehen. 

9. Besondere FäUe der Gleichungen (15). Sind in (15) von 

den drei gegebenen Punkten der erste endlich, etwa x^ "^ x^j ^i = y^j 

Zi = Zq, ^i«=«1, die beiden andern Bher unendlich fern und in der 
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Richtung a^, 6^, c^, bezüglich «j, 6g, c^ gelegen, so wird nach (14) 
aus der Gleichung (15) mit ^«1 (Arnn. 1, IV, 4; 111,(17)): 

X y g l 



(16) 



Xf 



a. 



a. 



s 



6, 



'8 



1 






^ — ^0 y — Vo ^ — ^n 



a. 



a« 



6i 



«0. 



'2 



In der Tat ist diese Gleichung in § 40, (20) für die Ebene gefunden 
worden, die zwei vom Punkte x^y y^, Zq in den Richtungen a^, 6j, c^ 
und a^y h^y c^ ausgehende Geraden enthält. ^^ 

Sind in (15') zwei von den drei Ebenen parallel, also etwa 
u^ : v^ : W2 = u^ : v^ : w^y so verschwindet der Koeffizient von s (Anm. 
1, III, (17);. IV, 3), und die Gleichung erhält die Form (8); der Schnitt- 
punkt liegt unendlich fern. 

Die Bedingung, daß die vier Punkte x^^y y^, Zq, 1'^ ^i> ^i> ^1? 0? 
ag, fcj, Cj, 0; 0^3, ?>3, Cg, in einer Ebene liegen^ lautet nach (15): 



^0 y© ^ 



a. 



a« 






'2 



ag \ 



^1 

^8 



1 











oder in anderer Ausdruckweise (vgl. § 37, (9) und §47, (14)): 

Drei von einem Punkte ausgehende Geraden £, 1^, J mit den Richtungs- 
Icosinus a^y b^y q ; ag, 6^, Cg-, «3, 63, c^ 
liegen in einer Ebeney Mr*fm(Fig.262): 



t(€i^^C^ 



v(^h<^^ 





Fi«. 262. 



(17) 



sin §i?g = 



a^ 



^tL'O 



\ <h 



Fig. 263. 



a 



8 



'2 



'8 



^2=0. 



10. Das Xoordinatentetraeder der homogenen Koordinaten. 

Denken wir uns das rechtwinklige Koordinatensystem Oxyz durch 
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Hinzanahme der unendlich fernen Ebene J5«> zu einem y^Koordinaten- 
tetraeder^^ ergänzt (in Fig. 263 sind die punktierten Teile unendlich 
fern zu denken), so haben die Seitenebenen des Tetraeders, die yz-f 
zx-y a?y- Ebene und die unendlich ferne Ebene, die Gleichungen: 

(18) x^O, y = 0, z^O, t = 

und daher (bis auf einen gemeinsamen Faktor) die Koordinaten: 

(19) w, V, w, s « 1, 0, 0, 0; 0, 1, 0, 0; 0, 0, 1, 0; 0, 0, 0, 1, 

Dagegen haben die bezüglich gegenüberliegenden Ecken, die unendlich 
fernen Punkte der x-, y-, £r- Achse und der Anfangspunkt 0, die 
Koordinaten: 

(20) x,y,z,t^l, 0,0,0] 0,1,0,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1 
und die Gleichungen: 

(21) i* = 0, t; = 0, w; = 0, 5 = 0. 

Die homogenen gemeinen Koordinaten lehnen sich also in der Tat 
an die vier gleichberechtigt erscheinenden Ebenen des Tetraeders an 
(vgl. § 22, 9). 

!!• Gleichungen des Ebenenbüsohels und der Funktreihe in 
homogenen Koordinaten. Wenn man in der Gleichung § 42, (24),. 
die nur von den Verhältnissen Ä^iB^iC^: D^ und Ä^\B^:C^\D^ al>- 
hängt, die Bezeichnung der letzteren in u^ : t^ : w^ : s^ und Mg : v^ : ti\ : s^ 
abändert und die Gleichung gleichzeitig in Xy y, z, t und x^y y^y z^, t^ 
homogen schreibt, so nimmt der Satz § 42, 10 und ebenso der duale 
§ 46, 4 die Form an: 

Sind: Sind: 

Uj^^x^u+y^v+z^w+t^s^Oy, 

[ U^^x^u+y^v+Z2W + t^s=--0 

die Gleichungen der beiden Grund- die Gleichungen der beiden Grund- 
ebenen Fj, Jj eines Ebenenhäschels, punkte G^, G^ einer PurMreihCy so 
so ist die Gleichung der laufenden ist die Gleichung des laufenden 



(22) 



X^^u^x+v^y+w,z+sJ==Oy\ 
X^-^u^x+v^y+w^z+s^t-^-O ; 



Ebene U des Büschels: 



Punktes P der Reihe: 



(23) |v-ft#,=0; 1(230 ^„-^^^ = 0; 

daibei ist x^y y^, z^y t^ ein zur Be- j dabei ist u^, Vq, w^y Sq eine zur Be- 
stimmung der Einheitsebene Fq ge\ Stimmung des Einheitspunktes G^ 
gebener Punkt, sind X^, X^ die für \ gegebene Ebene, sind TJ^y U^ die 

für sie gebildeten Ausdrücke U^yU^r 
und bedeutet ft das Doppelverhältnis: 



ihn gebildeten Ausdrücke X^, Xg, und 
bedeutet ft das Doppelverhältnis: 



(24) ii=.{r,r,nr,). :(24') (, = {g,g,pg,). 
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Die Gleichung (23) enthält^ dem Begriff der homogenen Koordi- 
naten entsprechend, nur die Verhältnisse u^iv^iw^^is^j u^: v^ : w^: s^j 

Kommt es nicht auf die genaue Feststellung der Bedeutung von 
/t an, so kann man die Gleichungen (23) und (23 ') auch in der 
kürzeren Form schreiben: 

(25) Xi-/iX2 = 0, (25') U^-iiü^^-O. 

Hier ist dann fi im allgemeinen nur als das multiplizierte Teüungs- 
verhäUniSy nach dem 11 den Winkel von F^, F^ oder P die Strecke 
Gl, 6rg teilt, zu erklären; es bleibt aber naturgemäß um einen Faktor 
unbestimmt, da mit den Grundebenen F^, Fg nur die Verhältnisse 
u^iv^iw^: s^ und u^iv^-.w^: s^ gegeben sind, während in (25) der 
Faktor fi sich ändert, wenn etwa t^g, Vg, W2, s^ mit einem gemein- 
samen Faktor multipliziert werden (vgl. § 22, 10). 

13, Parameterdarstellung im Ebenenbüsohel und auf der 
Punktreihe. Im Anschluß an (25) und (25') kann man die Sätze 
von §47, 11 auch aussprechen:^) 

Sind Mj, ^1, w^f 5i und u^, Vg,! Sind x^, y^j z^, t^ und x^, y^, 

z^y fg die Koordinaten der beiden 
Grundpunkte einer Punktreihe ^ so 
sind die Koordinaten des laufenden 



Wg, 5g die Koordinaten der beiden 
Grundebene7i eines Ebenenbüschds, 
so sind die Koordinaten der laufen- 



deyi Ebene des Büschels mit einem ' Punktes der Reihe mit einem Pro- 



Proportionalitätsfaktor q in der 
Form darstellbar: 



(26) 



portiofialitätsfaktor q in der Form 
darstellbar: 



(26-) 



Q X — X* IX Xa ^ 

QZ = Z^ — flZ^y 
Qt ^ t^ — llt^. 



QU = U^ — fiWg , 
QV = t?i — fiVg, 
QW= li\ — fC.^'27 
QS = Sj^ — (IS^. 

Es sind die auf homogene Koordinaten bezogenen Parameterdarstellungen 
des § 46, 6. 

13« Büsohel paralleler Ebenen und unendlich ferne Punkt- 
reihe. Einen Spezialfall der Gleichung (25) bildet die Gleichung: 

(27) (u^x + v^y + w^z + s^t) — [is^t = 0, 

die einen Büschel paralleler Ebenen darstellt (vgl. § 42, (8); § 47, 6), da 
die eine Grundebene unendlich fern ist (vgl. § 22, 12; § 9, 3). 
Einen Spezialfall der Gleichung (25') bildet die Gleichung 

(28) {x^u + y^v + z^w) — ii(x^u + y^v + z^w) « 
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die eine unendlich ferne Punktreihe darstellt^ da beide Grundpunkte 
unendlich fem sind (vgl. § 47, (8)). 



§ 48. Die homogenen Koordinaten der geraden Linie im Räume. 

!• Die vier Hauptgleiohiingen einer durch zwei Ebenen oder 
■zwei Punkte gegebenen Geraden. 

Zwei Ebenen mit den Koordi- Zwei Punkte mit den Koordi- 
naten u^yV^yW^ySi und Wg^Vg, 1^2,52 naten oc^yVi, ^i^t^ und nc^yy^jZ^, t^ 
haben die Gleichungen: haben die Gleichungen: 



(1) 



X^=u^x+v^y+w^z +8^1=^0, 



(10 



U^=x^u+y^v+z^w-{-t^s=0. 



Diese stellen zugleich in laufenden Diese stellen zugleich in laufenden 
Punkfkoardinaten die Gerade dar, Ebenenkoordinaten die Gerade dar, 
die der Durchschnitt der beiden die die beiden Punkte verbindet. 
Ebenen ist. Da aber durch die Da aber auf der Geraden nicht 
Gerade nicht nur die beiden Ebenen nur die beiden Punkte (1'), son- 
(1), sondern die oo^ Ebenen des dem die oo^ Punkte der Punkt- 
Büschels (vgl. § 47, (25)): reihe: 

(2) X,-iiX, = i(2') U,-iiU,=^0 

hindurchgehen, so sind die zur liegen, so sind die zur Darstellung 

Darstellung gewählten Ebenen (1) gewählten Punkte (1') für die 

für die Gerade nicht charakte- Gerade nicht charakteristisch; sie 

ristisch; sie könnte ebensogut als könnte ebensogut als Verbinduügs- 

Durchschnitt irgend zweier anderer li nie irgend zweier anderer Punkte 

Ebenen des Büschels (2) dargestellt der Punktreihe (2') dargestellt 

werden. Als ausgezeichnete Ebenen i werden. Als ausgezeichnete Punkte 



des Büschels bieten sich nun die- 
jenigen dar, welche durch die vier 
Eckpunkte (vgl. §47, 10): 

a;,y,^,^=l, 0,0,0; 0,1,0,0; 

0,0,1,0; 0,0,0,1 

des Koordinatentetraeders gehen 
und nach §42, (21) den Werten: 



der Reihe bieten sich nun die- 
jenigen dar, welche in den vier 
Ebenen : 

U, VyWyS = lyOyOyO] 0,1,0,0; 

0,0,1,0; 0,0,0,1 

des Koordinatentetraeders liegen 
und nach § 46, (8) den Werten: 



^ = 












?1 



/* = 



X, 



Vi 



z. 



*1 



^8 Vi ^8 *S 



des Parameters entsprechen. Ihre 
Gleichungen sind, wenn zur Ab- 
kürzung gesetzt wird: 



des Parameters entsprechen. Ihre 
Gleichungen sind, wenn zur Ab- 
kürzung gesetzt wird: 
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(3) 



9n~ 


»1 «'i 


, «81 = 




y 




P»»= 


Vi 'i 


1 


^1 ^1 


£l8 


«1 »1 




f 


(3') 


Pl2 — 


«2 Vt 


> Pn 




9u 




1 
1 

? «84"i 

1 




y 




Pu- 


Vt k 
Vi ti 


> Pm°" 


^1 *i 

«8 <> 



die folgenden: 

«81^ — «2«y + fc4< = ^; 
«U^ + 9^24^+384^^ 0- 



(4) 



die folgenden: 

Pi^w—pi^u + P2iS = 0, 

i>81«*-i>28^ +1>84^==0, 
i>14^+/^24«' +i>84«^'=0. 
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Die drei ersten Ebenen (4) sind ' D/e i?2>r Gleichungen (4') ^ewrf rf2e 
zugleich diejenigen Ebenen, welche Gleichungen der Schnittpunkte der 
die Gerade mihogonal auf die Geraden mit den Koordinaten- 
Koordinatenebenen yz, zx und xy ebenen yz, zx und xy, sowie mit 
projizieren; die letzte ist die Ver- 1 der unendlich fernen Ebene (vgl. 
bindungsebene der Geraden mit dem § 47, (8)). 
Anfangspunkt 0. 

Obwohl im allgemeiöen mir zwei von den vier Ebenen (4) oder 
vier Punkten (AT) zur Bestimmung der Geraden (1) oder (1') er- 
forderlich sind (vgl. § 43, 6), wollen wir sie doch als gleichberechtigt 
alle' beibehalten und sie die vier Hauptgleichungen der Geraden in 
laufenden Punkt-, bezüglich Ebenenkoordinaten nennen, 

2, Unabhängigkeit der Koeffizienten der Hauptgleiohungen 
von der Wahl zweier Ebenen des Ebenenbüschels. Die Verhältnisse 
der sechs Größen (3) sind nun, obwohl sie mit den Koordinaten der 
beiden Ebenen (1) gebildet sind, nicht diesen eigentümlich, sondern 
der Geraden, in der diese sich schneiden. Denn bilden wir die ent- 
sprechenden Ausdrücke für zwei andere Ebenen des Büschels (2), 
etwa für: 

Xi — /iti Xg = 0, Xj — fi2^2 = 0, 

so werden sie (Anm. 1, IV, 4; 5): 



^1-^1^2 



IC\ 



Fl ^2 



V, 



^2^2 'i^i — ^2^i\ 1(^1—^2)^2 (^1 — .«2)^8 



= {^1 — F2) 



V, 



fljüg ^\ ~ ^i'f^i 



Vc. 



w, 



2 



= i^l - ^2) 



V^ w^ 



, usw., 
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unterscheiden sich also von den ursprünglichen Ausdrücken (3) nur 
um einen gemeinsamen Faktor i^^i — i^s-^^*) 



Die Verhältnisse der sechs Koeffi- 
jsienten (3) der vier Hatiptgleichungen 
(4) bleiben daher beim Übergang von 
den Ebenen (1) 0u etvei anderen 
Ebenen des Büschels (2) ungeändert. 

Irgend zwei durch eine gegebene 
Gerade gelegte getrennte Ebenen be- 
stimmen eindeutig die Verhältnisse 
der sechs Koeffizienten der Haupt- 
gleichungen. 



Die Verhältnisse der sechs Koeffi- 
zienten (3') der vier Hauptgleichungen 
(4') bleiben daher beim Übergang von 
den Punkten (!') zu zwei anderen 
Punkten der Reihe (2') ungeändert. 

Irgend zwei auf einer gegebenen 
Geraden gewählte getrennte Punkte 
bestimmen eindeutig die Verhältnisse 
der sechs Koeffizienten der Haupt- 
gleiehungen. 



3, Abhängigkeit der sechs EoefQBienten der Hauptgleiohungen 
voneinander. Die Entwicklung der identisch verschwindenden Deter- 
minante (Anm. 1, IV, 3; 1, III, (19)): 



M, 


Vi 


Wl 


«1 


«2 


»2 


Wj 


«2 


«1 


*1 


Wi 


«1 


»i 


»2 


M?j 


«2 







nach den Unterdeterminanten der beiden ersten und beiden letzten 
Zeilen, gibt mit Rücksicht auf (3): 

2(^28^14+ ^81^34+^12384) = 0. 

Zwischen den sechs Koeffizienten ' Zwischen den sechs Koeffizienten 
der vier Hauptgleichungen (4) einer der vier Hauptgleichungen (4') einer 
gegebenen Geraden besteht stets die gegebenen Geraden besteht stets die 
Beziehung : Beziehung : 

(5) 028^14+ ftl «24 +9^12 384=0. (Ö^ ÄsPu + JP3l2>24 + ^12^84 = 0« 

4c. Bestimmung der Geraden durch die sechs £oefüzienten. 

Sind umgekehrt sechs Größen ^33, ^3^, g^g, q^^, g^^, q^^^ die der 
Gleichung (5) entsprechen, ihren Verhältnissen nach beliebig ge- 
geben, so bestehen zwischen den vier Ausdrücken: 

^1 = «123/ - «81^ + «14^ 

QB=Q31^ — Q23y + QzJ7 
Ö4 = - «14^ — «24^ - QU^ 

identisch in x, y, z, t die Gleichungen: 
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(6) 



f ^34^2 — ^24^8 + ^28^4 = 0, 
«14^- ^34 <?1+ 9^81^4=0, 

324^1-^14^2+^12^4=0, 
^23 Ql + ^31 ^2 + 0^12 Ö3 = 0. 

Hieraus folgt nach § 51, 3, daß von den vier Ebenen: 
(7) Qi = 0, Q, = 0, <?3 = 0. ^,= 

irgend zwei durch die Schnittlinie der zwei übrigen gehen (ohne daß 
die vier Ebenen alle in eine zusammenfallen). Die vier Gleichungen (7) 
stellen daher stets eine bestimmte gerade Linie dar und sind, wie 
ihre Form zeigt, deren Hauptgleichungen (4). 

Irgend sechs ihren Verhältnissen Irgend sechs ihren Verhältnibsen 
nach gegebene und die Bedingung ' nach gegebene und die Bedingung 
(5) erfüllende Koeffizienten qj^^ be- ' (/)') erfüllende Koeffizienten p^j be- 



stimmen eine Gerade, deren vier 
Hauptgleichungen die Gleichungen 
(4) sind. 



stimmen eine Gerade, deren vier 
Hauptgleichungen die Gleichungen 
(4') sind. 



5. Die homogenen Koordinaten der geraden Linie. Da eine 
gegebene Gerade nach § 48, 2 die Verhältnisse der sechs Koeffizienten 
ihrer Hauptgleichungen eindeutig bestimmt, und umgekehrt die mit 
Rücksicht auf (5) gegebenen Verhältnisse dieser Koeffizienten nach 
§ 48, 4 die Gerade eindeutig bestimmen, so betrachten wir diese 
Koeffizienten als homogene (Achsen- oder Strahlen-) Koordinaten der 
Geraden (vgl. § 47, 1). Wir sagen also (vgl. § 47, 3) mit hl = 23, 
31, 12, 14, 24, 34:1^3) 

Die sechs homogenen Achsen- 1 Die sechs homogenen Strahlen- 



koordinaten q,^^ einer Geraden sind 
die Koeffizienten ihrer Hauptglei- 
chungen (4) in PunktTcoordinaten. 
Sie drücken sich durch die 
Koordinaten u,. i;. , w,, s^ und 



if 



^i> ^n ^1 



u 



V, 



W^y S^ 



2, i/g, 1/^2, o2 zweier durch die 
Gerade gehenden Ebenen in der 
Weise (3) aus. 

Sie erfüllen stets die Be- 
dingung (5). 



koordinaten pj^^ einer Geraden sind 
die Koeffizienten ihrer Hauptglei- 
chungen (4') in Ebenenkoordinaten. 
Sie drücken sich durch die 
Koordinaten x^y y^, z^, t^ und 
Vi) ^2> ^2 zweier auf der 



X. 



2 7 



Geraden liegenden Punkte in der 
Weise (3') aus (vgl. § 22, (15)). 

Sie erfüllen stets die Be- 
dingung (5'). 



Die Indizes kl geben die Kolonnennummern in der Matrix: 



u^ v^ w^ SjL 

Wg ^2 ^2 ^2 
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an, deren Unterdeterminanten die qj^^ in (3) sind. Daher ist (Anm. 1^ 
IV, 2) allgemein: 

(8) <Iik--Qki7 Pik=--Pkr 

6, Die Schnittpunkte der Geraden mit den Koordinaten- 
ebenen. Die Koeffizienten der Gleichungen (4') der Schnittpunkte 
der Geraden p^^^ mit den Koordinatenebenen geben nach § 47, (3') 
zugleich die Koordinaten dieser Punkte, also: 

Die Koordinaten der Schnittpanlcte der Geraden (1') mit den Ebenen 
des Koordinatentetraeders sind: 



(9-) 



Plt 


•■ Pit- 


■ Pu> 





■ Pk •■ 


■ Pi*> 


PiS- 





■ Pm, 


Pu ■ 


Pu 


: 0. 



^^' Va' ^4' h"^ Pu 

Aber auch aus den Gleichungen (4) kann man für die Gerade (1) 
die Schnittpunkte mit den Ebenen des Koordinatentetraeders erhalten. 
Indem man nämlich in der zweiten und dritten Gleichung (4) a? = 
setzt und nach z : t und y : t auflöst, indem man alsdann analog mit 
der dritten und ersten, sowie mit der ersten und zweiten Gleichung (4) 
verfährt, indem man endlich in den drei ersten Gleichungen (4) ^ = 
setzt und nach x ly : z auflöst, ergibt sich: 

Die Koordinaten der Schnittjmnkte der Geraden (1) mit den Ebenen 
des Koordinatentetraeders sind: 



(9) 



284 : 


Qu' 


• Qta> 


': 


Qu ■ 


381» 


Qu- 





■Qu, 


Qu '• 


Qu 


: 0. 



^i-yi'^i'h^ 

^2 * 2^2 • ^2 • '2 '^ ^34 
^3 • 2/a • ^3 • ^3 "^ Q.2A: 
^4 • 2/4 • ^4 • ^4 ^^ ^28 

Infolge von (5) genügt jeder dieser Punkte allen vier Gleichungen (4). 

?• Abhängigkeit der Achsen- und Strahlenkoordinaten der-- 
selben Geraden. Die Geraden (1) und (1') fallen zusammen, wenn 
zwei Punkte der einen mit zwei Punkten der andern zusammen- 
fallen. 

Die beiden ersten Punkte (9) fallen aber mit den beiden ersten 
(9') zusammen, wenn mit zwei Faktoren q und 6: 

QP12 = ^34 ; QPsi = 9^24 ; QPu = Q2S J 
^Pi2 = &4 ? <^ft3 = «14 ; <^Ä4 = «81 • 

Hier muß aber wegen der beiden Gleichungen zwischen p^^ ^^^ Qu 
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notwendig p = (? sein. Dann aber folgt nach (5) und (5') auch: 



gas gl 4 + gsi g« 
gsi 



Plt 



9Pu 



und somit :^***) 

Zwischen Strahlen- und Achsenkoordina;ten derselben Geraden be- 
steht die Beziehung: 

8, Doppelte Form der vier Hauptglelohungen einer Geraden. 

Mit Rücksicht auf (4), (40, (10) folgt: 

Hat eine Gerade die Strahlenkoordinaten pJ^^ und die Achsenkoordi- 
naten q^j, so sind ihre Gleichungen in laufenden Purüctkoordinaten: 



(11) 



^28^-"ft2^+ft4^ = 0, 

fti^ - &3y + QzJ^ = 0, 

^U^ + ^4^ + &4^ === 0, 



oder (12) 



^84y~P24^+l>28^'==0, 

PU^— i>84^+l>8i^'-0, 

ft4^-i>i4y + 1^12^ = 0, 

^2>28^+i>3iy+Pl2^=0, 



eewf/ üÄrß Gleichungen in laufenäen Ebenenkoordinaten: 



(11') 



oder (12') 



(384^ -^24«^+ft3« =0, 
2l4«'' - &4«* + ftl^ == 0, 
?24** — ^14^ + «12^ == 0, 
</28W + ^81^ + ^12«*' == 0. 



i>12^ — JP31«<^+1>14« ==0, 

i>23^'— i^2^ +ft4« =0, 

PSI«* -i'28^ +^84^ =-0, 

IpilW +P24^ +i?34^ = 0. 

Die Gleichungen (11) und (12) sind zugleich die Bedingungen der ver- 
einigten Lage von Punkt und Gerader^ die Gleichungen (11') und (12') 
die Bedingungen der vereinigten Lccge von Ebene und Gerader (vgl. 
§ 47, (5)). 

Die Gleichungen (12) und (12') sind mit Rücksicht auf (3) und (3') 
beziehungsweise die Entwicklungen (Anm. 1, III, (25); II, (6)) der Glei- 
chungen (vgl. § 43, (9)): 

X y t \ u V w s 



(13) 



«1 

X. 



2 



Vi 









= 0. 



(13') 



Wi 



v^ 



u 



2 



V, 



2 



W^ 



0. 



9. Beziehung zu den übrigen Darstellungen in g 43. Die 
zweite und dritte Gleichung (12) geben nach y und z aufgelöst (und 
mit ^ = 1) die Gleichungen der Geraden in der Form § 43, (13). 

Um daher eine durch ihre Koordinaten ^^, gegebene Gerade in 

der Form: 

(14) y = bQ + bx, z^^Cq-}- ex 

darzustellen, hat man für die Eoeiffizienten in (14) zu setzen: 
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&- 



Pii 



^ Psi 






(15) 

^ -^ " Pl4' JP14 

Ist umgekehrt die Gerade durch die Gleichungen (14) gegeben, so 
hat man mit Rücksicht auf (15) und (5'): 

(16) i>2s :i)3i : jPi3 :p^^ :p^^ : p^^ ^bcQ — cb^i — c^ib^ilib: c. 

Verbindet man diese Proportion mit §43, (16), so ergibt sich 
weiter: 

Ist eine Gerade durch ihre Gleichungen von der Form: 

(17) X — XqI y - y^: - 0Q == a : ß : y 
(vgl. § 43, (3)) gegeben, so ist für ihre Koordinaten: 

(18) ^23 'Psi 'Pi2 'Pu •1>24 'Pu = ß^o " ^ ^0 « ^^0 -ccz^ic^y^ — ßx^:a:ßi y. 

Dies folgt aber auch direkt aus (3'), indem n;ian die Gerade als Ver- 
bindungslinie der Punkte «, ß, y, (vgl. §47, (14)) und Xq, y^^ z^^ 1 
ansieht. 

10. Die BiolitungskosiniiB einer duroh ihre Koordinaten ge- 
gebenen Geraden. Insbesondere geht hieraus umgekehrt hervor: 

Für die Bichtungskosinus a, ß, y einer durch ihre Koordinaten pj^j 
oder Qj^j gegebenen Geraden ist: 

(19) «l/5:y=JPi4:jPüi-P34 = 3^M"-«3i:2i2- 

11» Sohnittpunkt einer Geraden mit einer Bbene, Verbindungs-^ 
ebene mit einem Funkte. 



Soll ein Punkt a?, y, z, t auf 
der Ebene w, v, w^ s und der Ge- 
raden (1). liegen, so muß er die 
drei Gleichungen erfüllen: 

ux + vy + WZ -{- st ^ 0, 

u^x + v^y + w^z + s^t «= 0, 

' u^x + v^y + w^z + s^t -= 0. 

Durch Auflösen dieser Gleichungen 
nach X, y, z^ t folgt aber mit einem 
Proportionälitätsfaktor q (Anm. 2, 
m, (14)): 

Der Schnittpunkt der Ebene u, 
«?, Wy s tmd der Geradbn qj^^ hat 
die Koordinaten: 

stand Ol analyt. Geometrie. 



Soll eine Ebene w, v, Wy s durch 
den Punkt x, y, z^ t und die Ge- 
rade (l') gehen, so muß sie die drei 
Gleichungen erfüllen; 

XU + yv + zw -^ ts =0, 
x^u + y^v + z^w 4- t^s = 0, 

Durch Auflösen, dieser Gleichungen 
nach w, v, w, s folgt aber mit einem 
Proportionalitätsfaktor q: 

Die Verbindungsebene des Punktes 
X, y, Zy t und der Geraden pj^^ hat 
die Koordinaten: 

16 
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(20) 



Die Lösung der Aufgabe wird un- 
bestimmt^ wenn mit (12') Ebene 
und Gerade vereinigt liegen. 



(20') 



P«*=^84y-i>24^ +P2B^T 

Die Lösung der Aufgabe wird un- 
bestimmt, wenn mit (12) Punkt 
und Gerade vereinigt liegen. 



13. Bedingung der vereinigten Iiage sweier Geraden. Eine 
Gerade sei durch zwei Punkte P^^x^, y^, z^j t^ und F^==x^, y^y 
z^y ^ gegeben, so daß ihre Koordinaten pj^^ die Werte (3') haben«^ 
eine zweite Gerade sei durch zwei Punkte P^' « x^\ y^', z^% t^ und 
Pg' = x^, y^, z^y t^' gegeben; ihre Koordinaten pj^l haben die mit 
den akzentuierten Punktkoordinaten gebildeten Werte (3'). Beide Ge- 
raden liegen vereinigt, d. h. sie schneiden sich, immer dann und nur 
dann, wenn die vier Punkte P]_, Pj, P/, F^' in einer Ebene liegen^ 
also nach § 47, (15): 



x^ 

•^2 



Vi 
Vi 



'2 



'2 






= 0. 



Entwickelt man die Determinante nach den ünterdeterminanten der 
beiden ersten imd beiden letzten Zeilen (Anm« 1, III^ (1^)); so ergibt 
sich mit Rücksicht auf (3'): 

Die Bedingung der vereinigten Lage zweier Geraden mit den 
Strahlenkoordinaten pj^j und p^{ lautet: 

(21) PizPu + P91P2A + Pl2PzA + JPl4l^23 + P21P31 + PuPl2 '^ ^' 

In den Achsenkoordinaten der beiden Geraden würde die Bedingung 
lauten: 

(21') ^28 ^^4 -f ^8l324 + 9^12^34 + «14223 + «24^31 + «34«12 = ^' 

13, Das Moment zweier duroh ihre Strahlenkoordinaten ge* 
gebenen Geraden. Geht man mit ^^ = 1 , t2 = 1 zu nicht homogenen 
Punktkoordinaten über, so werden die Koordinaten der Verbindungs- 
linie der Punkte P^ = x^, i/^, z^ und Pg = iCg, 2/2? ^2 i^ach (3'): 

(22) f^28^yi^2-'^l2/2> i>81='2^1^2-^l% i>12 = ^1^2 - ^1^2» 



2' 



\PU = % - ^2> P24 = yi - 2/2. i'34 = -2^1 - 

Nimmt man daan diese p,, nicht bloß ihren Verhältnissen nach, son- 
dern nach ihren Werten (22), so sind nach (19): 
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Pia. a — i*t4 .. — P84 



ypA+pA+pä Kpa+i'.i+i's! ypA+pä+pA 

die Richtungskosinus der von Pj nach P, gerichteten Geraden (vgl. 
§ 34, (7)). Zugleich ist: 

(24) r,, = F,p, = Vpp;rpV^~p^i 

die absolute Entfernung der Punkte P^ und Pg. 

Das Moment zweier gerichteten Geraden P1P2 und P^P^ ^^* ^®^ 
Koordinaten ^^^^i ^^^ JP*/ "^'irA in dieser Auffassung nach § 44, (26) 
mit Entwicklung der Determinante wie §48, 12: 

Es hängt seinem absoluten Werte nach nur von den Verhältnissen 
der sechs Linienkoordinaten jeder der beiden Geraden ab. 

14. Strahlenkoordinaten der Kanten des Koordinatentetraeders. 

Im Anschluß an § 47, 10 kann man nach (3') die Strahlenkoordinaten 
der Verbindungslinie je zweier der Punkte §47, (20) bilden. Man 
erhält damit als Strahlenkoordinaten der x-, y- und jsr-Achse be- 
züglich: 

i>23, Äi» Pi%y Puj Pii7 -^94= 0, 0, 0, 1, 0, 0; 0, 0, 0, 0, 1, 0; 0,0,0,0,0, 1 

und für die Strahleukoordinaten der unendlich fernen Geraden der 
yjs-y zx- und a;y-Ebene ebenso: 

Ihi, Äi; 1^12, A4; i>24; i>34 = 1; 0, 0, 0, 0, 0; 0, 1, 0, 0, 0, 0; 0, 0, 1, 0, 0, 0. 

§ 49. Homogene Koordinaten in Gebilden zweiter und erster Stufe. 

1. Übergang vom Baume auf Gebüde niederer Stufe. Indem 
wir den Punkten, Strahlen und Ebenen des Raumes besondere Lagen 
gegen das Koordinatensystem (vgl. §47, Fig. 263) geben, erhalten 
wir teils früher eingeführte Koordinaten in Gebilden niederer Stufe 
als Sonderfälle der homogenen Raumkoordinaten wieder, teils aber 
auch neue homogene Koordinaten, die wir im folgenden zusammen- 
stellen. 

2. Punktkoordinaten im endlichen oder unendlioh fernen 
Punktfeld. Wie in § 31, 4 ergibt sich auch für homogene Koordi- 
naten nach §47, 1, daß für einen in der a?y- Ebene liegenden Punkt 
Xj y, Zy ty für den z ^0 ist, x, y, t homogene Punktkoordinaten in 

bezug auf das ebene System Oxy sind (vgl. § 22, 1). 

16* 
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Für einen unendlich fernen Punkt Xj y, z, t, für den ^ = ist, ver- 
halten sich nach § 47, 1 x, y, z wie die Richtungskosinus der durch 
den Punkt gehenden Geraden. Sie sind nur von der Richtung der 
Achsen des Systems Oxyjs (vgl. § 32, 1), nicht von der Lage von 
abhängig. Danach sprechen wir die Definition aus (vgl. § 23, 1) : 

Unter homogenen gemeinen Koordinaten rr, y, eines Punktes der 
unendlich fernen Ebene in beziig auf ein y,Koordinatendreieck^^^ dessen 
Ecken von einem rechtwinkligen Achsensystem Oxyz ausgeschnitten 
werden, verstehen wir drei Zahlen, die sich verhaltet wie die Richtungs- 
kosinus der durch den Pwnkt gehenden Geraden in bezug auf dasselbe 
System Oxyz, 

3, Linienkoordinaten im endlichen Linienfeld. Soll eine Ge- 
rade pj^^ mit der rrt/- Ebene w, t?, er, 5 = 0, 0, 1, vereinigt liegen, so 
muß nach § 48, (11'): 

(1) i>8i = 0, 1)23 = 0, i?84 = 

sein, worauf nach § 48, (12); (8) die Gleichungen der Geraden werden: 

(2) z^Q, i>24^ + l>4iy+Pi2^'=0. 

Hieraus folgt nach § 22, 3: 

Für eine in der xy- Ebene liegende Gerade verschwinden die 

Strahlenkoordinaten p^z^ Pzit Ps4j während ^24 > Pu? P12 ^^ homogenen 
Linienkoordinaten u, v, s in bezug auf das ebene System Oxy werden: 

Pu'Pii'Pn='^''^'S' 

Die Bedingung § 48, (5') kommt mit (1) in Wegfall. 

4. Linienkoordinaten in der unendlich fernen Ebene. Soll die 
Gerade p^j mit der Ebene m, v,w,s = 0, 0, 0, 1 vereinigt liegen, muß 
nach § 48, (11^): 

(3) Pu-^O, Ä4 = 0, 2>84-0 

sein, worauf nach § 48, (12) die Gleichungen der Geraden werden: 

(4) ^ = 0, Pi^x + p^^y + pi^z = 0. 

Für eine unendlich ferne Gerade verschwinden die Strahlenkoordinaten 
1>U7 P217 Puy während p^^, jpj^, p^^ die Stellungskosinus (vgl. §42, 3) 
der durch die Gerade gehenden Ebenen werden. Wir definieren da- 
her wie in §49, 2: 

Unter homogenen gemeinen Koordinaten «, v^ w einer Geraden der 
unendlich fernen Ebene in bezug auf ein y^Koordinatendreieck^'y dessen 
Ecken von einem rechtwinkligen Ächsensystem Oxyz ausgeschnitten wer- 
den, verstehen wir drei Zahlen y die sich verhalten wie die Stdlungs^ 
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Jcosinus der durch die Gerade gehenden Ebenen in bemg auf dasselbe 
System Oxyz, 

Es wird dann p^^ : p^^ \p^^^ u\v :w, 

5. Ebenenkoordinaten im Ebenenbündel. Für eine durch den 
Punkt gehende Ebene: 

(5) ux + vy -\- WZ = 0, 

für die 5 = ist (vgl. § 47, 8), verhalten sich nach § 41, (5) m, v, w 
wie die Stellungskosinus a, b, c der Ebene, die Richtungskosinus ihres 
Perpendikels (Fig. 264). 

Mle durch einen Punkt geliendeti Ebenen bilden ein Ebenenbündel. 

Da nun ein beliebiger Punkt des Baumes ist, soll überhaupt 
die Definition gelten: 

Unter homogenen gemeinen Koordinaten u, v, w einer Ebene im 
Bündel in bezug auf ein von drei rechtwinkligen Ebenen des Bündels 



€i,h,C 





ce^fly 



"jc.-^.-S'a-ßy 



*& 



Fig. 265. 



gebildetes „Koordinatefidreiflack^ Oxyz verstehen wir drei Zahlen, die 
sich verhalten wie die Stellungskosinus a, b, c der Ebene in bezug auf 
das Achsensystem Oxyz, 

6. Strahlenkoordinaten im Strahlbündel. Soll die Gerade p^^ 
mit dem Punkte x, y, z,t = 0, 0, 0, 1 vereinigt liegen, so muß nach 
§ 48, (12): 

(6) i?23 = 0, l>3i = 0, _Pi2 = 

sein, wahrend nach § 48, 10 jp^^, ^24; Pu ^^^^ i^^S- 265) wie die 
Bichtungskosinus der Geraden verhalten. 

ÄUe durch eilten Punkt gehenden Geraden bilden ein Strahlbündel. 
Wie in § 49, 5, soll daher überhaupt die Definition gelten: 
Unter homogenen gemeinen Koordinaten x, y, z eines Strahles im 
Bündel in bezug auf ein von drei rechtwinkligen Strahlen des Bündels 
gebildetes j^Koordinatendreikanif^ Oxyz verstehen wir drei Zahlen, die 
sich verhalten wie die Bichtungskosinus a, /5, y des Strahles im Achsen- 
system Oxyz. 
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Es wird dann p^^ : p^^ : p^^ ^ x:y \ z. 

Sie verhalten sich nach § 33, (14) auch wie die gemeinen Ko- 
ordinaten eines jeden Punktes des Strahles im System Oxyz und sind 
deshalb mit x, y, z bezeichnet. 

?• Dualität und Bedingung der vereinigten Lage im BündeL 
Jeder Punkt im Baume ist der Mittelpunkt (das Zentrum, der Träger) 
sowohl eines Ebenenbündels als eines Strahlbündels, die man beide zu- 
sammen schlechthin als Bündel bezeichnet. ^®^) 

Das Bündel bildet alsdann im Baume das duale Seitensttick zur 
Ebene, welche als Trägerin von cx)' Punkten und oo* Geraden gleich- 
zeitig als Punktfeld und als Strahlfeld betrachtet werden kann. 

Der Dualität zwischen Punkt und Strahl in der Ebene entspricht 
hier wiederum die Dualität zwischen Ebene und Strahl im Bündel. 

Aus den Definitionen von § 49, 5 und 6 
folgt mit Rücksicht auf § 35, (4) sofort: 

Bezieht man die Koordinaten u, v, iv 

der Ebene und die Koordinaten x, y, z des 

Strahles im Bündd auf dasselbe Achsensystem 

OxyZf so ist die Bedingung der vereinigten 

^ Lage beider (Fig. 266): 




Fig. 266. 



(7) 



ux -\- vy -^ WZ =^ 0. 



S. Gleichungen der Ebene und des Strahles im Bündel. Die 

Gleichung (7) ist daher bei festem m, v, w die Gleichung der Ehern 
u, V, w in laufenden Strahlenkoordinaten x, y, z und bei festem Xj y, z 
die Gleichung des Strahles in laufenden Ebenenkoordinaten u, v, w. 
Insbesondere: 



geht die Ebene: 

Ax + By = 

durch die ;8r-Achse. 



liegt der Strahl: 

Au + Bv = 



in der a;y-Ebene. 
Es ergibt sich ferner ebenso wie in § 22, 7 : 
Die Gleichung der Verbindungs- Die Gleichung des Schnittstrahles 



ebene zweier Strahlen x^, y^, z^ und 
x^j 2/2? ^2 ^^^ ^^ laufenden Koordi- 
naten x, y, z: 

X y z 



(8) 



^1 

X. 



2 



^2 



= 0. 



zweier Ebenen u^, t?^, w^ und Wg, 
v^, W2 ist in laufenden Koordinaten 
u, Vj w: 

u V w 



(8') 



Wi Vi 



w. 



u. 



v<» w, 



2 



= 0. 



9. Normalform der Gleichung der Ebene und des Strahles im 



^-49, 10. 
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BündeL Fassen wir u, v, w uad x, y, z nicht bloß ihren Yerhült- 
nissen nach auf, wie in § 49, 5; 6, sondern direkt als Richtungskosinus, 
so bestimmen Uy v, w die gerichiete Ebene, diejenige, deren positive 
l^ormtde (vgl. § 32, 4) die Hichtungskosinns u, Vy w hat, und x, y, e 
den gerichteten Strahl (vgl. § 33, 2). Wir nennen in diesem Falle: 

ux + vy -\- W0 ^0 Ixu + yv + jsw ===^0 

,(w« + v'+w;'«l) i l(a:» + y« + ;2r«=l) 



(9) 



die Normalform der Gleichung der Ebene und des Strahles im Bündel 
(vgl. §41,6). 

Beschreibt man um eine Engel vom Radius 1, so werden ti, 
v, w die Koordinaten eines gerichteten größten Kreises und x, y, z die 
Koordinaten eines Punktes auf der Kugel. 

Zwei Punkte x, y, z und — Xy — y, — z liegen diametral, zwei 
größte Kreise m, v, w und — Uj — v, — w fallen zusammen und sind 
nur dem Drehungssinne nach verschieden (Fig. 267). 

Ist M = ic, V = y, w =^ Zy so ist Xy y, z der auf der positiven 
Seite des als Äquator gedachten Kreises Uy v, w liegende Pol der 
Kugel (Fig. 267). 

10. Koordinaten im Ebenenbündel mit unendlich fernem Mittel- 
punkt. Für eine der jsr-Achse parallele Ebene (vgl. § 40, (15)) ist 



^»if^z 




it^-yz 



Fig. 267. 




w = und sind w, i;, s zugleich die Linienkoordinaten der Spurlinie 
der Ebene in der rcy-Ebene in bezug auf das ebene System Oxy 
(vgl. § 22, 1; Fig. 268). Auf eine Parallel Verschiebung der rpy- Ebene 
kommt es dabei nicht an. 

Wir verstehen daher unter den homogenen gemeinen Koordinaten 
u, Vy s (nicht homogen: w, v) im Ebenenbündel mit unendlich fernem 
Zentrum in bezug auf ein rechtwinkliges Ächsensystem Oxyz, dessen 
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yz- und zx^Ehene dem Bündel angehören, die Linienkoordinaten u, v, s 
der SchniÜlinie mit der xy^ Ebene in hemg anf das ebene System Oxy. 

11. Koordinaten im ParallelBtrahlenbündeL Soll die Gerade^ 
mit dem unendlich fernen Punkte der je^ Achse a?, y, ;8f^ ^ = 0, 0, 1, 
(§47, 10) vereinigt liegen, muß nach §48^(12): 

(10) A4--0, i)u = 0, i),s^O 

sein, worauf nach § 48, (11') die Gleichungen der Geraden werden 
(vgl. § 48, (8); (10)): 

(11) «;-=0, Pfi^u — p^^v + p^s ^ oder g«*^ + ?4i^ + Ö'ia« =-0. 

Für eine der ;2f- Achse parallele Gerade verschwinden die Achsenkoordi- 
naten ^23, gji, q^j während q^^, q^, g,g die Koordinaten ihres Spur- 
punktes in der a:j/-Ebene werden: ^24: ^41 : 2i2 = ^ ^ y J ^ (§ 22, (3')). 

Wir verstehen daher unter homogenen Koordinaten Xj y, t (nidit 
homogen: x, y) im Paralldstrahlenbündel in bezug auf ein rechtwinkliges 



kz 



i.Z 



4 




^ykt 





uw'ii'.h 



Fig. 269. 



Fig. 270. 



Achsensystem Oxyz, dessen z-Achse dem Bündel angehört, die Koordi- 
naten des Schnittpunktes mit der xy- Ebene in bezug auf das ebene 
System Oxy (Fig. 269). 

12. Koordinaten auf der Punktreihe. Für einen Punkt der 
rc-Achse werden y = 0, z = und x, t homogene Koordinaten der 
Punktreihe (vgl. § 7, 1). 

Für einen Punkt auf der unendlich fernen Geraden der xy-Ebene 
werden z ^0, t^ und x, y homogene gemeine Koordinaten in be- 
zug auf das vom Achsensystem Oxy bestimmte Zweieck (vgL § 23, 1). 

13. Koordinaten im Ebenenbüaohel. Für eine Ebene durch die 
;8^Achse wird w = 0, 5 «= und verhalten sich, wie in § 49, 5, m, v 
wie die Richtungskosinus a, b des Perpendikels der Ebene in bezug 



§49, 14—15. 
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auf das ebene System Oxy. Auf eine Parallelverschiebung in der 
Richtung der ^-Achse kommt es dabei nicht an (Fig. 270): 

Wir verstehen daher unter homogenen Koordinaten u, v der Ebene 
im Ebenenbüschel in bezitg auf ein rechtwinkliges Achsensystem OxyZy 
dessen yz- und zx-Ebene dem Büschel angehört, zwei Zahlen, die sich 
verhalten wie die Richtungskosinus a, b des Perpendikels der Ebene im 
ebenen System Oxy (vgl. § 23, 2). 

Bei Angabe eines Drehungssinnes in der ^y-Ebene (Fig. 270) ist: 



(12) 



tg9'=- 



u 

V 



die gemeine Koordinate der Ebene im Büschel ^^), wie in §2, 11 und 
§7,(3). 

Bei einer der y;8^- Ebene parallelen Ebene u, Ö, 0, s betrachten wir 
die Koordinaten x, t^ — s :u ihres Schnittpunktes mit der a;- Achse 
(vgl. § 49, 1 2) zugleich als ihre Koordinaten (vgl. § 23, 2). 

14« Koordinatexi im Strahlbüschel. Soll die Gerade p^.^ sowohl 
in der a:t^-Ebene liegen, als durch den Punkt gehen, muß sie nach 
(1) und (6) den Bedingungen: 

(13) i>28 = 0, 2)81 «0, Ä8-0, P84 = 

genügen. Zugleich folgt, je nachdem man p^^, P21 in der Bedeutung 
§ 49, 6 oder § 49, 8 nimmt, also: 

(14) Pi4,'P24, = ^'y oder Pu'—Pu^^'^' 

Für eine in der xy- Ebene liegende und durch gehende Gerade 
verschwinden die Koordinaten fti, Psi, Pi^, p^^ während p^^^, p^^ in die 
erste und p^^, — p^^ in die zweite Art 
Strahlenkoordinaten § 7, 2 übergehen. 

15. Gleichung und Parameterdar- 
stellung des Strahlbüsoliels im Blijoidel. 

Sind nun a^, 6^, c^ und a^, feg, c^ die 
Richtungskosinus zweier gerichteten Strah- 
len g^ und g^ im Bündel, so ist für die 
Koordinaten x, y, z desjenigen Strahles p 
im Bündel (Fig. 271), der den Winkel 
jener im Sinus Verhältnis: 

(15) ^!^-^^A 
teilt, nach §35,(8): 




Fig. 271. 



Bin g^p 



X : y : z ^ a^ — ka^ :b^ — Xb^: c^ — kc 



2 



<18) 
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* 

und daher nach (7) die Gleichung des Strahles p\ 

{a^ — ka^u + (&! — Ih^v + (Ci — Xc^w =* 0. 
Suid also: 
(16) N^ = a^u + \v + c^w = 0, ^2 "^^ ^2^ + ^2^ + ^2^ '*' ^ 

^»6 Gleichungen der beiden (gerichteten) GrundstraMen g^, g^ eines Strahl- 
hüscheU im Bündel in der Normalform (vgl. § 49, 9), so ist die Glei- 
chung desjenigen Strahles p^ der den Winkel der beiden Strahlen im 

Simisverhältnis k teilt: 

(IT) N, - kN^ - 0. 

Sind nur die homogenen Koordinaten ^^^ y^, si^ und x^^ yt, ^2 der 
ungerichteten Strahlen g^ und g^ gegeben, so sind die Richtungs- 
kosinus mit unbestimmten Vorzeichen f^ und £2 ^^^^B^ch. § 33, 8 be- 
stimmt. Es folgt daher: 

Sind die GrundstraMen in der allgemeineren Form: 

Di = XiU + y^v + ss^w =* 

< 

'4 
gegeben, so ist die Gleichung desjenigen Strahles Py der den Winkel 

beider Strahlen im Sinusverhalinis k teilt: 

<19) U,-,iU, = 0, 

wo: 

(20) ^ = !l1^^^S.A. 

Man kann jetzt die äußere WinJcdfläche der beiden ungerichteten 
Strahlen (vgl. §4, 1), in der k positiv ist, dadurch bestimmen, daß 
der in einer gegebenen Ebene Uq, Vq, Wq liegende Strahl des Büscheis (19) 
ihr angehören soll. 

Der Parameter /li dieses Strahles in (19) ist fi =« CTj^ : D^®; damit 
für diesen Wert von /i in (20) k positiv sei, können wir: 

(21) ^1 = — sign. Di^ «2 ^ — sign. ETg^ 
setzen (vgl. § 42, (17)). 

Zugleich folgt aus (19) wie in §47, 12: 

Sind x^j y^y z^ und x^, y^y z^ ^^ Koordinaten der beiden Grund- 
strahlen eines Sirahlbüschels im Bündely so sind die Koordinaten des 
laufenden Strahles des Büschels in der Form darstellbar: 

(22) Qx=^x^ — [iX2y gy^yi—ji^y^y gz^z^-iiz^. 

16. Gleichung und Farameterdarstellung des SSbenenbüsohels 
im Bündel. Sind a^, b^, c^ und ag, b2, c^ die Stellungskosinus (Rieh- 



§ 49, 16. 
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tungskosinus der Normale) zweier gerichteten Ebenen F^ und Fg im 
Bündel, so ist für die Stellungskosinus der Ebene 77, die den Winkel 
jener im Sinusverhältnis (Fig. 272): 



(23) 



sin r^ JI 



^oyoh 



(24) { 




sin r, JfT 

teilt (vgl. § 42, 6), nach § 35, (8): 
u\'o\w = a^ — Xa^ : \ — l.\ : c^ — Ac^. 

Es folgen daher wie in § 49, 15 die 
Sätze: 

Sind: 

N^ =- a^x + b^y + c^z = 0, 

N^ = a^x + \y + Cgisr = 

die Gleichungen der beiden (gerichteten) 

Grundebenen F^, F, eines Ebenenbüschels im Bündel in der Normal' 
form (vgl. § 49, 9), so ist die Gleichung derjenigen Ebene 11 , die den 
Winkel der beiden Ebenen im Sinusverhältnis k teilt: 

(25) N^ - IN^ = 0. 

Sind die Grundebenen in der allgemeinen Form: 

Xi = u^x + '^iV + w^i^ ^ 

Xg = u^x + v^y + w?2^ =^ ö 

gegeben, so ist die Gleichung derjenigen Ebene 11, die den Winkel beider 
Ebenen im Sinusverhältnis X teilt: 



(26) 



(27) 
wo: 

(28) 



Xj - ftX, = 0, 



f* 






X. 



Dabei ist: 

(29) fi = — sign. ^1®, ^2 = — sign. X^®, 

falls der den gegebenen Strahl x^^y y^, ;8r^ enthaltende Winkelraum 
zwischen den Grundebenen als äußerer gilt (vgl. § 42, 7). 

Sind Wj, Vj, w^ und Wg, «;,, m?j die Koordinaten der Grundebenen 
eines Ebenenbüschels im Bündd, so sind die Koordinaten der laufenden 
Ebene des Büschels in der Form darstellbar (vgl. § 47, 12): 

(30) pW = Wi — flU^, P^ = ^l— /*^2» ()M^ = W?i — ftW7j. 



252 



§ 50, 1-2. 



§ 50. Die Transformation der homogenen gemeinen Koordinaten. 

1. Transformation der Punkt- und Ebenenkoordinaten im 
Baume. Die Formeln für den Übergang von einem rechtwinkligen 
Koordinatensystem Oxy0 zu einem andern 0' xy z (§ 45, (20), (21), 
(23) und (24)) nehmen bei homogener Schreibweise (vgl. § 47, 1) die 

^^.;,aAc,o Form (Fig. 273) an: 

/ qx =- a^x-\- a,y + a^z-\- x^t'. 



^%^J^ N 



/" 

X 




if'(^^^^> 



(1) 



ra^(^ 



> , . v 



--J^^x^ 



^'^ 



y (2) 



afi^c^o 



Fig. 278. 



(3) 



qy « \x->r b^y + 63/+ yot% 
QZ = CiX + c^y + Cj^z + z^t', 

Qt = t\ 

QU = a^u + a^v' + a^w\ 
QV =- h^u + b^v' + ftgW?', 
()«;= qw' + c^v + c^w\ 
QS =^ XqU + y^' V + z^'w' + Sy 
und umgekehrt: 



(4) 



6x' = ajÄ; + 6iy + Cii? + a?o'^, 
6y = «2^; + ftjy + c^z + yo'^ 
(j/ « ag^r + 63^ + c^z + V^, 

wo 9 und 6 Proportion alitatsfaktoren bedeuten. 

Die neuen Koordinaten des Punktes und der Ebene sind dahery 
von einem gemeinsamen Faktor abgesehen, homogene lineare Funktionen 
der alten und umgekehrt. 

Die rechten Seiten der Gleichungen (3) und (4) geben, gleich 
gesetzt, die Gleichungen der Seitenebenen und Ecken des neuen Ko- 
ordinatentetraeders (vgl. § 45, (22); § 47, 3; 10) in bezug auf das alte. 

2. Transformation der Linienkoordinaten im Baume. Sind 

^1» Vij ^u k'^ ^\j yi'; ^1'? K ^»1^ ^2; y»? ^2; ^2; ^2'; yi^ h^ V die Ko- 
ordinaten zweier Punkte in bezug auf die beiden Systeme OxyZy 

0' x'y z\ so sind die Strahlenkoordinaten der Verbindungslinie dieser 

Punkte in bezug auf beide Systeme nach §48, (3'): 



(1') 



1 


y\ 


h 




fi 


Xy 




X, 


yi 


i^sj- 
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(3') 
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Setzt man nun die Werte (1), mit den Indizes 1 und 2 gebildet, 
in (1') ein, so ergibt sich mit Benutzung von (3'): 

i>28 = (*2C3~^8^2)P23+ (^3^— ^1^8)l>31+ (*1 ^2 — ^20^2 + 

• • • 

Pl4, = »iPu + «2JP24 + «8i>34 



und mit Benutzung von § 37, (12) schließlich: 

Zwischen den Sirahlenkoordinaten p^^ und p^', einer Geraden in he-f 
zug auf zwei rechtwinklige Koordinatensysteme (Fig. 273) bestehen die 
Gleichungen :^^^) 

+ (&3^0-^8yo)i>34' 

QP31-hP2B+hPsi+hPi2 + (^1^0-«l^o)W4 + (^2^0-«^2^o)P24 

+ (CB^O — (h^o)Pu9 

(5) \qPi2- ^i1>23+ <^2Psi+<^9Pi2 + (Piy0-h^0)Pu+(<^2y0-'h^0)P24. 

+Kyo~^3^o)K4? 

9PU = ^iPu + ^2PL + «3i>34 f 
(>JP24= ^^4+ *2JP24+ ^8^34; 
QPU-^ «1JP14+ ^2^4 + <^bPs4 • 

Die aZfew Koordinaten des Strahles sind bis auf einen gemeinsamen 
Faktor q homogene lineare Funktionen der neuen, und ebenso umgekehrt, 

3. Transformatioix der Ebenen und Strahlenkoordinaten im 
Bündel. Lassen wir (Fig. 273) den Punkt 0' und zusammenfallen, 
setzen also Xq = 0, y^ =* 0, Z(^ = 0, so können wir Oxyz und Ox'y z 
als zwei verschiedene Koordinatensysteme im Bündel des Punktes 
ansehen. Gleichzeitig werden mit s ^ 0; s' = nach § 49, 6 w, v, ^ 
und u\ Vy w' Koordinaten der Ebene im Bündel und werden mit 
i>23 = 0, i>8i = 0, l?i2 = 0; P23-O, P3'i=0, ^2=0 nach §49,6 
Pi4 • JP24 • JPs4 = iz; : y : ;gf und ^[^ : jPg^ : jPg^ ^ x \y \z Koordinaten des 
Strahles im Bündel. Alsdann folgt aus (2) und (5): 

Zwischen den Ebenenkoordinaten u, v, w und u\ v', w\ bezüglich 
Sirahlenkoordinaten x, y, z und x\ y', z' in bezfug auf zwei Koordinaten- 
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Systeme Oxyz und Oxy £ im Bündel (Fig. 274) besteh^ die Be- 
ziehungen: 

IQU ^a^u' + a^v + a^w\ (qx « a^x' + »2^ + a^z\ 

QV = \u + h^v + h^w\ (7) I Qy =- \x + h^y + \z\ 

QW^ c^u + c^v + c^w\ \qz = c^x + c^y + Cg/, 

Die Formeln (7) sind mit (>=1 und a; = a, y = ft ^ = y; x'==u\ 
y = /J', i?' = / zugleich die Transformationsformeln der Richtungs- 
kosinus flf, ^, y; a', /3', y' eines Strahles, da für diese als Punktkoordi- 
naten des Punktes vom Radiusvektor 1 (vgl. § 33> (16)) die Formeln 
§ 37, 4 gelten. 

4« Parameterdarstellung des Fonktfeldes im Baume. In den 
Transformationsformeln § 50, 1 — 3 sind zugleich die teils früher schon 
angegebenen, teils neu hinzukommenden Parameterdarstellungen von 
Gebilden niederer Stufe im Räume enthalten. 

Mit / = ergibt sich aus (1) mit Rücksicht auf § 49, 2: 



z'(a,bx^) 



Ist eine Ebene durch einen Funkt O = x^j y^, Zq und zwei von 
ihm ausgeliende rechtwinklige Achsen x ^ a^y \j q und y' ^ a^j b^, c^ 




3f'fo^\^ 



3C ^'M^i> 

Fig. 274. 



Yü^hc^J 




r^W 



O'JhSk^ 




•y 



Fig. S75. 



(8) 



(Fig. 275) gegeben, so stellen sich die Koordinaten Xj y, z, t des laufen- 
den Punktes der Ebene in bezug auf da^ räumliche System Oxyz 
mittels der Formdn:^^'') 

(QX-^aj^x +a^y + x^t', 

()f/ = b^x + b^y + y^fy 

QZ = c^x + c^y + z^fy 

Qt = f 

durch die Koordinaten x\ y\ t' desselben Punktes in bezug auf das 
ebene System O'x'y dar. Es sind wieder die Formeln § 40, (19), zu- 
gleich ein Sonderfall von § 53, (3'). 

Für die Punkte Xy y, z, t der unendlich fernen Ebene sind nach 



§ 60, 6—6. 
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(9) 



§ 49; 2 schon die neben ^ == nicht rersch windenden ßaumkoordinaten 
Xy y, z zugleich unabhängige Parameter. 

5. Parameterdarstellting des Strahlfeldes im Baume. Mit 

i>s3 = 0, jpg'i = 0, pg'^ = 0, pj^ == u, p^^ = V, pI^ = s' ergibt sich nach 
§ 49, 3 aus den Transformationsformeln (5): 

Ist eine Ebene durch einen Punkt 0' = rr^, i/q, z^ und zwei von 
ihm ausgehende rechtwinklige Achsen x = a^, \j c^ und y ^ a^, h^, c^ 
(Fig. 276) gegeben^ so stellen sich die Koordinaten pj^^ des laufenden 
Strahles der Ebene in bezug auf das räumliche System Oxyz mittels 
der Formeln :^^) 

PP8i==(^2^o""«2^o)**'-"(^i^o— öti;8fo)t;'+(Ciör2— c^ai)«', QP24^^b^u—\v\ 

QPii = («2 yo— *2 ^o) «*'- («1 yo — h ^o) ^'+ K ^— «2 ^i) ^\ QPu == ^2 u' — q V V 

dtfrch die Linienkoordinaien u, v\ s' desselben Strahles in bezog auf 
das ebene System O'xy dar. 

Die Formeln sind ein Sonderfall von § 53, (7'). 

Für die Geraden pj^^ der unendlich fernen Ebene sind nach § 49,4 
schon die Strahlenkoordinaten p^^ — Uy p^^ = v, p^^ = w zugleich un- 
abhängige Parameter. 

6* Parameterdarstellung eines Bbenenbündels. Mit s ^0 er- 
hält man aus (2) eine Parameterdarstellung der durch 0' gehenden 



Sf'/^A^ 




A^ 



'(ajt,c,j 



ö<CaÄ4 




iiZ 



O'X^So 



^y 



<x' 




^y 



Fig. 277. 



Fig. 276. 

Sbenen. Man kann dabei zur Vereinfachung das System O'x'yz'^ 
mit Oxyz parallel nehmen, da es sich nur um die willkürliche Lage 
des Bündelzentrums 0' handelt (Fig. 277). 

Ist ein Punkt 0' als Mittelpunkt eines . Ebenenbündels durch seine 
Koordinaten Xq, y^, z^ gegeben, so lassen sich die Koordinaten u, v, w, s 
der laufenden Ebene des Bündels in bezug auf das räumliche System 
Oa>yz mittels der Formeln: 

(10) QU = U, QV = Vy QW =»= w', p5 = — XqU — y^V — ZqW' 
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durch die Koordinaten u, v, w derselben Ebene in hezv/g auf ein mit 
Oxyz paraildes Dreiflach O'x'yz' im Bündel (vgl. § 49, 5) darstellen. 
Es sind wieder die Formeln § 45, (19), zugleich ein Sonderfall 
von § 53, (3). 

7. Farameterdarstelliuig eines Strahlbündels. Mit p^^ ^ 0, p^^ » 0, 
p^^ =» 0, p[^ ~ Xj p^^ = y', p^ « / ergibt sich nach § 49, 6 aus den 
Formeln (5) im Anschluß an Fig. 277: 

Ist ein Funkt Of als Mittelpunkt eines Strahlbündels durch seine 
Koordinaten Xq, j/q, z^ gegeben, so lassen sich die Koordinaten p^^ des 
laufenden Strahles des Bündels in bezug auf das räumliche System Oxyz 
mittels der Formeln: 

QP29 = y^o — ^'yo> QP14. = ^^ 

(11) (>i>8i = ^X - ^'-2^0, QPi^-^y? 

durdi die Koordinaten x\ y\ z' derselben Geraden in bezug auf ein mit 
Oxyz paralleles Fhreikant ffxyz im Bündel (vgl. § 49, 6) darstellen. 
Die Formeln sind ein Sonderfall von § 53, (7). Sind a, /3, y die 
Richtungskosinus der Geraden, so hat man x' \y i z' = ai ßiyj und 
erkennt in (11) wiederum die Formeln §48,(18). 

8. Parameterdarstellung des Ebenenbündels mit unendlich 
fernem Mittelpunkt. Mit w' = ergeben sich aus (2) die zur 

/-Achse parallelen Ebenen. Man kann 
zur Vereinfachung ff ^=^0 nehmen und 
findet (Fig. 278): 

Ist ein Ebenenbündel mit unend- 
lich fernem Zentrum durch zwei recJU- 
winklige Achsen Ox = a^, ft^, c^ und 
Oy « ttg, 62, Cg gegeben, deren Ebene 
zu dem Bündel senkrecht steht, so stellen 
sich die Koordinaten m, v, w, s der 
laufenden Ebene des Bündels in bezug 
Fig. 278. auf das räumliche System Oxyz, mittels 

der Formeln: 

(12) QU = a^u -\-a^v\ qv^\u -{-\Vj qW'-^c^u +c^Vy qs^s' 

durch die Koordinaten u, v, s' derselben Ebene in bezug auf das 
Achsensystem O'xy im Bündel (vgl. § 49, 10) dar. 

9. Parameterdarstellung des Farallelstrahlenbündels. Mit 

Pu - 0, p^^ = 0, p;^ = 0, p;^ = x, |>23 y, p^ - t% (vgl. § 49, 11) 

folgt unter der Vereinfachung O ^ aus (5): 



n:v;s'^n.r.u\s 



y'faAc^, 




jcycL^h^c^ 



§ 60, 10—11. 
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(13) 



Die Koordinaten ^^, des laufenden Strahles eines ParaUelstrahl- 
bündds von der Richtung z ^ a^, b^, c^ in hezug auf das räumli-che 
System Opcyß stellen sich mittels der Formeln: 

PJP28 = 0^2 ^' — ^1 y\ 9PX4. == ötj t\ 

QP31 =^h^' — hVj QP24. ^ h^'y 

\QPii = c,a?' — c^y\ Qp^ -= Cgf, 

durch die Koordinaten x, y, t' desselben Strahles in bezug auf zwei 
zu z senkrechte Achsen Ox' = a^, h^, c^ und Oy ^ a^, 63, c^ (vgl. 
§ 49, 11) dar (Fig. 279). 

10. Parameterdarstellung der Ponktreilie. Mit j^' « 0, z ^0 
ergibt sich aus (1): 

Ist eine Punktreihe durch einen Punkt 0' =^Xq] y^, Zq und die Bich- 
tungskosinus a^, b^, c^ gegeben, so stellen sich die Koordinaten x, y, z, t 



£'(a,h,c^} 




k& 



x'(afi,c^ 



,x?a.MJ 



x;t'=a^4f,z.t 



0<c^^ 



Fig. 279. 




^y 



Fig. 280. 



des laufenden Punktes der Reihe in bezitg auf das räumliche System 
Oxyz mittels der Formeln: 

(14) QX^ay^x +XQt\ Qy^b^x +yjy qz^c^x -{-z^f, Qt^f 

durch die Koordinaten x\ t' 'des Punktes auf der Geraden (vgl. 
^ 49, 2) dar (Fig. 280). 

Es sind die homogen geschriebeüen Formeln §43,(2). 

Für die unendlich ferne Punktreihe der ic'y'- Ebene mit der Ver- 
einfachung 0' =^ (Fig. 274) und mit / = 0, f = ergibt sich aus 
(1) ebenso die Parameterdarstellung: 

(15) QX^a^x+a^y, Qy=-b^x' + b^y, QZ = c^x+c^y\ Qt^Q, 

vro x\ y homogene gemeine Koordinaten auf der unendlich fernen 
Geraden sind (vgl. § 23, 1). 

11* Farameterdarstellung des Ebenenbüschels. Mit w' ^^y 

5' = ergibt sich aus (2): 

Stande, analy t. Geometrie . 1 7 
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Ist die Achse z eines Ebenenbüschels als Normale der Ebene zweier 
redhtwinTdigen Achsen x' =^ a^y b^, c^ und y ^ a^j b^, c^ im Puvkte 
ö' == ^0? ^0? ^0 9^^^>€^} so stellen sich die Koordinaten w, Vy u\ s der 
laufenden Ebene des Büschels in bezug auf das räumliche System Oxyz 
mittds der Formeln: , , , 

QU^ a^u + 0,2^ y 

Qv « b^u' + b^v\ 

QW== c^u + c^v, 

QS « XqU + y^v 

durch die homogenen Koordinaten u, v derselben Ebene im Ebenen- 
büschel (vgl § 49, 13) dar (Fig. 281). 

Es ist der Satz § 47, (26) mit rechtwinkligen Grundebenen. 

Für ein Parailelebenenbüschel, dessen Ebenen der y'^gf'-Ebene par- 
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Fig. 881. 




y 



Fig. 283. 



allel sind, ergibt sich mit ü' == 0, m?' = und mit 0' = (Fig. 274) 
die Parameterdarstellung 

(17) QU == a^iy QV = bj^t\ QW = c^t\ (>s = — x\ 

wo X, ^' = — 5', u die Koordinaten der Ebene im Parallelebenen- 
büschel sind (vgl. § 49, 13). 

12. Farameterdarstellung des Strahlbüsohels im Baume« Mit 

P23 = 0, p;^ = 0, p;^ ^0, p^== 0, p;^ = x\ p^^ - y (vgl. § 49, i4) 

folgt aus (5) (Fig. 282): 

Ist der Mittelpunkt ö eines StraMbüschels durch seine Koordinaten 
Xq, y^y Zq und die Ebene des Büschels durch zwei rechtwinldige von Cf 
ausgehende Achsen x == o^, i^, c^ und y = o^, 63, c^ gegeben, so steUen 
sich die Strahlenkoordinaten des laufendera Strahles des Büschels in be- 
zug auf das räumliche System Oxyz mittds der Formeln: 

(18) ' QPu-((h^Q'-a^^Q)x+{c^XQ-a^Zo)yy QP^^^hoi^' +b^y, 



§ 50, 13. 
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durch die Koordinaten Xy y desselben Strahles in hezug auf das ebene 
System O'xy dar (vgl. § 23, 1). Die Formeln sind ein Sonderfall 
von § 52, (SSO- 

13. Farameterdarstellung des Ebenenbüsohels und Strahl- 
büsQlielB im Bündel. 

Die Ebene u\ v, w vou.§50,3 Der Strahl x\ y\ z von § 50, 3 
geht mit m;'==0 durch die /-Achse liegt mit / = in der a;'y'-Ebene 
des Systems Oxy' z' und w, v \ des Systems Ox'y' z und rr', y 
werden die Koordinaten der Ebene werden die Koordinaten des Strahles 
im Silme von § 49, 13. Daher folgt im Sinne von § 23, 1. Daher folgt 
aus (6): ! aus (7): 

Sind die Grundebenen eines , Sind die Grundstrahlen eiites 
Ilbenenbiisdids im Bündel als y' z- Strahlbüschds im Bündel als x'- 
und z'x' 'Ebene des Achsensystems und y-Aclise des Ädisensystems 
x'y/ (Fig. 285 a)gegeben^so stellen lOx'yz (Fig. 283b) gegebn, so 



tl^'V'U,V,W 



y(^hcj 




jc'(a^\c,} 



Fig. 288 a. 




y'(o^^h^z> 



y 



Fig. 288 b. 



sich die Koordinaten u^ v, w der 
laufenden Ebene des Büschels in be- 
zug auf das Dreiflach Oxyz im 
Bündel mittels der Formein: 

QU == a^u + a^v, 
Qv « b^u + b^v, 
QW= c^u + c^v 

durch die Koordinaten u, v der- 
selben Ebene im Büschel (§ 49, 
13) dar.. 



(J9) 



stellen sich die Koordinaten x, y, ü 
des laufenden Strahles des Bündels 
in bezug auf das Dreikant Oxyz 
im Bündel mittels der Formeln: 

QX = a^x + a^y, 
Qy=:.h^x' + b^y\ 
QZ = CiX + c^y, 

durch die Koordinaten x\ y des- 
selben Strahles im Büschel (§ 23, 
1) dar. 



(19') 



\ 



17' 
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V. Kapitel. 

lagebeziehnngen zwischen Punkten, Geraden und Ebenen. 

§ 51. DU Identitätensätze. 

1. Identität swisohen den Gleichungen von zwei Ebenen oder 
Punkten» In § 40, 4 wurden die Bedingungen für den Zusammenfall 
Ton zwei Ebenen angegeben. Wir wiederholen sie in homogenen 
Koordinaten mit anderer Bezeichnung und mit Hinzufügung des 
dualen Satzes (ygl. §24, 1): 



Die beiden Ebenen: 



Xi^a^x+b^y-^^c^is + d^t^Oj 



(1). 

\X^=a^x+ b^y •\^ c^z + d^t^ 

fallen immer dann und nur dann 
zusammen (haben oo* Punkte ge- 
mein), wenn eine Identität von der 
Form besteht: 



(2) 



Aj JLj -p ^i -^^ **** ^* 



' Die beiden Punkte: 



2 u-{-b^v-\-c^w-{'d^s=0 



l t/g = «2 



faUen imm^er dann und nur dann 
zusammen (hohen oo* Ebenen ge- 
mein)^ wenn eine Identität von der 
Form besteht: 

(20 X^Ü, + k^U^^O. 



In dieser verschwindet keiner der beiden Faktoren X^, X^, wenn 
nicht alle Koeffizienten der einen der beiden Gleichungen (1) ver- 
schwinden. 

2. Unterdeterminanten aus den Koeffizienten der Gleichungen 
zweier Ebenen oder Punkte. Da die Identität (2) mit den vier 
Gleichungen: 

I A^a^ + Agflrg «= 0, k^\ + A2&2 ** 0, 
l^jCi + ^2^2 = 0, k^d^^k^d^^'O 



(3) 



gleichbedeutend ist, so folgt: 

Die beiden Ebenen (1) fallen \ Die beiden Punkte (!') fallen 
immer dann und nur dann zusammen, \ immer dann und nur dann zitsammen, 
wenn: wenn: 



(4) 



a. 



a, 



h 



d. 



t>2 ^2 ^2 



= 0. 



(4') 



a. 



a« 



w 



W '^ 



d. 



d,' 



f ! 



0. 



Das Verschwinden der Matrix bedeutet dabei das Verschwinden 
aller ihrer zweireihigen Unterdeterminanten (Anm. 1, III, (24)): 
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(5) 



iii = 



3i» = 



ßtt. 



6i q 

^2 ^2 


1 
> 3ai- 


^2 ^2 


J 




Pii 




1 




«1 ^1 


> 2u 


»2 ^ 


y 


(5') 


Pii^ 


»2' ^2' 


. ^1* 


a^' d/ 

«2 «2 


61 e?i 

62 dg 


j 

1 


Cg öfg 


• 




V 


6- d/ 
6/ d^' 


1 
\ 

yPu- 


• 

^2' ^2' 



TFmw dfe Unterdeterminanten qj^^ 
nicht alle verschwinden j hohen die 
Ebenen (1) eiwe Gerade (00^ Funkte) 
gemein) und die g^| sind deren 
Achsenkoordinaten (vgl § 48, (3)). 



Wenn die Unterdeterminänten pj^^ 
nicht aUe verschwinden , haben die 
Punkte (l') eine Gerade (00^ Ebenen) 
gemein, wnd die pj^i sind deren 
Strahlenkoordvnaten (vgl § 48, (3')). 



3. Identität zwischen den Gleichungen von drei Ebenen oder 
drei Punkten. Nach § 42, 9 wird jede durch die Schnittlinie der 
beiden Ebenen X^ = und Xj = gehende dritte Ebene durch eine 
Gleichung von der Form X^ — ^X^^' dargestellt, wie auch um- 
gekehrt jede durch eine solche Gleichung dargestellte dritte Ebene 
durch die besagte Schnittlinie geht. Bezeichnet man also die Glei- 
chung der dritten Ebene kurz mit Xj = 0, so muß nach (2): 

sein. Wegen der mit — Aift = A^ sich ergebenden Symmetrie der 
Gleichung schließen wir:®^) 



Die drei Ebenen: 

1X1 = «1 a? + 61 y + ^1 ^ + ^i ^ == 0, 
X^-=a^x + b2y + c^z + d^t = 0, 
Xf^^aj^x+b^y + Cj^g + d^t^O 

hohen immer dann und nur dann 
eine Gerade (00^ Tunkte) gemein, 
wenn eine Identität von der Form 
besteht: 

(7) X,X^^k^X, + k^X,^0. 



Die drei PunJcte: 

U^ == a^u + b^v + Ct^w + rf/ ^0, 

(60 ü^^a^u+b^v+c^w+d^t=Q, 

ü^^^o^'u+b^'v-^-c^w-^-d^t^^O 

liegen immer dann und nur dann 
in einer Geraden (hoben 00^ Ebenen 
gemein), wenn eine Identität von de^' 
Form besteht: 

(70 X,U, + X^L\ + k^Ü^^O. 



In dieser verschwindet nach §51,1 keiner der Faktoren X^, Aj, A3, 
wenn nicht zwei von den drei Ebenen (6) (Punkten (6')) zusammen- 
fallen. 

4. Unterdeterminänten aus den Koeffizienten der Gleichungen 
dreier Ebenen oder Funkte. Da die Identität (7) mit den vier 
Gleichungen: 
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(8) 



gleichbedeutend ist^ so folgt: 

Die drei Ebenen (6) haben 
immer dann und nur dann eine 
Gerade gemein, wenn: 



(9) 



a. 



a 



^ 



h 
h 



't 



a 



8 



d, 

^2 

do 



= 0. 



K\ + ^2*2 + ^8^8 ""0, 

Aldi 4- Agdg + Ajrfs =^ f^^ 

Die drei Pu/nkte (6') iie^rcw immer 
da/nn und nwr dann in einer Ge- 
raden, wenn: 



(9-) 



a. 



a 



2 



6i' 
6.' 



'8 



C^l 



d^' 



t 1 



= 0. 



Das Verschwinden der Matrix bedeutet dabei das Verschwinden aller 
ihrer dreireihigen Unterdeterminanten (Anm. 1, HI, (25)), die wir in der 
folgenden Weise bezeichnen ("vgl. § 51, 5 zu (14)): 



(10) 



' 


h 


Cl 


d. 


A, 


h 


Cj 


d. 




h 


«8 


d» 




«1 


Cl 


d^ 


5,= 


Aj 


Cj 


d. 




«J 


<;» 


d» 




«1 


6l 


dt 


C,-- 


«» 


h 


d. 




»S 


K 


d» 




«1 


h 


h 


A- 


«* 


h 


^ 


k 


«s 


h 


Cs 



Die Ächsenkoordinaten q^^ der 
gemeinsamen Geraden der drei 
Ebenen (6) sind die zweireihigen 
Unterdeterminanten der Matrix (9); 



(10-) { 



' 


w 


c/ 


d( 


ä: — 


w 


<^,' 


dt 




V 


< 


d; 




< 




dt 


A' = 


< 




d,' 




«»' 


< 


d,' 




< 


«»/ 


dt 


c: — 


Oj' 


V 


d,' 




»»' 


6s' 


dz 




< 


^' 


< 


d;=. 


«»' 


V 


Ci' 


k 


«»' 


V 


c»' 



Die Strahlenkoordinaten pj^^ der 
gemeinsamen Geraden der drei 
Punkte (6') sind die zweireihigen 
Unterdeterminanten der Matrix (9'); 



und zwar die aus der ersten und zweiten Zeile gebildeten ünter- 
determinanten (5); (5') oder die aus zwei andern Zeilen gebildeten, 
die jenen proportional sind (Anm. 1, II, (7); III, (22)). 



Wenn die dreireihigen Unter- 
determinanten (10) nicht alle ver- 
schwinden, haben die drei Ebenen (6) 
einen bestimmten Schnittpunkt mit 
den Koordinaten (Anm. 2, III, (14)): 

(11) X :y : z : t = A^i B^: C^: D^. 



Wenn die dreireihigen Unterde- 
terminanten (10') nicht ciUe ver- 
schwinden, haben die drei Punkte (6') 
eine bestimmte Verbindungsebene mit 
den Koordinaten: 

(ll') u:v:wis-=A^\B^vC^:D^, 
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Die jetzt nicht mehr proportionalen zweireihigen ünterdetermi- 
nanten der drei Zeilenkombinationen der Matrix (9) (oder (9')) sind 
die Ächsenkoordinatm der drei vom Punkte (11) ausgehenden SckniU- 
linien der drei Ebenen (6) (oder die Strdhlenkoordinaten der drei in 
der Ebene (11') liegenden Verbindungslinien der drei Punkte (6')). 

5. Die Determinante aus den Koeffiaienten der Gtleiohungen 
von vier Ebenen oder Punkten. Aus § 47, 8 folgen die beiden Sätze: 



(12) 



Die vier Ebenen: 

X^^a^x+b^y-^c^g+d^t^Oy 
X^==a^x+b^y-\-c^z+d^t^Oy 
X^^a^x+\y+<^z+d^t=-0, 
X^=-a^x-{-b^y-\-c^z+dJ=^0, 

gehen immer dawn und nur dann 
dtifnrch einen Punkt, wenn die De- 
terminante der Koeffizienten: 



(12-) 



(13) D = 



(1^ 



h 



d. 



a, 



a 



'2 



'2 



2 



a. 



a> 



h ^ ^1 



^4 



8 



d. 



verschwindet. 

Die Koordinaten des Schnitt- 
punktes sind (Anm. 2, ni, (12)): 

xiyizit^A^iBj^zC^iDj^y 

=» -Ajj : Jj^ : O2 : -t/j, 

= -A3 : -Ö3 : O3 : X/3, 

^A^:B^^.C^: B^. 



(14) 



Die vier Punkte: 

' TJi^a^u+h^v-\'C^W'\'d^s^j 
U^=a^u + b^'v + Cj'w +d^'s^, 
Ü^=a^u + b^v + c^w +d^s=^, 
ü^= a^u +b^v+ c^w +d^s =0 

liegen immer dann und nur dann 
in einer Ebene, wenn die Determi- 
nante der Koeffizienten: 



(13') 7)' = 



< 


\' 


c,' 


d. 


«/ 


w 


< 


d,' 


<h' 


w 


V 


< 


< 


V 


c: 


d: 



verschwindet. 

Die Koordinaten der Verbin- 
dungsebene sind: 

'u:v:w:s=^ A^ : JB^' : G^ : D^', 

— -0-2 . -L>2 . yy^ • •'^2 } 

= -^3 : x>3 : O3 : 1)^ , 



(14') 



WO die großen Dachstaben die bei verschwindendem D reihenweise pro- 
portionalen TJnterdeterminamten der gleichnamigen Eletnente der Deter- 
minante Dy bezüglich D\ bedeuten (Anm. 1, III, (21)). 

6. Identität zwischen den Gleichungen von vier Ebenen oder 
vier Punkten. Wenn 2) = ist, können andererseits aus den Glei- 
chungen (Anm. 2, III, (11)). 

l^a^ + ^a^ + A3a3 + A^a^ =- 0, l^b^ + k^\ + ^363 + A464 = 0, 

+ ^(^2 + h^s + ^4^4 = 0, X^di + k^d^ + ^3^3 + X^d^ = 0, 

vier nicht sämtlich verschwindende Größen A^, l^, A3, X^ bestimmt 
werden. Daher folgt aus § 51, 6 weiter:®^) 



<'^) it: 
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Die vier Ebenen (12) gehen 
immer dann und nur dann durch 
einen Punkt, wenn eine Identität 
von der Form besteht: 

(16) k,X,+k,X,+X,X,+X^X^^O. 



Die vier Punkte (12') liegen 
immer dann und nur dann in einer 
Ebene, wenn eine Identität von der 
Form besteht: 

(16') k,U,+X,U,+k^U,+k,U^^O: 



In dieser verschwindet nach §51^3 keiner der Faktoren A^, k^, 
Ag, A4, wenn nicht drei von den vier Ebenen eine Gerade gemein haben. 
Bei gegebenen Koeffizienten mit verschwindender Determinante D 
haben die Aj, Aj, Aj, A4 in (16) die Werte (Anm. 2, III, (14)): 

- Ci : C^ : Cs:C^^D^:D^:D^:D^. 

7. Das Tetraeder aus vier Ebenen oder vier Punkten. Wenn 
die Determinante D in (13) nicht verschwindet, so bestimmen die 
vier Ebenen (12) ein Tetraeder. Die alsdann nicht mehr proportio- 
nalen Unterdeterminanten (14) bestimmen nach (11) die Koordinaten 
der vier Ecken des Tetraeders, nämlich: 



(17) 



^8 • ä^S • ^8 • ^8 



.Ag : x>2 : Og : JJ^y 

-^8 • -^8 • ^8 • -^ZJ 

A^:B^:C^:D^, 



Daher ist das von den vier Ebenen (12) bestimmte Tetraeder identisch 
mit dem von den vier Punkten (12') bestimmten Tetraeder y wenn in der 
Bezeichnung von § 51, 6 zu (14) für i = 1, 2, 3, 4: 

(18) a; = ^„ b;^B,, c;^G,, d;^D, 

und damit (Anm. 1, III, (8); (7)): 

(18') A;^D^a^, b:^d\, c;^d%, D:^D^dr, d'^dk 

Die zweireihigen ünterdeterminanten der sechs Zeilenkombinationen 
der Determinanten D und D' sind die Achsenkoordinaten und Strählen- 
koordinaten der sechs Kanten des Tetraeders. Beispielsweise hat die 
Schnittkante der Seitenflächen Xj = und Xg =» und die mit ihr 
identische Verbindungslinie der Ecken U^=^0 und U^ = nach (5); (5') 
die folgenden Achsenkoordinaten g^^ und Strahlenkoordinaten pj^^x 



(19) 



1 

9i3- 


b, Ci 

feg Cj 


1 


^1 <^1 

C^ «2 


, 9ii- 


«1 fei 
»2 h 


> 


a^ dl 

% ^2 


y ?24 


fei rfi 


» ^84 


q dl 

^2 ^2 



(19') 
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Pm 


B, C, 
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A A 
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(22) 



worauf (Anm. 1, III, (9)) in der Tat (§ 48, (10)): 

(20) ^28 • fei • Qu • Qu ' QiA ' Qu '^ Pia • Pii • Pu • Pis • Pu • P12 • 

8. Identität zwischen den Gleichungen von fünf Ebenen und 
fünf Punkten. Zwischen den linken Seiten der Gleichungen von fünf 
Ebenen oder fünf Punkten besteht immer eine Identität von der Form: 

(21) . X,X, + k,X, + X,X, + k^X^+l,X,^0. - 
(210 ^iU^ + ^ü, + X,U, + X^L\ + X,U,--0. 

Denn eine solche ist gleichbedeutekid mit den vier Gleichungen: 

Aitti + A^a^ + AjÄg + A^a^ + k^a^ = 0, 

A^q + AgCg + AgCj + A4C4 + A5C5 = 0, 
Ai^i + Agdg + Agdg + A^d^ + X^d^ = 0, 

denen durch fünf nicht sämtlich verschwindende Größen genügt werden 
kann. Es ist keine dieser Größen Null, wenn keine vier von den 
fünf Ebenen durch einen Punkt gehen. 

9. Unendlich ferne SchnittUnie von zwei oder drei Ebenen. 
Die Schnittlinie der beiden getrennten Ebenen (1) ist unendlich fern, 
wenn entweder beide parallel sind (a^ : ft^ : q = ag : &2 • ^2) ^^®^ ^^® 
eine von ihnen die unendlich ferne Ebene ist (a^ = 0, 63 = 0, c^ = 0). 

In der Tat ist dann in (5): q^^ =» 0, ^gi = ^f Qu = ^ (vgl- § ^^f (3))- 
Die Verbindungslinie der beiden Punkte (1') ist unendlich fern, wenn 
beide Punkte unendlich fem sind (d^ = 0, d^ = 0). In der Tat ist 
dann in (5'): pj^ = 0, ^24 = 0, Pu = 0. 

Wenn die drei Ebenen (6) unter der Bedingung (7) oder (9) eine 
gemeinsame Schnittlinie haben, so kann diese unendlich fern werden, 

wenn die drei Ebenen parallel sind (a^ : 6^ : c^ = «g • '^2 • ^2 ^ ^8 ' ^s • ^8) 
oder zwei parallel sind und die dritte die unendlich ferne Ebene ist 

(«1 : &i : q = aa : 62 • ^2? <^s = 0, 63 = 0, c^ = 0). 

10. Unendlich ferner Schnittpunkt von drei oder vier Ebenen. 
Wenn die drei Ebenen (6) einen bestimmten Schnittpunkt (11) haben, 
so wird dieser für Z)^ = unendlich fem. Dies tritt ein, wenn die 
Ebenen ein dreiseitiges Prisma bilden oder wenn zwei parallel und 
die dritte eine ihnen nicht parallele endliche Ebene ist oder eine die 
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unendlich ferne £bene ist und die beiden andern endlich und nicht 
parallel sind. 

Vier Ebenen mit unendlich fernem gemeinsamen Punkt bilden 
ein vierseitiges Prisma oder eine ist unendlich fem und drei bilden 
ein dreiseitiges Prisma (vgl. § 24, 9). 



§ 52. Perspektive Lage von Ebenenbüschel, Punktreihe 

und Strahlbuschel. 

1. Begriff der Perspektiven Besiehung von Ebenenbüsoliel und 
Punktreihe. Ein Ebenenbüschel und eine Gerade Qy die nicht durch 
die Achse q des ersteren hindurchgeht, werden durch ihre gegen- 
seitige Lage perspektiv aufeinander bezogen (vgl. § 5, 1), indem jede 
Ebene Ay B, JT, . . . , FI des Büschels die Gerade in einem bestimmten 
Punkte Ay JBy C, . . .y P schneidet, und umgekehrt jeder Punkt der 





Fi». »84. 

Geraden mit der Achse q eine Ebene des Büschels bestimmt. Die Be- 
ziehung zwischen den Ebenen 77 und den Punkten P ist wechselseitig 
eindeutig; 11 und P heißen entsprechende Elemente (Fig. 284). 

Der zu der Geraden g parallelen Ebene Sl des Büschels entspricht 
der unendlich ferne Punkt der Geraden. 

2. Gleichung der zu einem Ebenenbüschel Perspektiven Funkt- 

reihe. Es seien: 

« 

X^ = Ä^x + B,y + C^z + A = 0, 

die Grundebenen F^ und Fj eines Ebenenbüschels: 
(2) X,-iiX, = 0. 



(1) 
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Hier hat der Parameter ft der laufenden Ebene J7 nach §42,(16) 
die Bedeutung: 

(3) ft-^'i, Xt^eXA'TW+C?, «* sign.A, » = 1,2, 

und ist: 

/'A\ 1 siBriJT 

Es sei femer (Fig. 285) nach § 43, 1: 

(5) x^x^ + al^, y-=yo + ßh si^h + ?l 

eine Gerade g mit dem Anfangspunkt P^ = x^, y^, ;8r^^, den Richtungs- 
kosinus a, ^, y und dem Parameter |. 

Setzt man die Werte (5) in die Gleichung (2) ein, so ergibt sich 
für den Parameter | des Schnittpunktes P der Geraden (5) mit der 
laufenden Ebene (2) die Gleichung: 

(6) {XiO + (A«+^ii9+C,y)6}-^{X,^ + (^a + 5,i3+(7,y)g}==0. 

Für die Parameter der Schnittpunkte G^ und G^ mit den Grund- 
ebenen (1) ist insbesondere: 

<7) X^^ + {A^a + B^ß+C^y)l^O, Z,o + (J^a + 5,/3 + C,y)|«0. 

Die Gleichung (6) stellt aber nach § 9, (4) in laufendem Parameter ft 
^ine Punktreihe mit den Grundpunkten (7) dar, welche hier das 
JEbenenbüschel (2) auf der Geraden (5) ausschneidet. 

3, Beziehung der einüBbohen TeiluugBverh&ltnisse« Für die Punkt- 
reihe (6) hat der Parameter fi des laufenden Punktes P nach § 9, (5) 
•die Bedeutung: 

Setzt man hier den Wert (3) von (i ein, so folgt mit Rücksicht auf 
§41,(5) und §35,(1): 

wenn n^ und n^ die positiven Normalen der Ebenen (1) sind. 

Zwischen dem einfachen Teüungsverhaltnis des laufenden Punktes 
P der Punktreihe in hezug auf die beiden Grundpunkte G^ und G^ und 
dem der entsprechenden Ebene 11 in bezug auf die beiden Ghrundebenen 
Fj und Tj besteht daher die Beziehung: 

^Qv sin r^n cos n^g G^P 

^ ^ sin Tg fl cos n, g G^ P 

4. Beziehung der Doppelverhältnisse. Sind nun 77, Fq irgend 
zwei Ebenen des Büschels und P, Gq die entsprechenden Punkte, so 
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ist nach (9), da der Faktor cosnj^g : cosn^^g nur von der Lage der 
Geraden g gegen die beiden Grandebenen abhängt: 

Bin r , n ^ sin r, T q ^ GiP ^ G,G^ 

oder mit der in § 4, (6) für die Doppel Verhältnisse eingeführten Ab- 
kürzung: 

(10) (r,r,nr,)^{G,G,PG,). 

Da diese Gleichung bei festgehaltenen T^, F^, Fq und G^, G^, G^ 
identisch in TI und P gilt, so folgt nach § 6, 10 allgemein für vier 
Ebenen und Punkte:*^) 

(11) (n,n,n,n^^{P,P,p,p,). 

Liegen ein Ebenenbüschel und eine Punktreihe perspektivy so ist 
das Doppelverhältnis von vier Ebenen 11^, ü^^ /Zg, 11^ des Büschels 
stets gleich dem der vier entsprechenden Punkte P^, Pj, Pj, P^. 

5. Andere Darstellung der zu einem Büschel perspektivea 
Punktreihe.®*) Sind: 

Xi « u^x + v^y + w^z + Sj^ty 

\ X^ = u^x + v^y + w^£i + s^t, 

die Gleichungen der Grundebenen eines Büschels, so ist nach § 47, 11: 
(13) ^ X,-iiX,=^0 

die Gleichung der laufenden Ebene des Büschels. 

Ist nun eine Gerade, die nicht durch die Achse des Büschels (13) 
geht, durch die beiden Gleichungen (§48, 1): 

^4^ + v^y + ^^z + sj = 

gegeben, so sind nach § 47, (lö') die Gleichungen ihrer Schnittpunkte 
mit den Ebenen (12) in laufenden Ebenenkoordinaten w, v, Wy s: 



(12) 



(14) 



(15) U, = 
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V 
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«1 


«s 
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= 0, 



c/,= 



u 



Uc 



v w 



V 



8 



w 



8 



Wo V, 



u, 



V, 



w^ 



Wj 



^2 

^3 
5. 



«0 



und ihres Schnittpunktes mit (13): 

u V w 



u^ — 11U2 ^1 — /i' y» w^ — fiu'2 s^ — 11S2 



S 
S, 



Wg 



^3 



w. 



w, 



= 



§ 52, Ö-8. 269 

oder mit deii Abkürzungen (15): 

(16) ü,-iiU,^0, 

Eine zu dem Büschel (13) Perspektive PunJctreihe hat somit die 
Gleichung (16); eine Ebene des Büschels und ein BunTd der IteihCy die 
einander entsprechen, hohen in beiden Gleichungen denselben Para- 
meter fi. 

Daher besteht nach §42,(27) und §46,(13) auch zwischen den 
Doppel Verhältnissen entsprechender Elemente die Gleichheit (11), 

6. Zwei Funktreihen in perspektiver Lage eu einem Ebenen- 
büsohel. Liegen zwei Punktreihen zu demselben Ebeneubtischel per- 
spektiv, so werden sie selbst perspektiv aufeinander bezogen, indem 
entsprechende Punkte beider Punktreihen in derselben Ebene des 
Büschels liegen. Aus (11) folgt dann: 

Liegen zwei Punktreihen zu demselben Ebenenbüschel perspektiv^ so 
ist das DöppdverhMtnis von vier Punkten P,. der einen stets gleich dem 
der vier entsprechenden Punkte P/ der andern (vgl. § 5, 9); 

<i7) • iP(P,p,p,) = (p,'p,'F,'p,y 

Sind die beiden Punktreihen parallel, so sind nach (9) schon die 
einfachen Teilungsverhältnisse entsprechender Punkte gleich: 

(18) P^^^^' 

7. Zwei SSbenenbüsehel in perspekUver La^e zu einer Funkt- 
reihe. Liegen zwei Ebenenbüschel zu derselben Punktreihe perspek- 
tiv, so werden sie selbst perspektiv aufeinander be- 
zogen, indem entsprechende Ebenen durch denselben 
Punkt der Reihe gehen. Aus (11) folgt: 

Liegen zwei Ebenenbüschel zu derselben Punktreihe 
perspektiv, so ist das Doppdverhältnis von vier Ebenen U^ ^, 
des einen stets gleich dem der vier entsprechenden Ebenen 
77/ des andern: 

(19) {n^n^n,n,)^{n^n,'n;n:\ 

8. Begriff der Perspektiven Beziehung vonEbenen- 
bÜBchel und Strahlbüschel. Ein Ebenenbüschel wird Fig. 286. 
von einer beliebigen, nicht durch seine Achse gehenden 

Ebene in einem Strahlbüschel geschnitten, dessen Scheitelpunkt S auf 
.der Achse q des Ebenanbüsoh^ls liegt. Beide Büschel sind perspektiv 
aufeinander bezogen ^ indem jede Ebene Ay B^ . . ., FI des ersteren 
einen Strahl a,by.,.,p des letzteren bestimmt und umgekehrt (Fig. 286). 



{V — — 



270 § 52, 9—10. 

Die Beziehung zwischeo den Ebenen 77 und den Strahlen p ist um- 
kehrbar eindeutig. 

9» Gleichung des su einem Ebenenbüsohel Perspektiven Strähl- 
büsohelA. Es sei nach § 40^ (19): 

(20) a;-a:o + aJ + a,i?, y-yo + A6 + A^, ^-^o + ri^ + nv 
die Parameterdarstellung einer Ebene, in der ein ebenes Koordinaten* 
System mit dem Anfangspunkt i^o "^ ^o? ^o? ^o ^^^ ^^^ Achsen ^^^^cc^, 
ß^^ Yi und iri'^ a^y ß^, y^ angenommen ist. Setzt man die Werte (20) 
in die Gleichung (2) ein, so ergibt sich für den Durchschnitt der 
Ebene (20) mit dem Ebenenbüschel (2) die Gleichung (vgl. (6)): 

(21) Äi - i^S^ » 0, 
wo zur Abkürzung gesetzt ist: 

Die Gleichung (21) stellt aber nach § 18, (7) ein Strahlbüschel 
mit den Grundsirahlen S'^ ^ und S^^O und dem Parameter /i dar» 
Jeder Strahl des Strahlbüschels hat denselben Parameter /i wie die 
entsprechende Ebene des Ebenenbüschels (2). Daher sind nach 
§ 18, (25) und § 42, (27) auch die Doppelverhältnisse entsprechender 
Elemente gleich: 

Liegen ein Ebenenbüschel und ein Strahlbüschel perspektiv, so ist 
das Doppdverhiütnis von vier Ebenen 11^ des ersteren gleich dem DoppeJr 
Verhältnis der vier entsprechenden Sirahlen p^ des letzteren: 

(23) (77, 77, 77, 77,) = (p,p,p,p,\ 

10. Zweite Darstellnng des sn einem Ebenenbüsohel Perspek- 
tiven Strahlbüschels. ^') Die Ebenen eines Ebenenbüschels und die 
Strahlen eines Perspektiven Strahlbüschels (Fig. 286) können wir 
als Bestandteile eines Bündels ansehen. 

Seien nun: 

(24) Xj = ttio: + v^y + f^i^f = 0, X, = u^x + v^y + w,^ = 

die Gleichungen der Grundebenen eines Ebenenbüschels im Bündel, so 
ist nach § 49, (27): 

(25) Xi-ftX, = 

die Gleichung der laufenden Ebene des Büschels. 

Ist nun eine beliebige nicht dem Büschel angehorige Ebene des 

Bündels: 

(26) H^x + v^y -f tc^B = 0, 



§ 62, 11. 
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so sind die Schnittlinien derselben mit den Ebenen (24) in laufenden 
Ebenenkoordinaten w, v, w im Bündel nach § 49, (8'): 



(27) U, 



u 



u. 



V 



V, 



w, 







w 






u 


V 


w 


Wl 


-0, 


ü,^ 


u. 


»2 


m;, 


«"o 






«0 


«0 


M'o 



0, 



und ist die Schnittlinie der Ebene (26) mit der Ebene (25): 
u V w 



(28) 



Ui — [IU^ Vi—ftV^ 



u. 



Vi 



w. 



Wi 



liw^ 



= ül — ft 1^2 = 0. 



Ein zu dem Ebenenbüschel (25) perspektiver Sirahlbüschd hcU so* 
mit die Gleichu/ng (28); eine Ebene und ein Strahl, die einander ent- 
sprechen, haben denselben Parameter ft. 

Daher sind nach § 49, (20) und (28) auch die Doppelverhältnisse 
entsprechender Elemente gleich, so daß wieder der Satz (23) folgt. 

11. Gleichungen eines Strahlbüschels im Baume. 



(29) 



Sind (Fig. 287 a): 

X^=^u^x+Viy+WiZ+s{t=0, 



die Gleichungen der Grundebenen 
r^ und Tg eines Ebenenbüschels, 




Yig. 287 a. 



und ist Pq = Xq, y^i^^y ^o ®^^ ^^^ 
Bestimmung der Einheitsebene F^ 
gegebener Punkt, so ist nach § 47, 
(23) die Gleichung des Büschels: 



Sind (Fig. 287 b): 



(290 ^ 



U^^x^u+y^v+ü^w+tyS^O^ 



U^^x^u+y^v+e^W+t^s^O 



die Gleichungen der Grundpunkte 
G^ und Gg einer Punktreihe, und 




Fig. 287 b. 



ist TZq = «*Q, t;^, w'q, s^ eine zur Be- 
stimmung des Einheitspunktes G^ 
gegebene Ebene, so ist nach § 47^ 
(230 ^^® Gleichung der Punktreihe: 
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§ 62, 12. 



^i 



X, 



wo der Parameter (i der laufenden 
Ebene U das Doppelverhältnis: 

bedeutet. Dies ist aber nach (23) 
zugleich das Doppelverhältnis der 
vier Strahlen g^y g^, jp, g^^ in denen 
eine beliebige Ebene: 

(30) X^ux + vy + wz + st=^0 






f^üh-O, 



wo der Parameter fi des laufenden 
Punktes P das Doppel Verhältnis: 

bedeutet. Dies ist aber nach § 5, (3) 
zugleich das Doppelverhältnis der 
vier Strahlen g^, g^jP, g^j die einen 
beliebigen Punkt: 

(30') U^xu + yv + zw + ts^O 

die Ebenen Fl, Fg, 11, Fq des Ebenen- mit den Punkten G^^G^, P, Gq der 
büschels schneidet. Punktreihe verbinden. 

Daher stellen die beiden Glei- Daher steilen die beiden Glei- 
chungen : j chungen : 



(31) 



x/ 



^ 



x/ 



0. 



X = I (31') ^'ö - /i -^i, - 0, ü=0 



in laufenden Punkfkoordinaten x, 
y, z, t den StraMbüschd im Baume 
dar, und zwar bedeutet der Para- 
meter /i das Doppelverhältnis des 
laufenden Strahles p zu den beiden 
Grundstrahlen g^ , g^ und dem Ein- 
heitsstrahl g^: 

(32) n = {g^g^pg^). 



in laufenden Ebenenkoordinaten % 
Vy Wj s den Strahlbüschd im Baume 
dar, und bedeutet der Parameter ^ 
das Doppelverhältnis des laufenden 
Strahles p zu den beiden Grund- 
strahlen g^, g^ und dem Einheits- 
strahl g^: 

(32-) /* - {ffx9tP9,)- 



12. Farameterdarstellung der Eloordinaten der Strahlen eines 
Strahlbüschels. Sind gj^^ und g^^^ die Achsenkoordinaten der Grrund- 
strahlen X^ = 0, X = und Z^ =- 0, X = des Strahlbüschels: 

X,-^X,=,0, X = 0, 

wo wir gegenüber (31) den Faktor X^ : X^ in /i aufnehmen (vgl. 
§ 47, (25)), so sind die Achsenkoordinaten qj^^ des laufenden Strahles p 
nach § 48, 6 die Unterdeterminanten der Matrix: 



also: 



u V 



Q2S 



V w 



II w 



2 



w^- 


-(IW^ s^ 


f*^2 




w 




s 


7 




w 


^ 


Vj u 

V u 





USW. 



JDa aber Xj == 0, X = und X^ = 0, X = die Grundstrahlen des 
3üBchels sind, so folgt: 




§ 53, 1. 
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Sind gJ.Y ^^ Qu ^^ Achsen- 
Jcoordinaten der Grundstrahlen eines 
^trahlbüschels im Räume, so sind: 

(33) q,,= q[': - M?: 

die Achsenkoordinaten des laufen- 
den Strahles, 



Sind p^^l und p^^l die Strahlen- 
koordinaien der Grundstrahlen eines 
Strahlbüschels im RoMmey so sind: 

(33-) 

die Stralüenkoordinaten des laufen- 
den Strahles. 



Pki-Pn-l^Pu 



Hier bedeutet fi das multiplimerte Teilungsverhältnis des laufenden 
Strahles gegen die beiden Grundstrahlen,^) 

Die Formeln (33') geben, wenn die Grundstrahlen die Verbin- 
dungslinien des Punktes Xq^ y^, z^, 1 mit den Punkten a^, &i, c,, 
und a^yb^, c^, sind, also ihre Strahlenkoordinaten p^^l und />j^^/ die 
Werte: 

^2^0 ^y^J ^2*^0 ^2^0? ^iVo ^2*^0? ^2? ^2? ^2 



haben, und — ^ = y :x gesetzt wird, die Formeln § 50, (18)^ 



§ 53. Gleichungen und Perspektive Lage von Bündeln und Feldern, 
1. Gleichungen des Ebenenbündels and Funktfeldes im Baume. 



Drei Ebenen fi, Tg, Ts, durch 
die der Mittelpunkt eines Ebenen- 
bündels gegeben ist, heißen die 
Grundebenen des Bündels. Ihre 
Gleichungen seien in laufenden 
Punktkoordinaten x, y, z, t: 

X^ = a^x-\- b^y-\-c^z + d^t = Oy 

(1) X^^ a^x+b^y + c^ss + d^t = 0, 

X3 = a^x+ b^y + c^z + d^t^ 0. 

Dann folgt unmittelbar aus §51, 6: 



Drei Punkte G^, Gr^yGr^y durch 
die die Ebene eines Punktfeldes 
gegeben ist, heißen die Grund- 
punkte des Feldes. Ihre Gleichungen 
seien in laufenden Ebenenkoordi- 
naten w, V, w, sx ' 

[ Ü^^A^u +B^v + C^tv +D^ 5=0, 

Ü^^A^u +B2V+ C^w H-Dg s = 0, 

U^=AqU + B^v-\- C^w -fDg s == 0. 



(10 



Die Gleichung :^^^) 

(2) ^1X1 -f-fi2^2 -1-/13X3 = 

stellt bei wechselnden Werten der 
Paramster fij, /ttg, ^^ die einzelnen 
Ebenen des Ebenenbündels in laufen- 
den Punktkoordinaten x, y, z, t dar. 



Die Gleichung: 

(2-) f^,U, + fi,U, + (i,U, = 

stellt bei wechselnden Werten der 
Parameter ^^, ftg? f*8 ^^^ einzelnen 
Punkte des Punktfeldes in laufen- 
den Ebenenkoordinaten UjV,w,s dar. 



Von den Parametern kommen nur die Verhältnisse ft^ : ^^2 * l^z ^^ 
Betracht (vgl. § 47, (25j und (25')). 

Staude, analyt. G-eometrie. 18 
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§ 63, 2—8. 



2. Parameterdarstellung der Elemente des Ebenenbündels und^ 
Funktfeldes. Derselbe Satz kann nach § 47^ 3 auch so ausgesprochen 
werden, wobei wir u^, v-^ w^, 5^; x^, y^, z^, t^ für a,., i^, c,., rf^; A^^ 
B^y C^, D^ schreiben: 



Sind u^, v^J w^, s^ (i = 1, 2, 3) 
die Koordinaten der drei Grund- 



Sind Xi, y^, z^, t^ (i = 1, 2, 3> 
die Koordinaten der drei Grund- 



ebenen eines BündelSy so sind die Ko- punkte eines Punktfeldes, so sind 
ordinaten der laufenden Ebene in der ' die Koordinaten des laufenden Punk- 



Form darstellbar :^^^) 

W = fl^W\ + U2W2 + (IfilV^f 



(3) 



tes in der Farm darstellbar: 

y^i^iVi +f*22/2 +Hyzj 

Z^ll^Z^ +f*2^2 +it*8^8' 



(3') 



(vgl. § 47, (26) und (26')). Die Formeln (3) enthalten, wenn die 
Grundebenen w, v, WyS^ 1, 0, 0, — x^i, 0, 1, 0, — y^; 0, 0, 1, — z^ sind^ 
den Sonderfall § 50, (10); die Formeln (3'), wenn die Grundpunkte 

^? y, ^? ^'=' «u hy <^u 0; «2; *2? ^2? 0; iPo, yo? ^0; 1 sind, den Sonder- 
fall § 50 (8). 

3. Gleichungen des Strahlbündels und Strahlfeldes. 



Der durch die drei Grundebe- 
nen (1) bestimmte Punkt ist zu- 
gleich der Träger eines Strahl- 
bündels. Die Schnittlinien: 

der drei Ebenen (1) sollen als 
Grundstrahlen des Strahlbündels 
bezeichnet werden. 



Die durch die drei Grundpunkte 
(1') bestimmte Ebene ist zugleich 
Trägerin eines Strahlfeldes. Die 
Verbindungslinien : 

gi^G^G^y ^2 = 0^8^1' 

9i = G^i Ö2 

der drei Punkte (1') sollen als 
Grundstrdhlen des Strahlfeldes be- 
zeichnet werden. 



Ein gegebener Strahl q des Strahlbündels bestimmt zwei Ebenen 
(vgl. §51, (7)): 
(4) Vi X3 — 1/3 Xi = 0, 1/2X1 — i/j X2 = 0, 

die ihn mit den Kanten y^ oder X3 = 0, X^ = und y^ oder 
X^ = 0, Xg = verbinden; ist nämlich Xq, y^, z^, t^ ein Punkt des 
Strahles g, so hat man die Verhältnisse der Parameter v^, i/g, 1/3 der 
Gleichungen (4) aus: 

zu ermitteln. Umgekehrt bestimmen zwei Ebenen (4) mit gegebenen 



§ 53, 4. 
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Werten von v^:v^: Vg einen Strahl q des Bündels als ihren Durch- 
schnitt (vgl. § 43, (5)). Wir nehmen noch eine dritte Ebene: 

(5) 1/3X2 — ^2X3 = 

hinzu, die nach § 51, (7) durch die Schnittlinie der Ebenen (4) geht, 
da identisch: 

Es geschieht dies nicht bloß der Symmetrie wegen, sondern auch zur 
notwendigen Ergänzung der Gleichungen (4) im Falle i/^ = 0. Mit 
Hinzufügung des dualen Satzes können wir also sagen: 

Die Gleichungen: \ Die Gleichungen: 

(6) Xj : Xg : X^^v^iv^: v^ (6') Ü^:U^\U^^ Vy^ : v^ : 7-3 

stelle^i hei wechselnden Werten der 
Parameter i/j, v^y r^ die einzelnen 
Strahlen des Strahlbündels in laufen- 
den PunMkoordinaien x,y, z, t dar, 

\dar. 

4. Die Farameterdarscellnng der Elemente des Strahlbündels 
oder Strahlfeldes. Die Achsenkoordinaten der Grundstrahlen y^, y^t Yz 
des Strahlbündels sind nach § 51, (5): 



stellen hei wechselnden Werten der 
Parameter Vj, i/g, v^ die einzelnen 
Strahlen des Strahlfeldes in laufen- 
den Ebenenkoordinaten w, v, w^, s 



Q'ä = 






«2 
c. 



Q'^ = 



^8 



'8 



2?8* = 



h 



'S ^3 

die des Strahles (4) ebenso: 

^1*3 - ^8*1 ^1^3 — ^'3^1 

In gleicher Weise folgt allgemein: ^*^^) 
Sind g[^/, qflj qfl die Ächsefi-\ Sind pf], p^^l, p^^l die Strahlen- 



fe = 



= ^iC^i^^V + V292S + ^B^fD y ' 



koordinaten der drei Grundstrahlen 
Yi7 ?2T Yb9 ^^s Strahlbündels, so 
sind die Achsenkoordinaten des 
laufenden Strahles des Bündels: 

(7) 2u=v,q^^l + ^'^€l+^z€l- 



koordinaten der drei Grundstrahlen 
9if 9if 9z ^"^es Strahlfeldes, so sind 
die Strahlenkoordinaten des laufen- 
den Strahles des Feldes: 



Die Formeln (7) geben, wenn die drei Grundstrahlen die Schnitt- 
linien der drei Ebenen t*, t?, «<;, 5 = 1, 0, 0, — Xq] 0, 1, 0, — y^; 
0, 0, 1, — Zq sind, also ihre Achsenkoordinaten gj^^/, g[^j, qfl die Werte: 

1, 0, 0, 0, - Zq, yo5 0, 1, 0, Zq, 0, — 0:0; 0, 0, 1, - y^, x^, 

haben, und v^ = x, v^ — y, v^ = z' gesetzt wird, die Formeln § 50, (11. 

18* 
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§ 6a, 5—6. 



Die Formeln (7') geben, wenn die drei Grundstrahlen die Ver- 
bindungeilinien der drei Punkte x, y, Zy t^a^y \, c^, 0; ag^ fe^yC^, 0; 
x^y y^y Zq, 1 sind, also ihre Strahlenkoordinaten p^Vif p^^l, pf^ die 
Werte:. 

^2^0 ^2^0» ^2^0 ^2^0? ^2^0 ^2^0? ^27 ^if ^2? 

h^c^ — b^c^, c^a^ — c^a^y a^h^ — a^\y 0, 0, 

haben, und i/^ == u\ v^^ — Vy v^ = s gesetzt wird, die Formeln § 50, (9). 

5. Begriff der perspektlTen Lage von Bündel und Feld. Wird 
ein Bündel von. Ebenen und Strahlen von einer nicht durch seinen 
Mittelpunkt gehenden Ebene geschnitten, so wird das von der Ebene 
getragene Feld von Strahlen und Punkten yyperspektiv^^ auf das Bündel 
bezogen und umgekehrt '(vgl. § 5, 1; § 52, 1). 

Jeder Ebene des- Bündels entspricht, der mit ihr vereinigt liegende 
Strahl des Feldes, jedem Strahl des Bündels der mit ihm vereinigt 
liegende Punkt des Feldes und umgekehrt. 

6. Analytischer Ausdruck der perBpektiv^n Besiehuug* Pas 

Bündel mit dem Scheitel S und den örundebenen F^, Fg, Fg werde 

von einer beliebigen Ebene 27, die nicht durch S geht und die 

Gleichung: 

(8) X^=^a^x + \y + c^z + d^t=0 

hat, geschnitten (Fig. 288). 

Verstehen wir unter A^y Bi, C^, D^ (i = 1, 2, 3, 4), wie in § 51, 5, 

die ünterdeterminanten der Determinante 2) der -Koeffizienten in (1) 

und (8), so haben die drei Punkte 6?^, 
(rg, 6rg, in denen die Kanten y^, y^, y^ 
(Fig. 288) die Ebene 2: treffen, nach 
§ 51, 7 gerade die Gleichungen (1'). 

Die drei Grundpunkte G^y G^y G^ 
des Feldes 27 liegen also mit den drei 
Grundstrahlen ^/j,, y^, y^ des Bündels 
und daher auch die drei Grundstrahlen 

9ij 927 9z j ^®s Feldes mit den drei 
Grundebenen F^, Fg, Fg des Bündels 
vereinigt. 
Die Koordinaten tf, i?, Wy s einer durch ihre Parameter fi^y ftg, fi^ 
gegebenen Ebene (2) des Bündels sind wie in (3): 




Fig. 288. 



(9) 



§ 54, 1. 27T 

Durch Addition der mit A^y B^j C^, D^ joder ^g? -^2? ^2> -^2 
oder J.3, -äg, Cg, Dg multiplizierten Gleichung^ (9) folgt nun mit 
Rücksicht auf (1') (Anm. 1, III, {17)>: . \ 

E/l=Dfil, Ü2=p^iy Ü^^^Dfl^, 

Die Koordinaten der Ebene (11,^^,11^ des Bündels genügen also den 
Gleichungen : 

J7i : J7g : üg = fii : |Ü2 • l^s; 

die Ebene geht daher immer dann und nur dann durch den Strahl (6'), 

wenn: 

(10) fii :/*2 -f^a^ ''1 : ^2-^'3- 

Ebenso gilt die dualö Betrachtung, also: 

Sind die Ebenen und Strahlen ein^s Bündels bezüglich durch die 
Gleichufhgen: 

(11), fii Xi + fig ^2 + 1^8 ^8 = 0, (12) Xi : Xg : Xg = v^ iv^iv^ 

in PunktJcoordinaten Xj y, ^, t gegeben, so sind die Sirahlen und Bunki^ 
eines perspeMiven Feldes entsprechend durch die.^ Gleichungen:. . . 

(13) ü,:U,.:ü,^ji,;ii2'l^z (14) r,U,A: v.:Ui+y,U'^._^.p 

in Eben^lwordinaten li, v, w, s dargestellt. • ■ 

Zu gleichen Werten der Parameter fi^ : /tig : /Ug gehören entsprechend^ 
Ebenen des Bündels und Strahlen des Feldes, zu gleichen Werten der 
Parameter v^ : v^ : f ^ entsprechende Strahlen des Bündels und Punkte 
des Feldes (vgl. §62,, (13) und (16); (25) und (28)). 

Bei vereinigter Lage des Koordinatendreiecks der , unendlich 
fernen Ebene in § 49, 2; 4 und des Koordinatendreikants des Bündeis 
in § 49, 5; 6 haben auch dort perspeJctiv entsprechende Elemente der 
unendlich fernen Ebene und des Bündels gleiche und gleichbe- 
zeichnete Parameter (Koordinaten) x, y, z für Punkte und Strahlen 
und Uy V, w für Strahlen und Ebenen.^^) 

§ 54. Die Transversalensätze für die ränmllclie Ecke. 

1. Analytische Bestimmung der Ecke. Die Richtungskosinus 
der drei gerichteten Kanten e^, e^, e^, einer Ecke (eines Dreiflachs 
oder Dreikants), deren Scheitel der Anfangspunkt des rechtwinkligen 
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§ 5^, '^^ 



Koordinatensystems Oxye ist, seien in bezug auf dieses a^, h^, c^; 
o,, 62, Cg; 0^3, feg, Cs (Fig. 281i> 

Die Gleichungen der Kanten sind dann nach § 49, 9 in laufen* 
den Ebenenkoordinaten u, v, w im Bündel, und zwar in der Normal- 
form: 

iV^ = a^u + \v + c^w = 0, 
t/2 = agw + l^v -f Cjti? =* 0, 
C/3 «-» ttjt^ + h^v + Cgw; =* 0. 

Die Gleichungen der Seitenflächen E^, Eg, E3, der Ecke sind 
dann nach § 49 , (8) in laufenden Strahlenkoordinaten x, ffy z im 

Bändel: 




(2) 



X, = A^x + B^y + C,z - 0, 
X3 == Aj^x + B.^y + a^z = 0, 



M<> 



Fig 2S9. 



WO unter -4^, £|, . . . , C^ die Unterdeter- 
minante der nicht verschwindenden Deter- 
minante der Koeffizienten a^, &i; • . •, Cj 
y zu verstehen sind (§ 47, (17)). 

Um die inneren und äußeren Win- 
kelräume zwischen den Seitenflächen (2) 
zu bestimmen, geben wir einen im Inneren der räumlichen Ecke liegen- 
den Strahl x\ y\ z (Fig. 289). Die diesen Strahl enthaltenden Winkel- 
räume zwischen zwei Ebenen (2) sollen als äußere im Sinne von 
§ 49, 16 gelten (vgl. § 25, 1). 

Danach setzen wir zur Abkürzung (vgl. § 49, (28); (29)) mit 
i = l,2, 3: 

(3) K. = a,Vjf^%^ + 6V, e,^^ sign. {A,x' + B,y + C^z'). 

2. Transversalebenen und Teilstrahlen. Die Gleichungen dreier 

Transversalebenen T^, Tg, Tg 'Fig. 290a), welche die Winkel der 

Ebenen E^, Eg, E3 in den Sinus Verhältnissen A^, Ag, X^ teilen, «so daß: 

sinJEgTi _ sinEgT^ _ , sinEiTj 

sin E3 Ti ^^ ' 



^^' sinE,T3 ^^' 



^^ sin E3 Ti ~ '"1 ' sin E^ T^ 

lauten nach §49, (27); (28) in laufenden Strahlenkoordinaten rr, y, £?: 
(5) Xg - iüjlX, = 0, X3 — /[ig Xi -= , Xi — fijXg ^ 0. 
Hierin ist: 

(P) ^l ^ J^ Kj ^2 ^ J '"2? ^S ^ j^ ^8* 

S X m • 

Die Gleichungen dreier Teilstrahlen ^j, ^g, fg, (Fig. 290 b), welche 



§ 54, 3. 
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die Winkel der gerichteten Kanten e^, e^, e^ in den Sinusverhältnissen 
^i; ^} h teilen, so daß: 

.-V sme^t^ _ . sin e^ fg _ - sin ^i t^ ^ , 

'^^^ sin 6,*i ~ ^' sin e, t^ ~ 2» sin e^t^ ^^' 

sind nach § 49, (17) in laufenden Ebenenkoordinaten w, v, te?, im 

Bündel: 

(8) U,-k,ü,^0, 173-^2^^1 = 0, Ti-AgCTj^O. 





^A^i 



Fig. 290 a. 



Fig. 290 b. 



3. Bedingungen für drei Transversalebenen durch einen Strahl 
und drei Teilstrahlen in einer Ebene. Wenn die drei Transversal- 
ebenen (5) alle durch einen Strahl jOq = Xq, «/q, Zq gehen, so haben die 
Parameter /tt^, ^^2» f*a ^^® Werte: 

(9) ^i = X,«:X/, (i, => X,'» : X,\ fi,^X,'>:X,\ 

WO Xj®, Xg®, X3® die für den Strahl |)q gebildeten Ausdrücke Xj, Xg, X3 
sind. Daher ist (vgl. (6)) : 

(10) f*if*2^8 = -^i'^2^8 = 1- 

Ist umgekehrt bei gegebenen ft^, ^3, ^3 die Bedingung (10) erfüllt, 
so kann man (vgl. § 25, 4) fi^, [12, ftg durch drei Konstanten X^®, Xg®, Xg^ 
in der Form (9) darstellen; gleichzeitig gibt es stets einen bestimmten 
Strahl Xq, y^y z^, der den Gleichungen: 

(11) A,x, + B,y, + C,z^^QX,^ 

mit einem Proportionalitätsfaktor q genügt und daher auch den mit 
den Parametern (9) gebildeten Gleichungen (5). Die drei Ebenen (5) 
gehen daher alle durch diesen Strahl. 

In entsprechender Weise ergibt sich der duale Satz, wobei die 
Normalform der Gleichungen (1) nicht mehr wesentlich ist. Denn 
haben diese nicht die Normalform, so treten in (8) für die drei Para- 
meter Aj, Ag, Ag drei neue Parameter ft^, fi^, /L1.3 ein, die sich, wie in 
(6), von Ai, Ag, A3 nur um konstante Faktoren von der Form K2 : K^y 
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JEj': Zi', jBl/: K^ unterscheiden (vgl. § 49, (20)), also auf das Produkt, 
wie in (10), ohne Einfluß sind. 

4. Die Transversalensätze. Wir sprechen daher das gefundene 
Resultat also aus (vgl. § 25, 5): 



(12) 



I. Die drei Transversalebenm: 
Xjj-'/iiXg^O, Xg— ^2X1=0, 

des DreiflacJis X^ = 0, Xg = 0, 
X3 = gehen immer dann und 
nur dann durch einen Strahl, wenn: 

(13) fiifi2fi3 = l. 

IL Die drei Transversalebenen 
(12) gehen immer dann und nur 
dann durch einen Strahl p^y wenn 

die Parameter ^j, ^3^ i^s ^^^^ ^^^ 
Verhältnissen dreier Konstanten 
X^\ X^\ X3O in der Weise: 



/ii = 






^2 = 



X3« 



x/ 



(14) 

abhängen. Zwischen diesen Kon- 
stanten und den Koordinaten Xq^ 




(120 { 



1/ Die drei Teilstrahlen: 

des Dreikants f^i = 0, T/g = 0, 
ZJg = liegen immer dann und 
nur dann in einer Ebene, wenn: 

(13'). f*if*2f*8 = l- 

ir. Die drei Teilstrahlen (12') 
liegen immer dann und nur dann 
in einer Ebene Uq, wenn die Para- 
meter fi^, jLtg, f^s von den Verhält- 
nissen dreier Konstanten U^ , JJ^, 
TJ^ in der Weise: 



(140 






U ^ 



f*2 "" [7 ; 



abhängen. Zwischen diesen Kon- 
stanten und den Koordinaten Wq, Vq, 



Fig. 291a. 




Fig. 291b. 



y^y ^0 des Strahles Pq bestehen die Wq, der Ebene Uq bestehen die Be- 

B^ziehungen (i= 1, 2, 3) : Ziehungen (i = 1, 2, 3): 

(15) A^x^ + B^y^ + C^Zq = q X^» (15') ^t^-Wo + b^v^ + c,w^ == p?7,«. 

Endlich unabhängig vom Koordinatensystem:®*) 



§ 54, 5—6. 
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. III. Drei TransversalebenenT^yT 2 f lU'. Drei Teilstrahlen t^y t^y i^ 
Tg der Ecke Ej, Ej, Eg (Fig. 291a) i der Ecke e^, e^, e^ (Fig.291b) Z%e« 
gehen immer dann und nur dann \ immer dann und nur dann in einer 
durch einen Strahl p^, wenn: \ Ebene 77q, wenn: 

sin E, Ti sin Eg T, sin E^ T, ^ - 



(16) 



/■ig/\ 8in«8*i sin gg ^8 . sine^ f^ ^ . 
^ ^ sin e^ t^ sin e^ t^ sin e^ t^ 



sin E, Tj sin E^ T, sin Eg Tg 

5. Die Halbierungsebenen und Halbierungslinien der Winkel 
der Fläohen und Kanten. Die Halbierungsebenen der inneren Flächen- 
Winkel der raumlichen Ecke, der äußeren Halbierungsebenen im Sinne 
von § 54, 1, entsprechen den Werten 1^ = 1, Ag — l, ^3=1, die der 
äußeren Flachen winkel der Ecke den Werten A^ == — 1, A^ = — 1, 
As = - 1 in (4) (vgl. § 25, 6). Daher folgt aus (16): 

Die HaJhierufhgsebenen der drei inneren Flächenwinkel, ferner die 
Halbierungsebenen zweier äußeren und des dritten inneren Flächenwinkd^ 
schneiden sich jedesmal in einer Geraden. 

Die inneren Halbierungslinien der Kantenwinkel entsprechen nach 
§ 35, 4 den Werten A/==--l, A2' = — 1, l^' =— 1, die äußeren den 
Werten k^ = 1,^3' = 1, A3' = 1 des Teilungsverhältnisses in (7). Da- 
her folgt aus (16'): . 

Die Halbierungslinien der drei äußeren Kantenwinkel, ferner die 
Halbierungslinien zweier äußeren und des dritten inneren Kantenwinkels 
liegen jedesmal in einer Ebene. 

6. Übergang auf das sphärische Dreieck. Wenn um den Scheitel 
der Ecke eine Kugel beschrieben wird (Fig. 292), so wird diese von 
den Seitenflächen der Ecke in größten 
Kreisen E^, Eg, Eg und von den Kanten 
der Ecke in je zwei diametralen Punkten 

^17 ^'5 ^2 7 ^2 5 ^8? ^3 geschnitten. Den 
Transvei-salebenen T^, Tg, T3 entsprechen 
größte „Transversalkreise", die bezüglich 
durch die Punkte e^ und e^', e^ und e^', 
e^ und ^3' gehen; den Teilstrahlen t^, t^, 
^ entsprechen je zwei diametrale Teil- 
punkte t^, t^\ t^, ^2'; ^3' ^'• 

Unter der Bedingung (16) gehen 
die Transversalkreise T^, Tg, T3 je alle 
drei durch zwei diametrale Punkte; unter 
der Bedingung (16') liegen die Teilpunktpaare t^, ^Z; ^2; V? hi^z ^'^ 
auf einem größten Kreise. 

Insbesondere gehen nach § 54, 6 die drei größten Kreise, welche 




Fig. 292. 
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§ 64, 7—8. 




Fig. 293. 



die drei inneren oder zwei äußere und den dritten inneren Winkel eines 
sphärischen Dreiecks halbieren, jedesmal durch zwei diametrale Funkte, 

Nennen wir ferner Außenseite (Kom- 
plement) ^iner ^eiiee^e^ des sphärischen 
Dreiecks e^e^e^ den Bogen e^e^ oder 
63^2' (Fig. 292), der die Seite zu einem 
Halbkreis ergänzt^ so folgt aus § 54^ 5 : 
Die Halbierungspunkte dreier Außen- 
seiten eines sphärischen Dreiecks sowie 
die HaJbierungspunkte zweier Seiten und 
der dritten Außenseite liegen jedesmal 
in einem größten Kreise, 

7. Übergang von den Transversalebenen auf die Teilstrahlen. 

Die durch die Kante e^ gehende Transversalebene: 

(Tj in Fig. 293) schneidet die Gegenfläche: 

in einem Strahle ^j, der nach § 49, (8') die Gleichung hat: 

u V tv 

A^ + ^1 A^ JBg + /[ii J?3 C^ + ii^C^ =0 

i A A c, 

oder (Anm. 1,11,(5)) mit Benutzung der Abkürzungen (1): 

In gleicher Weise folgt allgemein: 

Die Transversalebenen: ^ Die Teilstrahlen: 

X, + , .3X3 = ^ ^ 1 U, + (i,ü,^0 



(17) I 



schneiden die Gegenflächen in den 
Strahlen: 



(18) 






werden mit den Gegenkanten durch 
die Ebenen verbunden: 



(18-) 



3 ^j 1 ' 



i^'l 



^8 



x.=o. 



8. Zweite Form der Transversalensätze« 
Die drei Ebenen (18') gehen \ Die drei Strahlen (18) liegen 



§ 6^t 9. 
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nach §54, 4 II durch einen Strahl nach § 54, 4 11' in einer Ebene, 



Po 



(19) 



wenn: 
1 
1^1 



I 



wenn: 



1 



1 _ 

X,o 






(19') 






u; 



1 



1 

f. ~ 

CT/ 



■0.» 



0. 



? 



Wir erhalten daher die Sätze: 

IV. Die Verbindungsebenen der 
Teilstrahlen: 



(20) { 



IV'. Die Schnittlinien der Trans- 
versalebenen: 



(20') 



(Xg+ziiZg-O, X8+/i2Xi=0, 



l 



Xi +^8^ "=^0 



mit defi Gegenkanten gehen alle durch mit den Gegenflächen liegen alle in 
eilten Strahl, wenn die Parameter i einer Ebene, wenn die Parameter 
P'ii ^2y 1^3 ^^^ ^^^^ Konstanten X^", jii, ^2, fi^ von drei Konstanten U^y 
X/, X3« in der Weise (19) ab- ; f/^^ üj« in der Weise (19') at- 



(21) 



hängen. 

Die Koordinaten a?o, i/q, -2?^ des 
gemeinsamen Strahles j)q stehen mit 
diesen Eonstanten in der Beziehung: 

% =* X, ^, o. . 

Nach (19) ist ^ift^P'^s ^ ^7 
während die negativen Parameter 
Ton (20), wie A^, A^y A3 in §54, 2 die 
Bedeutung (7) haben. Daher folgt 
wie in § 54, 3: 

V. Die Verbindungsebenenl^yl^j 
Tg dreier Teilstrahlen t^, t^, t^ der 
Ecke mit den Gegenkanten e^y e^, e^ 
gehen durch einen Strahl immer dann 
und nur dann, wenn: 

sin gj *i sin e^ t^ 

sin «1^2 

= - 1. 



(21') { 



(22) 



■ ■ - " • 

sin «j *j 
sin 61 *g 



hängen. 

Die Koordinaten Uqj Vq, Wq der 
gemeinsamen Ebene stehen mit den 
Konstanten in der Beziehung: 

a^ü^ + biVQ + c^Wq - Q U^y 

i « 1, 2, 3. 

Nach (19') ist ^iii^fi^ = 1, 
während die negativen Parameter 
von (20'), wie in § 54, 2 , die Be- 
deutung (6); (4) haben. Daher 
folgt wie in § 54, 3: 

V^. Die Schnittlinien t^yt^yt^ dreier 
Transversalebenen T^, T^, Tg der 
Edce mit den Gegenflächen Ej, Eg, Eg 
liegen in einer Ebene immer dann 
und nur dann, wenn: 

sin Eg Ti sin E, T^ 

(22') 



sinEjTi sinEjTj 



sinEjTj 



sin e, t^ 
9. Harmonikaiebene und narmonikalBtrahl. 

Sei Po = ^Qy y^y 0Q, ein gegebe- 1 Sei 11q ^Uq,Vq,Wq eine gegebene 
ner Strahl. Sind dann: Ebene. Sind dann: 
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23) I 



Xj — /tj Xg — 



(230 



{ 






die Gleichungen seiner Verbin- die Gleichungen ihrer Schnittlinien 

dungsebenen T^, Tg, T3 mit den t^^, t^, t^ mit den Seitenflächen der 

Kanten der Ecke, so ist nach Ecke, so ist nach § 54, 4, 11': 
§ 54, 4, II: 



(24) 



wo: 



(^1 












'*** X,"' 



(240 



wo: 



/*i = 



tr.» 



CT." 



.«2=^ 



0." 



u^ 



0» 



/*3 == 






(25) X,o = ^,^0 + J^iVo + Ci^o' (250 ü,'' = «i^o + &i^o + ^.-«^o- 

Die vierten harmonischen Ebe- 1 Die vierten harmonischen Sträh- 
nen Tj', T2', T3' durch die Kanten , len t^', t^^ t^ in den Seitenflächen 
hi ^2> ^ bezüglich zu E^, E3, T^, ;Ei, Ej, Ej bezüglich zu €<^, e^, t^ 
zu Eg, El, Tg, zu El, Eg, Tg sind zu ßg, e^, ^, zu e^, e^, t^ sind nach 
nach § 49, (28) (vgl. § 42, (29)): , § 49, (20): 



(26) 



( Xj+^iXg=0, Xg+|[AgXi=0, 



i 



^1 + .«8 ^« = 0. 



(26 



■>{ 



f^i + f'» C^« =^ 0- 



I 

Damit die Schnittlinien t^^ t^\ t^' 
dieser drei Ebenen T^', Tg', Tg' mit 
den Gegenflächen Ej, Eg, Eg in 
einer Ebene 11^ = Mq, Uq, Wq liegen. 



Damit die Verbindungsebenen 
Ti', Tg', Tg' diesen drei Strahlen t^\ 
t^'y Aj' mit den Gegenkanten e^y e^, e^ 
durch einen Strahl Pq =^ Xq, y^, z^ 
müssen nach § 54, 4, IV' die Para- gehen, müssen nach § 54, 4, IV 
meter i^i^/u.g, fig von drei Konstan- ! die Parameter /^i, jttg, i^^ ^^^ ^^^^ 
ten ü^\ U^^y ügO in der Weise ab- j Konstanten X^^, Xg», Xg« in der 



hängen: 



(27) 



^1 



77 y 



f^2 = 



Ell 



^3— f7^o 



Weise abhängen: 

_ X/ 

(27') 



(h 



X 






und zugleich für die Ebene Wq, i;^, 
w;q die Gleichungen (21') bestehen. 

Das erstere ist nach (24) der 



Fall: man hat nur: 



(28) 



f[/i« = 



x/' 



TTO ^ 






^» "" X, 

und zugleich für den Punkt Xq, y^,. 
Zq die Gleichungen (21) bestehen. 

Das erstere ist nach (24') der 
Fall; man hat nur: 

1 

1 



I (280 



(^1 







Y -— 



1 

CT/ ' 



X ^ — - 

8 — U^o 



§ Ö4, 10. 
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zu nehmen. Setzt raan aber diese' 
Werte der Konstanten U^^ in die 
Gleichungen (21') ein, so erhält man: 

(29) a.u^ + h^v^ + c^Wq = q -^,' 



zu nehmen. Setzt man aber diese 
Werte der Eonstanten X,^ in die 
Gleichungen (21) ein, so erhält man: 

(29') ä,Xq + B^yQ + Ci^Q = Q -jj. 



und durch Auflösen mit einem Proportionalitätsfaktor 6: 



(30') 



■ 

ff«o — 


x/ 


1 "^ 




o%- 


x;» 


1 ■^» 

' X," 




0iVQ = 




^ X," 


^ X," 



(30) 



a. 



IT ? 



az = -^ I- -^*- 4- -^^- 



Verbindet man einen gegebenen \ Schneidet man eine gegebene 
Strahl Pq mit den drei Kanten e^ , I Ebene Uq mit den drei Seitenflächen 
e^y e^ der Ecke durch die Ebenen^^E^^E^yE^ einer Ecke in den Strah- 
T^, T2, Tg und konstruiert an jeder \lent^,t^,t^ und konstruiert in jeder 



Kante die vierte harmonische Ebene 
Ti', Tg', Tg', so schneiden diese die 
Gegenflächen in drei Strahlen t^y 



Seitenfläche den vierten harmoni- 
schen Strahl t^ , t^ , t^y so gehen die 
Verbindungsebenen T/, Tg', Tg' die- 



t^y t^y die in einer Ebene liegen, ■ ser Strahlen mit den Gegenkanten 

durch einen StraM Pq. 



Diese mittels (30) durch Pq — 
Xq, yQy Zq bestimmte Ebcue Üq heißt 



Dieser mittels (30') durch 77^ = 
u^y v^y Wq bestimmte Strahl 2>o heißt 



die Harnionikalebene des Strahles p^. \ der Harmonikaistrahl der Ebene IIq. 

10. Die Reziprozität von Harmonikalebene nnd Harmonikal- 
strahl. Da die beiden Gleichungssysteme (29) und (29') mit Rück- 
sicht auf (25) und (25') miteinander identisch sind, und je den Strahl 
Pq = Xq, y^y 0Q und die Ebene Wq, Vq, Wq wechselseitig eindeutig durch- 
einander ausdrücken^ sa folgt, daß die Hatmo'nikalebene Uq eines be- 
liebigen Strahles p^ diesen ^Is^ Harmonikajstralil und der Harmpnikal- 
strahl Pq einer beliebigen Ebene IIq diese- als Harmonikalebene hat. 

Je ein Strahl und eine Ebene des Bündds entsprechen sich als 
Harmonikalstrahl und Harmonikalebene in bezug auf eine Ecke wechsel- 
seitig eindeutig (vgl. § 26, 2). 

Zwischen den Koordinaten x^y y^y Zq und Wq, t;Q, Wq beider be- 
stehen nach (29) und (29') die Gleichungen: 

\*^^J -^1 • -^2 • -^3 u ^ ' U ^ ' U ^ ' 

X 2 O 

Auch ergibt sich durch Addition der mit Xy 1/, z multiplizierten 
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Gleichungen (30) und durch Addition der mit u, v, w multiplizierten 
Gleichungen (30') bezüglich: 

Die Gleichung der Harmoniltal- 
ebene des StraJdes Xq^ y^, Sq lautet 
in laufenden StrahlenJcoordinnten x, 
y, z im Bündel: 



(32) 






^/ 



Die Gleichung des Harmonikal- 
Strahles der Ebene Uq, Vq, iVq lautet 
in laufenden Ebenenkoordinaten Uy. 
I?, w im Bündel: 



(32') 



^V 






§ 55. Transversalebenen des Tetraeders. 

1. Gleichungen der Seitenflächen und Ecken des Tetraeders. 

Die Gleichungen der vier Ebenen E^, Eg, E3, E4 und der Ecken E^^ 
E^, -Bg, E^ eines Tetraeders seien in laufenden Punktkoordinaten Xy 
y, Zy t und laufenden Ebenenkoordinaten u, v, w, s bezüglich (vgl. 

§ 51, 7): 

{X^^ a^x + \y + c^z -\- d^t^O, \ i L\^A^u+B^v+C^w+D^s^Oy 
X^^a^x + b^y+ c^z + d.J = 0, 1 U2=Ä^u+B^v+C\w+D^s==^0y 

X^=^a^x -r\y+c^z + d^t==0, U^=Ä^u+B^v+C^tv+D^s=Oy 

\ U^=- Ä^u + B^v + C^w +D^s = 0. 



(1) 



S "'S" 

l X4 = a^x + b^y + c^z + dj; = 0. 



Die Kanten des Tetraeders seien mit: 



(2) EjXE, = £„, E,i:, = e,„ Äi = 23, 31, 12, 14,24, 34 

benannt; e^^^ und £^,. sind Gegenkanten; jede Kante ist doppelt be- 
zeichnet £33 = ^14, usw. Der Koordinatenanfangspunkt liege im Innern 
des Tetraeders, und nach ihm seien die Seitenflächen gerichtet (vgl. 
§ 41, 1). Es sei ferner zur Abkürzung gesetzt: 

(3) k, = £, Väf+b,^+ cfy «i = - sign, d,^, i = 1, 2, 3, 4. 

3. Transversalebenen und Teilpunkte. 

Sechs beliebige durch die sechs 1 Sechs beliebige auf den sechs 
Kanten £,^^ gelegte Trans versalebe- 1 Kanten e^^,. angenommene Teilpunkte 
nen T;^^. mögen die Winkel der ge- ! jT^^ mögen die Strecken der Punkte 

Ej, und E, im Streckenverhältnis 



richteten Ebenen E^ und E,- im 
Sinusverhältnis Xj^^ teilen, so daß: 

(4) ^^^^k,,. 

Die Gleichungen der sechs Trans- 
versalebenen lauten nach § 42, (15): 



kj^. teilen, so daß: 



(4') 



^h^hi 



= x 



hi' 



Die Gleichungen der sechs Teil- 



punkte lauten nach § 46, (3): 



§ 66, a— 4. 
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(5) 



wo: 
(6) 



^1— /*lÄ = ö; ^2~.W24X4 = 0, 

II. » -*- ; 



(5') 



wo: 

(6') 



u,- 


-ftf$£^8 = 


=0, 


Us- 


-Hi^i- 


=0, 




U^- 


ft» 


U»' 


= 0, 




f/l- 


-(inÜ^= 


=0, 


u,- 


-HiUi= 


=0, 




u,- 


-.«M 


u,- 


= 0, 






ft*«- 




'*-hi 


• 





x.^ 



3. Notwendige und hinreioliende Bedingung für sechs Trans» 
Tersalebenen durch einen Punkt. Wenn die sechs Transversalebenen 
(5) alle durch einen Punkt Po ==^ ^o> ^o; ^o? ^o gehen, so muß: 

sein, wo X^ und X^^ die für den Punkt P^ gebildeten Ausdrücke 
X^, X^ in (1) sind. Es hängen also die sechs Parameter der (Jleichungen 
(5) in der Weise; 

von den Verhältnissen der vier durch Pq bestimmten Konstanten X/ ab» 
Wenn umgekehrt die Parameter der Gleichungen (5) von vier be- 
liebig gegebenen Konstanten X/ in der Weise (7) abhängen, so werden 
diese Gleichungen sämtlich durch einen Punkt JP^ erfüllt, dessen Koordi- 
naten x^j y^, z^y t^ mit den gegebenen Konstanten in der Beziehung 
stehen * 

(8) ■ a,x^ + \y, + c,z,+d^t, = QX^\ Ä = l,2,3,4, 

unter q einen Proportionalitätsfaktor verstanden. Durch die Glei- 
chungen (8) ist aber der Punkt P^ immer eindeutig bestimmt (Anm.. 
2,111,2), da wie in §51,7 die Determinante der Koeffizienten von 
Null verschieden ist. 

1* Die Transversalensätze.^) Indem wir den dualen Satz hin- 
zufügen, erhalten wir das Resultat (vgl. §25, 6II;ir): 

I. Die sechs Transversalebenen: 

(9) X,-.u,,X, = 

durch die Kanten des Tetraeders 
X;^ = gehen immer dann und nur 
dann durch einen Funkt Pq, wenn 
die sechs Parameter /i^,. von den 
Verhältnissen von vier Konstanten 
X^ in der Weise abhängen: 

(10) .«»i=5o°. 



r. Die sechs Teilpunkte: 
(9') U,-ii,,U,^0 

auf den Kanten des Tetraeders C/,^ == 
liegen immer dann und nur dann 
in einer Ebene Uq, wenn die sechs 
Parameter jti^^ von den Verhältnissen 
von vier Konstanten Ufl^ in der Weise 
abhängen: 

(10') 



Ui.- = 
r'ht 



0.» • 
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Die vier Konstanten stehen mit\ Die vier Konstanten stehen mit 
den Koordinaten rr^, y^, Zq, tQ des den Koordinaten Uq, Vq, Wq, Sq der 



Punktes Pq in der Beziehung: 



Ebene II ^ in der Beziehung: 



^ M -qX^ ä== 1,2,3,4. '^ ^\ ^Qiro, Ä«l,2,3,4 

Setzen wir nun: 
(12) Xo = k,p„ (12') U<>^D„q„ 

SO geht aus (10), (10') mit Rücksicht auf (6), (6') hervor: 

03) A,,= J; (130 Ki-f- 

Umgekehrt folgt aus (13) vermöge (12) und (6) wieder (10). Wir 

können daher die vorigen Sätze auch so aussprechen (vgl. § 25, 5, III; III'): 

n. Legi man durch die sechs \ 11'. Wählt man auf den seclis 



Kanten SJ^^ des Tetraeders der vier 
Ebenen E^ sechs Transversalebenen 



Kanten Cj^^ des Tetraeders der vier 
Punkte Ef^ sechs TeUpunkte Tj^^, so 



^hiJ ^^ gehen diese immer dann und \ liegen diese immer dann und nur 
nur dann durch einen Punkt Pq, \ dann auf einer Ebene TTq, tvenn die 



sechs Teilungsverhältnisse, nach denen 
sie die Kantenlängen teilen, von den 
Verhältnissen von vier Konstanten 
qj^ in der Weise abhängen: 



wenn die sechs TeilungsverhältnissCy 
nach denen sie die Flächenwinkel 
des Tetraeders teilen, von den Ver- 
hältnissen von vier Konstanten pj^ 
in d(?r Weise abhängen: 

\^V ^^i - sin E,T,, ~ p, • ' ^^^ > ^^^ " EJ,, - 2, ' 

Die Konstanten pj^ oder qj^ in (12), (12') bedeuten nach § 41, (6) 
und § 45, (15) im wesentlichen die Abstände des Punktes Pq von den 
Ebenen (1) oder der Ebene IIq von den Ecken (1'). 

5. Halbiemngsebenen der Fläohenwinkel und Halbiemngs- 
punkte der Kanten. Für die Halbierungsebenen der inneren Flächen- 
winkel des Tetraeders (bei der in § 55, 1 über gemachten Voraus- 
setzung der „äußeren" im Sinne von § 42, 6) ist kj^^ = 1, so daß 
die Bedingung (14) mit pj = 1; i>2 ^ 1> Ih == 1? ^4 === 1 erfüllt ist: 

Die Halbierungsebenen der sechs inneren Flächenwinkel des Tetra- 
eders gellen alle durch einen Punkt. 

Ebenso wird mit p^ = 1^ l^« = 1? i^s ^^ 1; 2^4 = ~~ 1 • ^28 "^ 1? ^si ^ ^y 
Ai2 = 1, Ai4 = — 1, ^24 = — 1, A34 = — 1, und folgt aus II: 

Die Halbierungsebenen der drei inneren Winkel dreier Seitenflächen 
E^, Eg, Eg und die drei Halbierungsebenen der drei Außenwinkel an 
der vierten Seitenfläche E^ gehen alle durch einen Punkt. 



§ 55, 6—7. 
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Der duale Satz hierzu lautet: 

Die Ebene durch die Mittelpunkte dreier von einer Ecke E^ aus- 
gehenden Kanten ist der gegenüberliegenden SeitenfläcJie E^ parallel (vgl. 
§ 25, 6). 

6. Übergang von den Transversalebenen auf die Teilpunkte. 
Die durch die Kante s^s gehende Transversalebene: 

schneidet die Gegenkante: 

in einem Punkte, der nach § 47, (15') die Gleichung hat: 



u V w 



«2 + /*»8«S 


h + l*sA 


^2 ~r f^28^8 


^ + Ns^s 


»1 


h 


Cl 


d. 


«4 


h 


Ci 


d. 



«0. 



oder mit Benutzung der Abkürzungen (1'): 

^3 — /*23 f^2 =* 0. 

Im gleicher Weise folgt allgemein: 



Die Transversalebene: 

(15) X, + ^,,X, = 0, 

hi = 1, 2, 3, 4, schneidet die Gegen- 
kante in dem Punkte: 



(16) 



u.-—u. = o. 



il 



hi 



Die Verbindungsebene des Teil- 
punktes: 

(150 U, + ^,„ U, = 0, 

hi = 1, 2, 3, 4, 7nit der Gegenkante 
hat die Gleichung: 



(160 



K- 



H 



X = 0. 



7. Zweite Form der Transversalebenensätze. 

DiesechsEbenen(16')gehennach Die sechs Punkte (16) liegen 
§ 55, 4 I durch einen Punkt, wenn: nach § 55, 4 Y in einer Ebene, wenn: 



Hi 



Ä_ 



H^ 



Eh' 



Wir erhalten daher die Sätze (vgl. §25, 12): 



III. Die Verbindungsebenen der 
sechs Teilpunkte: 

(17) U, + fi,,U, = 

auf den Kanten e^^ mit den bezüg- 
lichen Gegenkanten £^,. gehen alle 
durch einen Punkt, wenn die sechs 

Staude, analyt. Oeonietrie. 



III'. Die Schnittpunkte der sechs 
Transversalebenen: 

(17') Z, + M«X,= 

durch die Kanten s^^^ mit den bezüg- 
lichen Gegenkanten Cj^^ liegen alle 
in einer Ebene, wenn die sechs Para- 

19 
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§ 56, 8. 



Farameter ^^^ von den Verhältnissen \ meter fi^^^ von den Verhältnissen von 



von vier Konstanten X^® in der Weise 



abhängen: 

(18) 



vier Konstanten V^ in der Weise 



Hi 



'Y 



(abhängen: 

(180 






Die Koordinaten des gemein- 1 Die Koordinaten der gemein- 
samen Punktes stehen wie in (11) samen Ebenen stehen wie in (11') 
mit den Konstanten in der Be- . mit den Konstanten in der Be- 
ziehung: Ziehung: 

(19) I "*** "^ **^' "^ ^*^" "*" ^"^^ '■' "'' ^ ^*"*' ^ ^**'° "*" ^***'* ^ ^**" 



= pXj», Ä = l,2.3,4. 



(19 



•'{ 



= pü,o, A = l,2,3,4. 



8. Harmonikalebene eines Punktes und Harmonikaipunkt einer 
Ebene (vgl. § 26, 1). 



Sei Po =- a?o? yo? ^o; ^0 ei^ ge- 
gebener Punkt. 

Sind dann: 
(20) Z,-^,,X,«0 

die Gleichungen seiner Verbindunga«^ 
ebenen mit den sechs Kanten SJ^^ 
des Tetraeders, so ist wie in § 55, 3: 

(21) 






Sei n^ = Wo, Vo, w^o? ^0 eine ge- 
gebene Ebene. 
Sind dann: 

(20') U,-(,,,V,^0 

die Gleichungen ihrer Schnittpunkte 
mit den sechs Kanten 6;^^ des Tetra- 
eders, so ist: 



wo die Konstanten X^ und U^ die Werte haben (h = 1, 2, 3, 4) : 



(22) X,o=a,a:o + ft^yo + c*^o + ^a^o- 

Die vierte harmonische Ebene 
zu den durch die Kante a^^ gehen- 
den drei: 

ist dann nach § 42, 11: 

(23) X,^i.,,X, = 0. 

Damit die Schnittpunkte der 
sechs Ebenen (23) mit den Gegen- 
kanten ej^i in einer Ebene TZq = Uq, 
t'o, Wq, Sq liegen, müssen nach IIF 
die Parameter ft^^ von vier Kon- 
stanten Uj^i in der Weise (18') ab- 
hängen, und zugleich zwischen 



(22-) U,=A,u,+B,v,+ C,w,+D,s,. 

Der vierte harmonische Punkt 
zu den auf der Kante e^^^ liegen- 
den drei: 

ist dann nach § 46, 5: 
(230 ü, + (i,, U, = 0. 

Damit die Verbindungsebenen 
der sechs Punkte (23') mit den 
Gegenkanten f^^. durch einen Punkt 

-Po = ^0? Vof ^0? ^0 gehen, müssen 
nach ni die Parameter |Lt^^ von vier 
Konstanten X/ in der Weise (18) 
abhängen, und zugleich zwischen 
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diesen und den Koordinaten u^, v^, 
Wq,Sq die Gleichungen (19') bestehen. 

Das erstere ist nach (21) der 
Fall; man hat nur: 

(24) £r;=^. 



ZU nehmen. Setzt man aber diese 
Werte der Eonstanten ?// in die 
Gleichungen (19') ein, so erhält man: 

(2o)A^/o+^a^o+Ca«^o+^a^o'==9-4o, . ^^ 

und durch Auflösung mit einem Proportionalfaktor 6 (Anm. 2, III, 2; 
1, m, (8)): 



diesen und den Koordinaten Xq, y^, 
iSqj t^f die Gleichungen (19) bestehen. 

Das erstere ist nach (21') der 
Fall; man hat nur: 

(240 X/ = }^, 

ZU nehmen. Setzt man aber diese 



Werte der Konstanten Xj^ in die 
Gleichungen (19) ein, so erhält man: 

; (25') af^^o+hyo+<^h^o+dk^-Q * -^ö 



a 



a. 



(26) 



«8 



^^0 — VO"h"YÖ"T T-O^i 



a. 



^1 



h 



(fVQ - ^\ + ^^0 + 






6Wt 



Cj . c, 



8 I "« I 






x/ 



■^ X/ "^ X,<^ "^ X/ ' 



(26') 



^/ _ -1 , _<*2 I J^» I ^^4 

o^o — x/" "^ Xj^ "^ X," "^ X/ 
tf^ = ^»- -I- -*- 4- ^ 4- -■^* 






<yyo - tj\ + u. 



Ss 



8 j_ _::i«- 4- -• 



^4 



1 I 8 I 8 I 4 

1 K/ _ A , A , 

''1 *-^« 






s , A 

I 



f// 



Verbindet man einen gegebenen 
Pmikt Tq mit den sechs Kanten Sj^^ 
durch die Ebenen J^^. und konstruiert 
in jedef Kante «^^ zu E;^, E^ und 
T^j die vierte Imrmonische Ebern 
T^^, so schneiden die Ebenen T,^', die 
Gegenkanten e^,. in sechs Funkten, 
die in einer Ebene Uq liegen. 

Diese Ebene, deren Koordinaten 
Mq, Vq, Wq, Sq durch die Koordinaten 
XQy y^f z^y t^ des Punktes P^ mittels 



Schneidet man eine gegebene 
Ebene Uq mit den sechs Kanten e^^ 
in den Tunkien T^^^ und konstruiert 
auf jeder Kante e^^^ zu Ej^y E^ und 
Tj^i den vierten harmonischen Punkt 
T^.y so gehen die VerbindungsSenen 
der Punkte T^^ mit den Gegenkanten 
Sj^i durch einen Punkt Pq. 

Dieser Punkt, dessen Koordinaten 
Xq^ y^, Zqj <q durch die Koordinaten 
Uq, Vq, Wq, Sq der Ebene Uq mittels 

19* 
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(26') und (22') eindeutig bestimmt 
sind^ heißt der HarmonikcHpufJä 
der Ebene Uq, 



(26) und (22) eindeutig bestimmt 
sind^ heißt die Harmomkalebene des 
Punktes P^,^) 

9. Die ResiproBität von Harmonikaiebene und Harmonikal- 
punkt. Da die beiden Gleichungssjsteme (25) und (25') mit Rück- 
sicht auf (22) und (22') miteinander identisch sind und den Punkt 
-Po "^ ^o> y^y ^07 ^0 "^^ di® Ebene JTq = Mq, Vq, w^j Sq wechselseitig ein- 
deutig durcheinander ausdrücken^ so folgt, daß die Harmonikaiebene 
eines beliebigen Punktes diesen als Harmonikaipunkt und der Har- 
monikalpunkt einer beliebigen Ebene diese als Harmonikaiebene hat. 

Je ein Punkt und eine Ebene des Baumes entsprechen sieh als 
Harmonikaipunkt und Harmonikaiebene in bezug auf ein Tetraeder wechsel- 
seitig eindeutig. 

Zwischen den Koordinaten oJq, y^, z^y t^ und u^, v^, Wq^ Sq beider 
bestehen nach (25) und (25') die Gleichungen: 

(97\ 7^0 TT . TT . TJO^ _\_ . }_ . Jl . . ^ . 

1 S 8 4 

Auch ergibt sich durch Addition der mit x, y, z, t multiplizierten 
Gleichungen (26) und durch Addition der mit Uj v, w, s multiplizierten 
Gleichungen (26') nach §47,3 bezüglich (vgl. §26,2): 



Die Gleichung der Harmonikal- 
ebene des Punktes Xq, y^, Zq, t^ lautet 
in laufenden Koordinaten x, y, 
z, t: 

(28) ^^*o + x} + x^^ + x;<> ^ ^' 



Die Gleichung des Hnrmonikal- 
purJctes der Ebene Mq, Vq, iVq, Sq 
lautet in laufenden Koordinaten w, 



Vy w, s: 



(2S1 ^' + -^*- + ^»- 4- -^ = 



VI. Kapitel 

Die Tetraederkoordinaten. 

§ 56. Zweiflachs- und Dreiflachs-(Dreikants-)Koordinaten. 

« 

1. Zweiflachakoordinaten im £benenbÜ8Chel als multiplisierte 
Sinusverh'altnisse. In Anschluß an § 7^ 6; 7 benutzen wir zur Be- 
stimmung der Ebene im Ebenenbüschel Zweiflachskoordinaten, die 
lediglich durch homogene Bezeichnung des bereits in § 42, 9; 10 be- 
nutzten Parameters (i entstehen (vgl. § 7, 5). 

Als Bestandteile des Koordinatensystems sind zuerst zwei feste 
Ebenen E^ und Eg, das Koordinatenzweiflach, und zwei Multiplikatoren 



§ 56, 2—3. 
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Xi und ^2 gegeben (Fig. 294). Unter Ziveiflachskoordinaten u^, u^ der 
Ebene TT verstehen wir dann zwei Zahlen, die sich verhalten, wie die 
mit x^y »2 multiplizierten Sinus der Winkel der Ebene Fl gegen die 
Ebenen E^ und Ej oder E^ und E^ (vgl. § 8, 2): 

(1) Wi : 1*2 = «2 sin E2 il : «1 sin E^ 77. 

Wie in § 42, 4 gilt hierbei als äußerer Winkelraum zwischen Ej 
and E2^, in dem das Verhältnis: 

(2) A = ^^ 

^ ^ 8inE,rr 

positiv ist, derjenige, der den Koordinateuanfangspunkt enthält. 

2. Zweiflaohskoordinaten im Ebenenbüsohel als Dpppelverhalt- 
nisse. Unabhängig von der Angabe von ist die zweite Definition. 

%z 







U..V-tL,,U^ 



JETig. 896. 



Als Bestandteile des Koordinatensystems sind zwei feste Ebenen 
El und Eg, das Koordinatenz weiflach, und eine Einheitsebene Eq im 
Büschel gegeben (Fig. 295). Unter Zweiflachkoordinaten u^, u^ \der 
Ebene TT verstehen wir dann zivei Zahlen u^, u^, deren Verhältnis gleich 
dem Doppelverhältnis :^) 

(3) .,:^^==(E,E2Eon)=|£|;|.^£|j; 

ist (§ 8, (4)). 

3. Beziehung zwischen gemeinen und Zweiflaohskoordinaten. 
Ist die jsr-Achse des Koordinatensystems Oxyz die Achse des Ebenen- 
büschels, so haben die Gleichungen der Ebenen E^ und Eg die Form 

(§40, (14); (15); Fig. 296): 

(4) Xi = a^x + &1I/ = 0, Xg = a^x + K^y = 0. 

Die Gleichung der Ebene TT des Büschels ist nach § 42, (15): 

(5) X,-uX, = 0, 
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WO (i das multiplizierte Teilungsverhältnis, also mit Rücksicht auf (1) 
etwa: 



(6) ,. = - 



ist. Die Koordinaten der Ebene (5) im Räume sind nach § 47^ 3: 

(7) u :v : w : s ^ a^ — [la^ : b^ — /ifcg : : 0; 

also ist für die gemeinen Koordinaten u, v im Büschel (vgl. § 49, 13) 
mit der Bezeichnung (6) von /t und mit einem Proportionalitätsfaktor q, 
bezüglich ö: 

(8) QU == a^Mi + a^tii) QV =* &iWi + ^2^2 
und umgekehrt: 

i9) 6u^ =» b^u — a^Vy (Jiu = — b^u + a^v. 

Die Zweiflachskoordinaten der Ebene sind daher bis auf eitlen 
Proportionaiitätsfaktor homogene lineare Funktionen der gemeinen Ko- 
ordinaten im Büschel und umgekehrt (vgl. § 7, 8). 

4. Dreiflaohskoordinaten der Ebene und des Strahles im Bündel 
als Parameter der Gleichungen. Wie in § 53, (1) seien: 

IX^ = a^x + h^y + c^^ + d{t = 0, 
Xg = a^x + b^y + c^z + d^t = 0, 
X3 = a^x + b^y + c^z + dg^ = 

die Gleichungen der drei Grundebenen Ej, Eg, E3 eines Bündels. Sie 
bilden ein Dreifktch {Dreikant) mit den Kanten «^ = E^ X Eg, f^ = EjX E^, 
£3 = El X Eg. Es sind dann, wie § 53, (2); (6): 

(11) ^1X^+11^X2 + ^fiX^ = I (IT) Xj^:X.^:X^=v^:r^:v^ 

die Gleichungen der laufenden Ebene und des laufenden Strahles im 
BündeL^öS) 



Wir verstehen nun unter Drei- 
flachskoordivhaten u^yU^j W3 der Ebene 
im Bündel drei Zahlen, die sich ver- 
halten wie die Parameter in der 
Gleichung (11) der Ebene j also: 

(12) u^ : u^ : u^ = /t^ : /[ig : .Uj. ' 



Wir verstehen nun unter Drei- 
flachskoordinaten x^yX^y x^ des Strah- 
les im Bündd drei Zahlen, die sich 
verhalten wie die Parameter in den 
Gleichungen (11') des Strahles, also: 

(12') x^ : X2 : Xq = v^ : v^ : v^. 



5. Analytische Berechtigung der Dreiflaohskoordinaten. Nehmen 
wir für den Augenblick das Zentrum des Bündels als Koordinaten- 
anfaog des Systems OxyZy auf das sich die Gleichungen (10) be- 
ziehen; setzen wir also d^ = 0, d^^ 0, rfg ~ 0, so sind die drei ersten 
homogenen Koordinaten der Ebene (11) im Räume und damit nach 
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§ 49, 5 die homogenen gemeinen Koordinaten w, v, w der Ebene im 
Bündel wie § 53, (3) bis auf einen Faktor p: 

QV =6iWi + 62W2 +&3W3; 

oder umgekehrt (Anm. 2, 11, 2): 

(14) (jWg = J^u + -82^ + CgM?, 

wenn -4j, B^ . . . Cg die ünterdeterminanten der Determinante | a^&^^s I s^^^- 
Andererseits verhalten sich für einen durch den Koordinaten- 
anfang gehenden Strahl die gemeinen Koordinaten Xj y^ z des 
Strahles im Bündel (vgl. § 49, 6) wie die Koordinaten x, y, z irgend 
eines Punktes des Strahles. Daher geben die Gleichungen (HO? ^^ 
der Form: 

0x^ = a^x + \y + c^Zy 

(14') 6x^ = a^x + \y + ^2^^, 

6x^=^a^x + \y + c^z 

geschrieben, direkt die Dreifiachskoordinaten durch die gemeinen 
Koordinaten des Strahles dargestellt. Umgekehrt folgt durch Auf- 
lösung: 

(130 QV = -Bi^i + ^s!^2 + J^ö^a; 

Die Verhältnisse Uy^iu^: u^ stehen daher zu den Verhältnissen 
u: V :w und damit zu der Ebene des Bündels in umkehrba/r eindeutiger 
Beziehung-^ ebenso x^ix^ix^ zu x :y : z und dem Strähle des Bündels, 

6. Bedingang der vereinigten Lage von Ebene nnd Strahl. 

Der Strahl (11') liegt in der Ebene (11), wenn die Koordinaten x, y, 
Zy t aller seiner Punkte der Gleichung (11) genügen, also: 

oder in der Bezeichnung (12) und (12'): 

Die Bedingung der vereinigten Lage von Ebene u^, u^y u^ und 
Strahl x^, x^, x^ lautet: 

(15) u^x^ +^22:2 + u^x^ = 0. 

Es ist bei festen UiyU^, Wg die Gleichung der Ebene in laufenden 
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Strahlenkoordinaten und bei festen x^yX^,x^ die Gleichung des Strahles 
in laufenden Ebenenkoordinaten (vgl. § 29^ 2). 

Wie in §49, 8; § 29, 7 folgt daher auch hier: 

Die Gleichung des Schnittstrdhles Die Gleichung der Verhindungs- 

der beiden Ebenen u^^\ u^^^\ u^^^^ ebene der beiden Strahlen x^^^\ x^^^\ 

und ■u^^'^\ u^^^\ Mj^*) ist in laufenden x^^^^ und x^^^\ x^^^\ x^^^^ ist in laufen- 

Ebefienkoordinaten m^, «g, Ws- ^^ StraMmkoordinaien x^, x^, x^i 



(16) 



«1 



u 



ti. 



2 ^*8 



x^ 



x^ 



a7« 



. «,<») «,(*) 



M,W 



'1 •*'2 «^8 

(16') a^i^ ^r^^i) 2:3^ =0. 
: a;/») :r,(«) a^g^^) , 



Die Koeffizienten der Gleichung Die Koeffizienten der Gleichmig 
simi die Koordinaten des Schnitt- . sind die Koordinaten der Verbin- 
strahles, . dungsebene. 

7. Die Dreifladiskoordinaten als multiplizierte Teilongsver- 
h&ltnisse. Die durch die Gleichung (11) dargestellte Ebene TT schneidet 





Fig. »7 



Fig. 397 b. 



die Seitenebene E^ des Koordinatendreiflachs (in Fig. 297 a im Durch- 
schnitt dargestellt'^ in einer Geraden ^, deren Gleichungen (vgl. 48, (1)) 
lauten: \- n \- \- f\ 

Die zweite dieser Gleichungen stellt aber eine durch die Kante e^ 
gehende Ebene T^ dar, die, wenn wir mit den Konstant^i Ton (10) 
für I = I, 2, 3: 

■ 17^ 



«. = f ,- 1 a,' -h bf -r c,-S «i = — sign, rf.- 

setzen, nach § 42, \ 16) den Winkel der Ebenen Ej und E^ in dem 
multiplizierten Sinusrerhaltnis: 

teilt. 



«, ^E,T, 
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Der durch die Gleichungen (11') dargestellte Strahl p wird mit 
der Kante €^ des Koordinatendreiflachs (in Fig. 297 b im Durchschnitt 
dargestellt) durch eine Ebene T^ verbunden, deren Gleichung lautet: 

V3X, — VgX8 = 0. 

Diese Ebene teilt nach § 42, (16) den Winkel der Ebenen E^ 
und E3 in dem multiplizierten Sinusverhältnis: 

^ 71^ sin E, Ti 



(19) 



V« 



Die Resultate (18) und (19) geben aber mit der Bezeichnung 
(12), (12') die Sätze (Fig. 297a; 297b): 

Die VerJiältnisse der Dreiflachs- Die Verhältnisse der Dreikants- 
koordinaten it^, u^f U2 elfter Ebefie \ koordinaten x^^x^^x^ eines Strahles 
im Bündel sind die multiplizierten \ im Bündel sind die multipiizierten 
Teüungsverlwltnissej nach denen die Teüungsverhältnisse, nach denen die 

Verhindungsebenen Ti, Tg, T3 des 
StraJiles mit den Kanten t^y fg, e^ 



von den Kanten f^, tg» h ^^ Drei- 
flachs nach den Schnittlinien t^,t^yt^ 
der Ebene TT mit den Seitenflächen 
Ej, Eg, Ej gezogenen Ebenen T^, drei flachs teilen: 
Tg, Tg die Flächenwinkel teilen: 



die FläcJienwinkel des Koordinatenr- 



(20) 



3 



Xg sin EgTi 
Xj sin EjTj ' 



Xj sin EjTj 



Xj sin EgTj ' 
Xg sinEjTj 



Xi sinEiTs 
Hiernach sind bei gegebenen 
Verhältnissen von u^, u^y % die 
Ebenen T^, Tg, T3 und damit die 
Strahlen t^yt^^t^ bestimmt. Schon 
zwei von diesen bestimmen im all- 
gemeinen die Ebene TT, die dann 
nach § 54, (22') auch durch den 



(20) 



X, 



3 si n EgT ^ 
Xg sin E3T1 ' 

X- sin EoT, 



-3 • s 



Xi sin EjTj 
Xi sinEiTj 



X, sinEjTs 

Hiernach sind bei gegebenen 
Verhältnissen von x^, x^y x^ die 
Ebenen Ti,T2, T3 bestimmt. Schon 
zwei von diesen bestimmen im 
allgemeinen den Strahl p, durch 
den nach § 54, (16) auch die dritte 
geht. 



dritten geht. 

8. Einführung von Einheitsstrahl und Einheitsebene im Bündel. 
Ist Xf^y y^y z^y Iq ein gegebener fester Punkt, so ist die Gleichung des 
durch ihn gehenden Strahles Sq nach (11'): 

(21) X, : X, i X, ^ X," : X,<> : X,o 

Der Strahl e^ wird daher durch die Ebenen 



Y ® 



Y ^ J 



^ ^1 A 



X,' 
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mit den Kanten E^ X Ej, E, X E^, E^ X Ej verbunden. Die vierten 
liarmonischen Ebenen in jeder Kante sind dann nach § 42, 11 be* 
züglich : 

und schneiden die Gegenebenen X^ = 0, Xg = 0, Xj = in drei 
strahlen, die alle der Gleichung: 






?^-4- ""^ = 

« Y ^f 



^^ 4-^» =0 






(22) ^^, , ^^, 

genügen. Dies ist also in laufenden Punktkoordinaten x, y, z, t die 
Gleichung der in § 54, 9 definierten Harmonikaiebene E^ des Strahles e^. 
Indem wir nun die Parameter ft^ und v^ in (11) und (11') durch 
neue Parameter ft/ und v/ ersetzen, derart daß: 

bleibt die Bedingung (15) der vereinigten Lage ihrer Form nach er- 
halten: 
(24) /*! V/ + 11^ v^' + ii^v^ = 0, 

vrährend die Gleichungen (11) und (11') des Ebenenbündels und Strahl- 
bündeis werden: 



(23) 



V, = Xj» r/, 



(25) 
(25') 






(vgl. die Darstellung des Ebenenbüschels in § 47, (23)). 





Fig. 398 a. 



Fig. 398 b. 



Die „Einheitsehene'^ E^ in (22) wwd der „EinheitsstrahV^ €q in (21) 
erhalten daher (§ 28, (22)) die Parameter ft/, fi/, ftg' =* 1, 1, 1 und v(y v^\ 

^z = 1^ 1, 1- 



§ 56, 9. 
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Nach (18) und (19) wird nun: 



(26) 

(26') 



Vc 



X. 



H 



X3« V, X/ H, 8inE,T, 



Wendet man diese Formeln auf E^ und e^ an, indem man mit 
Ti^ die Ebene bezeichnet, die die Schnittlinie t^^ der Ebene E^ mit 
Ejaus fj projiziert (vgl. die Durchschnittsfigur 298 a), bezüglich die Ver- 
bindungsebene des Strahles Bq mit der Kante e^ (vgl. die Durchschnitts- 
figur 298b), so folgt, weil daun 11 f = 1, i'/=« 1 ist: 

^^'^ ^ - X,o X. sinEJ/ ^^< ; J- - X,« X« siuEgT/ 

und durch Division der Formeln (26) und (27), (26') und (27'): 
(28) J-'.^(E,EJ,V) (28') j;^(E,E3TJ,o) 

(vgl. § 47, (24)). Für (28) kann man nach § 52, 9 auch setzen 
(Fig. 298 a): 



(29) 



f*2 



/*S 



^-(^2^,W^ 



9. Die Dreiflaohskoordinaten als Doppelverhältnisse. Führt 
inan jetzt an Stelle von (12) und (12'): 

(30) ii^ : t/g : % = ^i ' (li : ft^' (30') x^: x^: x^ = 1// : v^ : v^' 

als Dreiflachskoordinaten der Ebene und des Strahles im Bündel ein, 
so folgt (vgl. die Durchschnittsfiguren 299 a und 299 b): 





Fig. 299 a. 



Fig. 299 b. 



Die Verhältnisse der Dreiflachs- 1 Die Verhältnisse der Dreikants- 
Jcoordinaten %, u^, u^ einer Ebene TT | Jcoordinaten x^yX^yX^ eines Strahles p 
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im Bündel sind die Doppelverhält- 
nisse, nach denen die Schnittlinien 
hjhjh ^^* Ebene TT und die Schnitt- 
linien /i®, ^a®, ^8® der Einheitsebens 
Eq mit den Seitenflächen des K(h 
ordinatendreiflachs die heeüglichen 
Kantenwinkel teilen: 



(31) 



U. 



u 
u 

u 
u, 






im Bündel sind die BoppelverMlt- 
nisse^ nach denen die Veriindungs- 
ebenen T^, Tj, Tg des Strahles und 
die Verbindungsebenen T^^ T^®, T3® des 
Einheitsstrahles Sq mit den Kanten 
des Koordinatendreikants die bezüg- 
Hellen Flächenwinkel teilen: 



(31-) 



X, 

x^ 



' =(E,EJ,V), 
= (E3EJJ,«). 
= (E, E J,T,»). 



10. Perspektive Lage von Bündel und Ebene. Wir schneiden 
das Bündel mit einer nicht darch seinen Scheitel S gehenden Ebene E 

und führen in dieser ein Koordinatendrei- 
eck ein, dessen Ecken E^, E^, E^ und Ein- 
heitspunkt Eq (Fig. 300) von den Kanten 
^9 ^9 ^3 ^^^ ^®™ Einheitsstrahl €q, 
'Sj dessen Seiten e^, e^^ e^ und Einheitslinie 
Cq folglich von den Seitenflächen E^, Eg^ 
Eg und der Einheitsebene Eq ausgeschnit- 
ten werden. Aus der Konstruktion der 
Harmonikaiebene E^ des Strahles s^ in 
Fig. 300. § 56, 8 folgt nämlich mit Rücksicht auf 

§ 52, (23), daß auch Cq die Harmonikale 
(vgl. § 26, 1) von Eq wird. 

Der Ebene TT und dem Strahl p des Bündels entspricht als Spur 
in der Ebene E bezüglich eine Gerade g und ein Punkt P. 

Sind nun Tj, T^^ die Schnittpunkte der Strahlen t^, t^^ (Fig. 299 a) 
mit der Seite e^ (Fig. 300) und ^j, t^^ die Schnittlinien der Ebenen 
Tj, Tj« (Fig. 299 b) mit der Ebene E (Fig. 300), so folgt nach § 5, (3) 
und § 52, (23) aus (31) und (31'): 




(32) 



u 
u 



'- = {E,E,T,T,o) 



X 



(320 ^ = {e,e,tA') 



und daraus mit Rücksicht auf § 28, (35'); (35) (Fig. 300): 

Liegen eine Ebene und ein Bündel perspektiv und führt man in 
beiden entsprechende Elemente E^y E^, E^] Eq und f^, fg, «3; €q, be- 
züglidi e^, e^, e^; Cq und E^, E^, E^; Eq ofe Koordinatensysteme ein, so 
haben entsprechende Punkte der Ebene und Strahlefi des Bündels, sowie 
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entsprechende Strahlen der Ebene und Ebenen des Bündels gleiche und 
gleich bezeichnete Dreiecks- und Dreiflachshoordinaten x^, x^, x^, sowie 

u^, U2f u^. ) 

Wie in §^28, 11 für die Ebene gilt daher auch für das Bündel 

der Satz: 

Zwischen den Dreiflachshoardinaten eines. Strahles und seiner Har- 
monikalebene in bezug auf das Koordinatendreiflach bestehen stets die 
Gleichungen: 

(33) 



U* * Ua • Uq 



X, 



X^ ÄJj 



§ 57. Die Tetraederkoordinaten des Punktes und der Ebene. 

I4 Anälytisolie Definition der Tetraederkoordinaten eines 
3?anktes. Beim Übergang von einem rechtwinkligen Koordinaten- 
system Oxyz zu einem beliebigen schiefwinkligen Sl^rj^ (Fig. 301), 
dem allgemeinsten bisher betrachteten System, werden bei homogener 



P^i^ 




vraA^ß 




O'ioVoCo^ 






Fig. SOI. 



Schreibweise (§ 47, 1) der Formeln § 37, 
(16) die neuen Koordinaten |, ly? S? '^ 
bis auf einen Proportionaliiätsfaktor q 
homogene lineare Funktionen der alten: 

Q^^Ä,x + B,y + C,z + Dy, 

Qrj == Ä^x + B^y + C^z + Dtj^t, 

Qt-Ä,x + B,y+C,z + Dy, 

Qt == Dt. 

Die drei ersten Ebenen, die 7^£;-, 
g|- und giy- Ebene des neuen Koordinaten tetraeders (vgl. § 47, 10) 
sind beliebige Ebenen, die vierte aber ist die unendlich ferne Ebene. 

Wir definieren nun allgemeinere homogene Koordinaten, die wir 
schlechthin Tetraederkoordinaten ®^) nennen, in entsprechender Weise: 

Unter Tetraederlcoordinaten x^, x^, x^, x^ eines Punktes verstehen 
wir vier Größen, die proportional sind vier beliebig gegebenen homogenen 
linearen Funktionen X^, X^, Xg, X^ der homogenen gemeinen Koordi- 
naten X, y, z, t, also: 

QX^ = Xi = a^x + b^y + c^z + d^t, 
QX^ = X2 = a^^x + b^y + c^z + d^t, 
QX^ = X3 = a^x + b^y + c^z + d^t, 
QX^^ = X4 =- a^^x + b^y + c^z + dj. 



(1) 
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Hier sind X^, Xg, Xg, X^ wie in §51,(12) als Abkürzungen 
für die linearen Funktionen gebraucht. 
Das durch die vier Ebenen: 
zk j, (2) Xi-0, X,«0, Xg^O, X, = 

bestimmte Tetraeder (Fig. 302) nennen 
wir das Koordüiatentetraedcr des neuen 
Z^o Koordinatensystems. 

Die Determinante: 





S/ 



(3) 



D = i a, b 



s 



"8 



d. 



Fig. S02. 



w 



(vgl. § 51, (13) und § 51, 7) setzen wir 
von Null verschieden voraus, damit die 
x vier Ebenen wirklich ein Tetraeder bil- 

den (vgl. § 28, 1). 

2. AnalytiBChe Bereohtigung der Tetraederkoordinaten de» 
Punktes, Bezeichnen wir die Unterdeterminanten dritten Grades der 
Determinante D wie in § 51, 5 mit Ä^, B^y . . ., D^, so folgt durch 
Auflösung der vier Gleichungen (1) mit einem Proportionalitätsfaktor <J 
(Anm.2,III,2): 

6y ^ B^x^ + B^x^ + JRj^s + ^4^4^ 
6JS -= C^x^ + C^x^ + Cj^j + C^x^y 
6t = D^x^ + D^x^ + B^x^ + D^x^. 

Die Verhültnisse x:y',z:t und die Verhältnisse x^:x^:x^:x^ be^ 
stimmen sich nach (1) und (4) wechselseitig eindeutig. Wie jene 
(vgl. § 31, 3) stehen also auch diese in wechselseitig eindeutiger Be- 
ziehung zu dem Punkte P. 

Zu jedem gegebenen Punkte P gehören vier ihren Verhältnissen 
nach bestimmte Tetraederkoordinaten x^, x^, x^, x^, und zu vier ihren 
VerMltnissen nach gegebenen Tetraederkoordinaten x^, x^, x^^ x^ gekört 
ein bestimmter Punkt P. 

3. Abhängigkeit der Tetraederkoordinaten der Sbene voa 
denen des Punktes. Durch Multiplikation der Gleichungen (4) mit 
den auf das rechtwinklige System Oxyz bezüglichen homogenen Ko- 
ordinaten Uj V, Wy s einer Ebene und nachfolgender Addition ergibt sich: 

6{ux + vy + '^z + st) = {A^u + B^v + C^w + B^s)x^ + 

{A^u + B^v H )x^^ 

oder: 

(5) ux -\- vy ■\' w z ■\- st ^ u^x^ + u^x^ + u^x^ + ^4^4; 



(6) 
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WO wir die Koeffizienten ^f^, u^y Wg, u^ definieren durch: 

tfu^ = Z7i = -^1** + -ßi^ + C^i^ + A^? 

0U2 == C2 = ^2«* + ^2^ + ^2«^? + A^7 

(J/fg = Ug = ^3^ + B^V + C^W + DgS, 

6u^ = Ü4 = ^^u + -B^t; + C^w + D^s. 

Infolge von (5) erhält nun die Gleichung der Ebene u, v, w, s, die- 
nach § 47, (4) in laufenden Punktkoordinaten x, y, z^ t lautet: 

(7) ux + ^-y + WZ + st ^ 0, 

in Icmf enden Tetraederkoordinaten x^, %, iCg, x^ des Punktes die Formr 

(8) U^Xj^ + K^X^ + MgiCj + U^X^ == 0. 

Die Koeffizienten w^, ««2? ^s? ^4 dieser Gleichung nehmen wir als Te-- 
traederkoordinaten der Ebene (vgl. § 47, (3)). 

Sie sind nach (6) proportional vier homogenen linearen Funktionen- 
TJ^y ü^y C/3, C/4 der homogenen gemeinen Koordinaten w, v, Wy s. 

Diese vier Funktionen sind, da ihre Koeffizienten die Unterdeter- 
minanten der Determinante (3) sind, durch die gegebeneu Formeln (1)- 
schon mitbestimmt. Gleich Null gesetzt, geben sie nach § 51, 7 in;. 

(9) £/, = 0, ü, = 0, ü, = 0, ü, = 

die Gleichungen der Ecken des KoordinMentetraeders (Fig. 302). 

4. Analytische Berechtigung der Tetraederkoordinaten der 
Ebene. Durch Auflösen der vier Gleichungen (6) folgt mit einem. 
Proportionalitätsfaktor q (Anm. 2, III, 2; 1, III, (8)): 

QU = a^u-^ + %% + ^sttj + 054^4, 
QV = b^Uy + 63^2 + 63% + ^4^4? 

QU)= C^U^ + CgWg + CjWg + ^4«*4? 

Daher gilt, wie in § 57, 2: 

Zu jeder gegebenen Ebene TI gehlen vier ihren Verhältnissen nach 
bestimmte Tetraederkoordinaten u^y u^, u^, u^, und zu vier ihren Ver- 
hcUtnissen nach gegebenen Tetraederkoordinaten u^, u^, u^, u^ gehört 
eine bestimmte Ebene TL 

5, Q^genseitige Abhängigkeit der Tetraederkoordinaten des 
Punktes und der £bene. Die Definition (1) enthält, da sie wegen 
des unbestimmten q nur von den Verhältnissen der sechszehn Koeffi- 
zienten a^y biy . . ., d^ abhängt, fünfzehn Konstanten, 

Die sechszehn Koeffizienten ^j, S^, . . ., D^ in (6) sind als Unter- 



(10) 
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determinanten von B durch die Koeffizienten a^, 6j, ..., d^ mitbe- 
stimmt. Umgekehrt sind aber auch diese ihren Verhältnissen nach 
durch jene bestimmt als Unterdeterminanten der Determinante der 
^, . . . 2), (§ 51, (18')). 

Man Icann daher ebensogut die sechszehn Koeffizienten von (ß), wie 
die sechszehn Koeffizienten von (1) o/s die ursprünglich gegebenen be- 
trachten. 

In dieser Auffassung folgt durch Multiplikation der Gleichungen (10) 
mit Xy y, z^ t und Addition mit Hinblick auf (1) wiederum die Glei- 
<5hung (5), und damit dual entsprechend wie in § 57, 8, daß die Te- 
traederJcoordinaten x^, x^, x^, x^ des Punktes zugleich die Koeffiziefiten 
Miner Gleichung: 

(11) x^u^ + x^u^ + x^u^ + x^u^ = 

in laufenden Linienkoordinaten sind. 

Die Tetraederkoordinaten des Punktes und der Ebene sind also 
wecJiselseitig derart voneinander abhängig, daß die Bedingung der ver- 
^nigten Lage von Punkt und Ebene in ihnen dieselbe bilineare Form 
(8) oder (11) behält, wie in homogenen gemeinen Koordinaten (vgl. 
^ 47, (5)). 

6. Das Koordinatentetraeder und die Miiltiplikatoreii des 
neuen Sloordinatensystexns. Ist das neue Koordinatensystem der x^^, 

^29 ^87 ^4 ^^^ %> ^7 ^8> **4 durch die vier Funktionen X^, Xg, Xg, 
X4 in (1) mit ihren fünfzehn Konstantenverhältnissen gegeben, so ist 
das Koordinatentetraeder mit seinen Seitenflächen (2) und seinen 
Ecken (9) vollkommen bestimmt. 

Ist dagegen das Koordinatentetraeder gegeben, so bestimmt es nur 
<iie vier Gleichungen (2) und damit zwölf Konstanten, die Verhältnisse 
a^ib^: c^: d^ (i = 1, 2, 3, 4), läßt aber jede der vier Funktionen X^, 
Xg, X3, X4 noch um einen Faktor unbestimmt. 

Will man bei fest angenommenen Koeffizienten a^, b^, ..., d^ 
alle zu demselben Koordinatentetraeder (2) gehörigen Systeme von 
Tetraederkoordinaten umfassen, kann man die Definition (1) ersetzen 
durch: 

(12) QX^ = m^Xi, QX^ = m^X^, QX^ = m^X^, QX^-=-m^X^, 

wo Wi, m,, m^y m^ vier „Multiplikatoren^^ sind, die ihren Verhält- 
nissen nach drei völlig verfügbare Konstanten darstellen. Die Defi- 
nition (12) ist nicht allgemeiner als (1); enthält sie doch, wie diese, 
die Verhältnisse von sechszehn Konstanten, nämlich m^a^, mfi^, m^c^, 
^A (^ =* 1? 2, 3, 4); aber es ist in der Form (12) der bei festge- 
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haltenem Koordinatentetraeder noch veränderliche Bestandteil des Koordi- 
natensystems in Gestalt der MulUplikatoren m^ ausdrücklich kenntlich 
gemacht. 

Neben (12) hat man alsdann an Stelle von (6): 

wo die Multiplikatoren M^ von den Multiplikatoren m^ in (12) ab- 
hängig sind. Da nämlich die früheren, in (1) und (6) definierten 
Koordinaten x^ und u^ durch die jetzigen, in (12) und (13) definierten 
ausgedrückt, gleich x^ : w^ und u^ : M^ werden, so würde die Be- 
dingung (11) der vereinigten Lage jetzt lauten: 






^4 ^4 _ 0. 



Soll diese also auch in den neuen Koordinaten x^, w, die Form (11) 
behalten, so muß sein: 

Ersetzt man die Definitionen (1) und (6) durch (12) und (13), 
indem man bei gleichbleibendem Koordinatentetrasder die Multiplikatoren 
des Koordinatensystems ändert, so muß zwischen den Multiplikatoren M 
in (13) und m^ in (12) die Beziehung bestehen: 



(14) 



M. : M^: M.: M.^ — : — : — : 

^ * ^ * •" w, Wg m^ 



Vit 



^^•-^«' 



Dies erkennt man auch daraus, daß, wenn die Elemente a,-, b^, c,., d^ 
der Determinante (3) mit m^ multipliziert werden, die Unterdetermi- 
nannten -4„ jB^, C^, D^ den Faktor 
m^m^m^m^ : m^ erhalten (Anm. 1, III, (2); 
IV, 5). 

7« Die Bestandteile des Koordi- 
natentetraeders. Wir bezeichnen die 
Ecken (9) des Koordinatentetraeders ^, 
(Fig. 303) mit E. und die Seitenflächen 
(2) mit E, (i = 1, 2, 3, 4). 

Der Ecke E^ liegt die Seitenfläche E^ 
gegenüber (Fig. 303). Wir bezeichnen 
femer die sechs Kanten als Schnittlinien 
zweier Seitenflächen mit: 

6,, « E, X E, 

und als Verbindungslinien zweier Eckpunkte mit: 

Staude, an&lyt. Geometrie. 20 







Fig. 308. 
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WO hl die Kombinationen durchläuft: 

kl = 23, 31, 12, 14, 24, 34. 



(15) _ 
Dabei ist: 



^ki'^ ^n 



wenn hl ^e zu kl „komplementäre'' Kombination der Reihe (15) ist, 
so daß kl und kl zusammen alle vier Zahlen 1, 2, 3, 4 umfassen 
(Fig. 303). 

Je zwei Kanten e^, und f^, sind Gegenkanten, 
Mit Bücksicht auf die Gleichungen (2) und (9) der Seitenebenen 
und Eckpunkte in gemeinen Koordinaten folgt aus (1) und (6): 

Für alle Ebenen durch die 
Ecke E^ verschwindet die Tetraeder- 
koordinate u^. 

Für alle Ebenen durch die Kante 



Für alle Funkte der Ebene E^ 
verschwindet die Tetraederkoordi- 
nate x^. 

Für alle Funkte der Kante s 



verschwinden Xj^ und Xy 



kl 



^ki verschwinden Uj^ und u^. 



Für die Ecke E^ ist nur x^=^0 und kann wegen der Willkür 
des Faktors q in (1) kurz ic^ = 1 gesetzt werden. So folgt allgemein: 

Die Tetraederkoordinaten der Die Tetraederkoordinaten der 
vier Ecken des Koordinatentetra- vier Seitenflächen des Koordinaten- 
eders sind: tetraeders sind: 



(16) 





^1 


»1 


«J 


X* 


Ey 


1 











E, 





1 








Es 








1 





E, 











1 



(16') 





«1 


«2 


«s 


«4 


El 


1 











E* 





1 








Es 








1 





E4 











1 



(vgl. § 47, (19) und (20)). 

8. Die Tetraederkoordinaten als multiplizierte Abstände. Um 

die analytisch in (1) und (6) eingeführten Tetraederkoordinaten geo- 
metrisch zu deuten, setzen wir zur Abkürzung: 



(17) 



X, 



£^ y a^ + bi + c^y ^1 = — sign, d,., i = 1, 2, 2, 4. 



Der senkrechte Abstand ^^ des 
Punktes F = Xji/j z, ty für den wir 
hierbei ^ = 1 nehmen, von der 
Ebene X,.=0 ist dann nach § 41,(6): 



(18) 



i>.= 



X: 



Der senkrechte Abstand q^ der 
Ebene 77 = w, v, w, 5, für die wir 
hierbei 5 = 1 nehmen, ist dann 
nach § 45, (15): 



(180 a. = 



— 7>,.yw^+«?« + M7* 
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wobei zur Bestimmung der Vorzeichen von p^ und q^ die Ebenen E^ 
nach gerichtet werden (vgl. § 41, 1). 

Die Definitionen (1) und (6) können daher folgendermaßen ge- 
deutet werden (vgl. § 28, 8; § 7, 6): 



Die Tetraederkoordinaten u^ einer 
Ebene 11 verhalten sich wie die mit 
den Konstanten D^ midtiplizierten 
Abstände q^ der Ebene von den Ecken 
des Koordinatentetraeders: 

(190 



w-t • Iva • w> 



n 



3 



W4 = 



Aö'i ' A& ' Aft '- A^4- 



Die Tetraederkoordinaten x^ eines 
Punktes P verhalten sich wie die mit 
den Konstanten x^ multiplizierten 
Abstände p^ des Punktes von den 
Seitenflächen des Koordinatentetra- 
eders: 

l X*/ J Xm • Xa • Xo • Xi 

Die Verhältnisse der vier Größen x^., welche die Stelle der in 
§ 57, 6 betrachteten „Multiplikatoren^^ vertreten, können bei gegebenem 
Koordinatentetraeder mit Rücksicht auf § 57, 6 noch beliebig ange- 
nommen werden. 

9. Einführung von Einlieitspunkt und Einlieitsebene. Eine 
geometrische Deutung der Multiplikatoren des Koordinatensystems 
gewinnt man, indem man neben dem Koordinatentetraeder einen „Ein- 
heitspunkif^ E^ = Xq^ y^, Zq, t^, bezüglich eine „Einheitsebene^^ E© = %, 
Vq, Wq, Sq als gegeben annimmt. 

Legt man hierbei die zweite Definition (12) und (13) der Te- 
traederkoordinaten zugrunde und nimmt dabei: 



(20) 



m.' = 



X/' 



^<=w 



wo XP und üi^ durch Substitution der Koordinaten von Eq und Eq 
aus X^ und ü^ entstehen, so stellen sieh die Tetraederkoordinaten durch 
die rechtwinkligen in der Form dar (vgl. § 28, (21); § 7, (17)): 



(21) 






(21') 



ÖU,= 



ü.- 



U. 



; 



i = 1, 2, 3, 4. 



Der Punkt E^ = x^^ y^, z^, t^ und die Ebene E^ = %, v^, Wq, Sq selbst 
erhalten hiernach die Tetraederkoordinaten (vgl. § 57, (16); (16')): 



(22) 



X, 



Xa Xi 



8 



X, 



EA 1 



(22') 



tii u 



'2 



U^ 



Ua 



En 1 



worin auch die Erklärung der Namen Einheitspunkt und Einheits- 
ebene liegt. 

Da aber nach §57,6 die Multiplikatoren m,. und M^ der Be- 
ziehung (14) genügen müssen, so wird nach (20): 

20* 
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(23) 



Ü^O: JJg«: ü^^: ?7/ 



X/"X,«'X,«' x/ 



^IW^A 



und folgt mit ffinblick auf § 55, (27): 

Einheäspunkt und Einheitsebene müssen als Harmonikaipunkt und 
Harmonikalebene zusammengehören. 

Im Gegensatz zu den Gleichungen (1)^ die Ton den fiinfzehn 
Verhältnissen der sechszehn Eonstanten a^, \, c^, d^ {i == 1, 2, 3, 4) 

abhängen, enthalten die Gleichungen 
(21) nur die zwölf Verhältnisse a,. : h^ : 
c^ : rf^ (die Koordinaten der vier Ebenen 
°-^ (2)), daneben aber die drei Verhältnisse 
Xq : y^ : e^ : t^ (die Koordinaten des 
Punktes E^, zusammen wieder fiinf- 
''I^o'^x^'yo'x^t^ zehn Konstanten. 

Das Koordinatensystem der Te- 
traederkoordinaten ist daher vollkommen 
bestimmt, wenn das Koordinatentetraeder 
und der Einheitspunkt gegeben ist (Fig. 304) 

Die Beziehung zwischen Harmouikalebene u, v, w, s und Har- 
monikalpunkt x, y, z, t überhaupt ist nach § 55, (27): 

U,:Ü,:U,:Ü,- ^ 





^J^%0 



y 



Fig. 804. 



Aj Xg Xj X4 

Drückt man diese nach (1) und (6) in Tetraederkoordinaten aus, 
so folgt: 

Zwischen den Tetraederkoordinaten eines Punktes und seiner Har- 
mxmikalebene in bezug auf das Koordinatentetraeder bestehen stets die 

Gleichungen:^) 

r^A\ 1111 

(Z4} u^:u^: u^ : u^ = 

oder 

Um X\ ^^ Ua Xn Wo Xo — Ua Xa 5 

und zwar nach (14) unabhängig davon, ob man die Definition (1), (6) 
oder (12), (13) der Tetraederkoordinaten gelten läßt (vgl. §28, 11). 

10. Die Tetraederkoordinaten als AbstandsverhältniBse. Die 

Gleichungen (21) können mit Rücksicht auf (18) auch geschrieben 
werden: 



Xy X^ X^ . X^ 



OX = ^ 
9^i p.o > 






wo pP und 3,.' die Abstände des Punktes E,^ von den Ebenen und der 
Ebene E^ von den Ecken des Tetraeders sind und wie in § 57, 8 



j 



§ 67, 11. 
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^Q = 1 und «0 =* 1 genommen ist. Der Faktor: 

y%^+ %^ + V • v'w^ + v^ + «^"^ 

aus (18^ geht dabei in 6 ein. Es folgt daher unabhängig von der 
Lage von (vgl. § 57, 8) : 



Die Tetraederkoordinaten eines 
Punktes P verhalten sich wie die Ab- 
stände p^ des Punktes von dm Seiten- 
flächen des Tetraeders, dividiert durch 
die entsprechenden Abstände p^ des 
Einheitspunktes von diesen: 



Die Tetraederkoordinaten einer 
Ebene U verhalten sich vne die Ab- 
stände Qi der Ebene von den Ecken 
des Tetraeders^ dividiert durch die enir 
sprechenden Abstände q^ der Ein- 
heitsehene von diesen: 



(25) 
(25') 






*^4 — ^0 



Pi 



U-4 l Ua l U\ 



^8 



U =-^>- 



2s 






«4 



i 



11. Die Tetraederkoordinaten als multiplizierte Teilungsver- 
liältnisse. 



Legt man durch die Kante fjs? 
in der sich die Seitenflächen Eg und 
E3 desEoordinatentetraeders schnei- 
den, eine Ebene E23, die den Winkel 
der beiden Seitenflächen in dem 
multiplizierten Sinus Verhältnis: 

teilt, so ist die Gleichung dieser 
Ebene nach § 42, (15) in laufen- 
den Koordinaten x, y^ Zy ti 

(27) X,-ft,3X3 = 0. 

Geht die Ebene £^3 durch einen 
gegebenen Punkt P =t x^y, Zy t, so 
ist durch diesen das Teilungsver- 
hältnis bestimmt, nämlich: 



Nimmt man auf der Kante 633; 
die die Eckpunkte E^ und E^ des 
Koordinatentetraeders verbindet, 
einen Punkt E^ an, der die Strecke 
der beiden Punkte in dem multipli- 
zierten Strecken Verhältnis : 



A ^8 -^! 



SS 



(28) 



-^8 



WO nunmehr in X^ und X3 unter 
Xy y, Zy t nicht wie in (27) die lau- 
fenden, sondern die Koordinaten 



A A As 



(26') /i83 - ^ A33 



teilt, so ist die Gleichung dieses 
Punktes nach § 46 (3) in laufen- 
den Koordinaten w, Vy Wy s: 

(270 ^2 - f*23 C^3 - 0. 

Liegt der Punkt JE23 auf einer 
gegebenen Ebene 77 = w, v, w^ Sy 
so ist durch diese das Teilungs- 
verhältnis bestimmt, nämlich: 

(280 



_ A 

f*2S ~" u y 



WO nunmehi* in ZJg und U^ unter 
Uy Vy Wy s nicht wie in (270 ^® 
laufenden, sondern die Koordinaten 
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des gegebenen Punktes P verstanden 
sind (Fig. 305a). 



der gegebenen Ebene 11 verstanden 
sind (Fig. 305 b). 




Fig. S05a. 




Fig. 305 b. 



(29) 



Dann folgt aber aus (28) und (28') mit Rücksicht auf (1) und (6): 

(29') 



Xa 



Ihs 



u^ 



f^M^- 



Die sechs Verhältnisse der Tetra- 
ederkoordinaten des Punktes P sind 
die multiplizierten Sinusverhält- 
nisse, na^h denen die Verbindungs- 
d>enen E;^^ des Punktes mit den 
sechs Kanten 6f^^ des Koordinaten- 
tetraeders die bezüglichen Kanten- 
winket teilen: 



(30) 






Xf sinEfE^i' 



Die sechs Verhaltnisse der Tetron 
ederkoordinaten der Ebene 11 sind 
die multiplizierten TeüungsverhcUt- 
nissCj nmh denen die Schnittpunkte 
Ej^^ der Ebene mit den sechs Kanten 
Cj^^ des Koordinatentetraeders die be- 
züglichen Kantenlängen teilen (vgl. 
§28,13): 



(3O0 






^h ^h^hi 



Di E: E: 



hi 



Die Lage des Punktes (Fig. 305 a) muß zur eindeutigen Be- 
stimmung des Teilungsverhältnisses (28) angegeben sein, wie in § 57, 8. 

Bei gegebenen Tetraederkoordinaten x^, rCj, x^, x^ sind nach (30) 
die sechs Verhältnisse sinE^E^^ : E^E;^^ und damit die sechs Ebenen E;^^. 
bestimmt. Schon solche drei von diesen sechs Ebenen, die durch drei 
in einer Seitenfläche des Tetraeders liegende Kanten gehen, bestimmen 
im allgemeinen als ihren Schnittpunkt den Punkt P. Daß die drei 
anderen Ebenen auch durch P gehen, folgt aus dem Transversalensatz 
§ 55, (14), indem für die dortigen Konstanten p^ hier x^ : x^ genommen 
wird {i = 1, 2, 3, 4). 

12. Die Tetraederkoordinaten als Doppelverhältnisse. Die 
multiplizierten Teilungsverhältnisse von § 57, 11 können als Doppel- 



§ 57, 12. 
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Verhältnisse gedeutet werden, wenn man Einheitspunkt und Einheits- 
ebene (vgl. § 57, 9) benutzt. 

Legt man durch die Kante % hieben den Ebenen E^ und E3 eine 
dritte Ebene E,,^ die die Kante ^^s ^^^ ^^^ Einheitspunkt E^ ver- 
bindet und dann eine vierte Ebene E23; die mit den drei anderen das 

Doppel Verhältnis (Fig. 306 a) 

„ _ /p p p m\_ si'^ Eg Ea» . sinEj EgJ 
^8 — Vt2t8t-23-^28; — sin E, E„ " sin E.EgS 

bildet, so ist die Gleichung dieser vierten Ebene nach § 47, (23) in 
laufenden Koordinaten Xy y, z, ti 



(31) 



x.« 



= 0. 



(33) 



Geht die Ebene durch einen gegebenen Punkt P « a?, y, z, t, so 
ist durch diesen das Doppelverhältnis bestimmt, und zwar: 

/*2S = X^Ö ' x^o J 

WO nunmehr in Xj und X3 unter x, y, z, t die Koordinaten des ge- 
gebenen Punktes P verstanden werden. Dann folgt aber aus (33) 
mit Hinblick auf (21): 

(34) IH^ = ''' 



x^ 



Es ergibt sich daher unter Zufügung des dualen Satzes (Fig. 306 b) 



Die sechs Verhaltnisse der Tetra- 
ederlcoordinaten des Punktes P sind 




Die sechs Verhältnisse der Tetror 
ederlcoordinaten der Ebene TT sind 




Fig. 806 a. 



Fig. 806 b. 



die Doppelverhaltnisse, nach denen die Doppelverhaltnisse, naxih denen 
die Verbindungsebenen E^^,. und E^. die Schnittpunkte Ej^^ und Ej^. der 
des Punktes P und des Einheits- ' Ebene TT und der Einheitsebene Eq 
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Punktes Eq mit den Kanten Ej^x E,. 
des Koordmatentetraeders die bezüg- 
lichen Flächenwinkd teilen: 



(35) 






mit den Kanten Ej^E^ des Koordi- 
natentetraeders die bezüglichen Kan- 
tenlängen teilen: 

(35') 






Diese Definition der Tetraederkoordinaten setzt nur das Koordi- 
natentetraeder mit Einheitspunkt und Einheitsebene voraus und ist 
vollkommen dual für Punkt und Ebene (vgl. § 28, 14). 

13« Projektionen des laufenden Punktes aus einer Kante auf 
die Gegenkante. 



28 



Die vier durch die Kante s, 
gehenden Ebenen (Fig. 306 a) Eg, 
Eg, Egg, Egg schneiden die gegen- 




Die vier auf der Kante Cgg lie- 
genden Punkte (Fig. 306 b) E^, 
E^j JBgs, -^28 söiöii Diit der gegenüber- 




Fig. 307 b. 



überliegende Kante e^^ (Fig. 307 a) 
in den Punkten E^, E^, Pgs? -^23- 
Nach § 52, 4 und § 3, (19) ist 
daher: 

(36) { J = (^2 ^3^28 £2?) = 

l (^8-^2 -P28^23)=(-^2^8-^28 ^8)- 

Sind n?i, x^, x^, x^ die Tetra- 
ederkoordinaten eines beliebigen Punk- 
tes P, und bedeuten Pgs ^^^ -^23 ^^ 
Punkte, in denen die Verbindungs- 
ebenen Egg und Eg^ von P und Eq 



liegenden Kante e^s (ß^^S* 307 b) 
durch die Ebenen Eg, Eg, TTgg, EgJ 
verbunden. Nach § 52, 4 ist daher: 



u, 



(Es Eg TTgg Egg) = (Eg Eg Egg TTgg). 

Sind u^y Wg, Wg, M4 die Tetra- 
ederkoordinaten einer beliebigen Ebene 
TT, und bedeuten TTgg und Egg dk 
Ebenen, die die Schnittpunkte E^^ 
und j&38 von TT und E© auf der Kante 



§ 67, 14—15. 



I 
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mit der Kante fjs ^^^ Gegenkante c^g 
schneiden, so sind x^, x^ ssugleich 
die ZweiecJcskoordinaten des Punktes 
Pgj auf der Kante e^s iw bezug auf 
das Koordinatenzweieck E^E^ und 
den Einheitspunkt E^l (vgl. § 8, (4)). 
Für alle Punktö x^, x^, x^, x^ 
auf einer durch die Kante £,3 gehen- 
den Ebene (E^j in Fig. 307 a) hat 
daher das Verhältnis der Koordi- 
naten x^y x^ denselben Wert. 



ßgg mit der Gegenkante e^ verbinden, 
so sind W21 ^8 zugleich die Zwei- 
flachskoordinaten der Ebene TT^g an 
der Kante f js ^^ bezug auf das Ko- 
ordinatenzweiflach Ej Eg und die Ein- 
heitsebene E^ (vgl. § 56, (3)). 

Für alle Ebenen Wj, Ug, Wg, u^ 
durch einen auf der Kante e^g hegen- 
den Punkt (JSgg in Fig. 307 b) hat 
daher das Verhältnis der Koordi- 
naten Mj, tig denselben Wert. 



14. Funkte auf einer Kante und Ebenen durch eine Kante. 
Insbesondere gibt die Annahme P = Pjg und TT = TTjs aus § 57, 18 
die Sätze (vgl. § 28, 16): 



Für einen Punkt 0, x^, x^, auf 
der Kante e^s (vgl. § 57, 7) sind 
die beiden Tetraederkoordinaten x^ , x^ 
zugleich Zweieckskoordinaten in be- 
zug auf das System E^E^, E^^, 

15« Projektion des laufenden Punktes aus einer Ecke auf die 
Gegenfläche. 



Für eine Ebene 0, u^, Mg, durch 
die Kante f^g (vgl. § 57, 7) sind die 
beiden Tetraederkoordinaten u^, Wg 
zugleich Zweifladiskoordinaten 
bezug auf das Sy stein 



m 



^2^8? 



E® 

"-28* 



Die vier durch die Kante s 



28 



gehenden Ebenen E^^ Eg, Ejg, E^g 




Die Verbindungslinien der vier 
auf der Kant.e e^^ liegenden Punkte 



Fig. 308a. 




schneiden die Ebene E4 = E^E^E^ 
in einem Perspektiven Strahlbüschel 
^31 > ^12? hy <i® (Fig. 308 a.) Daher den vier Punkten Perspektiven Stahl- 



Fig. 308 b. 



ist nach § 52, 9: 



J?2, E^, E,^, E,l mit der Ecke 
jB^ = El X E2 X Eg bilden einen zu 



büschel fgj, £12 j Ti, Tj^ (Fig. 308b). 
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/ 



X, 



(37) 



x^ 



§ 57, 15. 

Daher ist nach § 5, 3: 

(^1 



(37') 



u. 



u. 



31*12'^l'*^l )• 



Da nun der Punkt E^^ auf TT 



— (^2^8^28^28/ "~ 
(^81^12^1^1 )• 

Da nun die Ebene Egg durch P 
und jB^, also auch durch die Ver- und E4, also auch auf der Schnitt- 
bindungslinie -B4P geht, so geht linie E^ X TT liegt, so liegt er auch 
sie auch durch den Schnittpunkt, auf der Verbindungsebene TT4 dieser 
P4 dieser Verbindungslinie mit der Schnittlinie mit der Ecke jEJ^. Die 
Ebene E^. Der Punkt P^ liegt Ebene TT4 geht also auch durch 
also auch auf t^ = Egg X E4, so daß \ r^ = E^^E^, so daß t^ die Schnitt- 
ig die Verbindungslinie von E^ mit 




12 

Fig. 809 a. 




P4 ist. Ebenso ist t^ die Ver- 
bindungslinie von E^ mit E^, dem 
Schnittpunkt der Geraden E^E^ 
mit E4. 

Analoges wie für die Kante «jg 
gilt für die Kanten ^g^ und a^^. 

Daher folgt mit Rücksicht auf 
§ 28, 14: 

Sind ar^, x^y iCg, x^ die Teti^a- 
ederkoordinaten eines beliebigen Punk- 
tes P, und bedeuten P^ und E^ 
(Fig. 309 a) die Punkte, in denen 
die Verbindungslinien von P und Eq 
mit der Ecke E^ die Gegenebene E^ 
schneiden y $0 sind x^, x^, x^ zu- 
gleich die Dreieckskoordinaten des 



Pig 809 b. 

linie von Ej und TT4 ist. Ebenso 
ist t^ die Schnittlinie von E^ mit 
E4®, der Verbindüngsebene der Ge- 
raden E4 X Eq mit -B4 (vgl. auch 
Fig. 307b; 309b). 

Analoges wie für die Kante e^^ 
gilt für die Kanten e^^ und e^^- 

Daher folgt mit Rücksicht auf 
§ 56, 9: 

Sind u^y u^y t«3, «4 die Tetra- 
ederkoordinaten einer beliebigen Ebene 
TT, und bedeuten TT4 und E4® (Fig. 
309 b) die Ebenen, tvelche die Schnitt- 
linien von TT und Eq in der Ebene 
E4 mit der Gegenecke E^ verbinden^ 
so sind H^y t«2, t/g zugleich die Drei- 
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Punktes P^ in hezug auf das Ko- \ flachshoordinaten der Ebene TT^ in 
ordinatendreieck E^E^E^ und den\hezug auf das Koordinatendreiflach 



Einheitspunkt J?/; und nach § 56, 10 
die Dreiflachskoordinaten der Ver- 
bindungslinie des Punktes P mit 
der Ecke J?^ in bezug auf das Drei- 
kant e^^^^^e^^ und den Einheits- 
strahl E^Eq, 

Für alle Punkte x^, x^y x^, x^ 
einer durch die Ecke E^ gehenden 
Geraden haben daher die Verhält- 
nisse x^: x^: Xg dieselben Werte. 

16. Funkte in einer Seitenfläche und Ebenen duroh eine 
Ecke. Mit den besonderen Annahmen P ^ P^ und TT = TT^ folgt aus 
§57,16: 

Für eine Ebene w^, u^, Wj, durch 



E1E2E3 und die Einheitsebene E4®; 
und nach § 56, 10 die Dreiecks- 
koordinaten der Schnittlinie der 
Ebene TT mit der Ebene E4 in be- 
zug auf das Dreieck «14^24^84 ^^^ 
den Einheitsstrahl E4 X E^,. 

Für alle Ebenen w^, Wg, Wj, u^ 
durch eine in der Ebene E4 liegende 
Gerade haben daher die Verhält- 
nisse u^iu^: Uq dieselben Werte. 



Für einen Punkt x^j x^, x^y 
in der Ebene E^ (vgl. § 57, 7) sind 
die drei Tetraederkoordinaten x^^x^, 
x^ zugleich Dreieckskoordinaten im 



die Ecke E^ (vgl. § 57, 7) sind die 
drei Tetrasderkoordinaten u^,u^,u^ 
zugleich Dreiflachskoordinaten im 



System E^E^E^, E^. \ System EjE^Ej, E/. 

17. Übergang von der Harmonikaiebene auf die Harmonikale. 
Bringt man die Sätze von § 57, 16 und 16 mit der Gleichung (24), 
sowie mit § 28, (24) in Verbindung, so ergibt sich: 

Durcfdäuft ein Punkt P die Verbindungslinie der Ecke E^ mit 
einem beliebigen Punkt P^ der Gegenfläche E4 (Fig. 308 a), so dreht sich 
die Harmonikaiebene tl des Punktes P um eine Gerade, die in der 
Ebene E4 liegt und die Harmonikale des Punktes P4 in bezug auf das 
Dreieck E^E^E^ ist. 

§ 58. Gleichungen von Punkten und Ebenen in Tetraederkoordinaten. 

1. Bedingung der vereinigten Lage. Beim Übergang von den 
homogenen gemeinen Koordinaten o?, y, z, t und u, v, w, s zu den 
Tetraederkoordinaten x^^ x^, x^, x^ und u^, u^, «3, u^ findet nach 
§ 57 (5) die Beziehung statt: 

(1) ux + vy -\- WZ + st = u^x^ + u^x^ + u^x^ + u^x^. 

Mit Rücksicht auf § 47, 4 folgt daher die für den Zusammen- 
hang zwischen Punkt- und Ebenenkoordinaten wesentliche Eigenschaft: 

Ein Punkt und eine Ebene mit den Tetraederkoordinaten x^, x^. 
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§ 58, 2—8. 



iTj, x^ und u^y t«2, u^y u^ liegen immer dann und nur dann vereinigt, 

wenn: 

(2) u^x^ + u^x^ + Wg^» + w^a:^ =- 0. 

2. Die Gleichungen der Ebene und des Punktes. Je nachdem 
man daher u^y u^y u^, u^ als fest und x^y x^j x^, x^ eüa veränderlich 
ansieht oder umgekehrt^ ergeben sich die beiden Hauptsätze (§ AI, 3): 

Sind x^y x^y x^y x^ die Koordi- 
naten eines Punktes, so ist:''^) 



Sind u^y Wj, u^y u^ die Koordi- 
naten einer Ebene, so ist:^^) 

(3) Uj^x^ + u^x^ + u^x^ + u^x^=^0 

die Gleichung der Ebene in laufen- 
den Punktkoordinaten x^yX^yX^, x^. 
Umgekehrt sind die Koeffizienten 
der Gleichung (3) einer Ebene stets 
zugleich deren Koordinaten. 



(3') XiU^+X^U^+X^U^ + X^U4^ = 

die Gleichung des Punktes in laufen- 
den Ebenenkoordinaten %, Wg, Wj, w^. 
Umgekehrt sind die Koeffizienten 
der Gleichung (3') eines Punktes 
stets zugleich dessen Koordinaten. 

3« Verkürzte Gleichungen von Ebenen und Punkten. Die 

Koordinaten x^y x^y x^y x^ = 0, 0, 0, 1 der Ecke E^ (vgl. § 57, (16)) 
genügen immer dann und nur dann der Gleichung (3), wenn u^ = 
ist, also mit Zufügung des dualen Satzes (§ 40, (14); (15); §47,(8)): 



Eine Ebene geht immer dann 
und nur dann durch die Ecke E^ 
des Koordinatentetraeders, wenn ihre 
Gleichung die Form hat: 

(4) u^x^ + u^x^ + WgOJj = 0. 

Ebenso folgt: 

Eine Ebene geht immer dann 
und nur dann durch die Kante 
e^^ = E^E^ des Koordinatentetra- 
ederSy wenn ihre Gleichung die 
Form hat: 

(5) U^X2 + ^8^3 = 0. 



Ein Punkt liegt immer dann 
und nur dann in der Ebene E4 des 
Koordinatentetraeders y wenn seine 
Gleichung die Form hat: 

(4') x^u^ + x^u^ + x^Uq = 0. 

Ein Punkt liegt immer dann 
und nur dann auf der Kante b^^ = 
El X E4 des Koordinatentetraeders, 
wenn seine Gleichung die Form hat: 



(50 



X9 Utt -J" Xq Ua v« 



3**S 



Hieran schließen sich unmittelbar in Übereinstimmung mit § 57, 1 3 
die Bemerkungen: 



Die Verbindungsebene eines be- 
liebigen Punktes x^y x^^y x^y x^ 
mit der Kante e^^ = £23 ^^ *** laufen- 
den Punktkoordinaten die Gleichung: 

\P) x^ : x^ = x^ : ^3 • 



Der Schnittpunkt einer beliebigen 
Ebene u.^, u^y u^y u^ mit der Kante 
s,A = 633 hat in laufenden Ebenen- 



14 



koordinaten die Gleichung: 

(6') Wg : Uj = u^^ : u^. 



§ 68, 4—6. 
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Die OleichuDg der Seitenfläche 



E;t ist: 



(7) 



x^ = 0. 



Die Gleichung der Ecke E^ 
Qc = 1, 2, 3, 4) ist: 

(7') 



% = 0. 



4« Identität zwisohen den Gleichungen von zwei Ebenen oder 
zwei Funkten. Der Umstand, daß die Verhältnisse der vier Tetra- 
ederkoordinaten einer Ebene oder eines Punktes in umkehrbar ein- 
deutiger Beziehung mit der Ebene oder dem Punkte stehen (vgl. § 57, 
2; 4) findet wiederum seinen Ausdruck in dem Satze (vgl. § 51, 1): 



(8) 



Die beiden Ebenen: 
X = u^x^ + u^x^ 
+ ^i^s + w^^r^ =• 0, 

+ MjCDarj + u^^'^x^ « 

faMen immer dann und nur dann 
zusammen^ wenn eine Identität von 
der Form: 

(9) AX + AiX, = 

besteht 



(8') 



Die beiden Punkte: 
U= x^u^ + x^u^ 

faUen iminer dann und nur dann 
zusammen, wenn eine Identität von 
der Form: 

(9') AC^+Ajüi ==0 

besteht. 



5. Unterdeterminanten aus den KoefiGLzienten der Gleichungen 
zweier Ebenen oder zweier Punkte. Dieselben Sätze können auch 
so ausgesprochen werden (§ 51, 2): 

Die beiden Ebenen (8) fallen zu- Die beiden Funkte (8') fallen 



sammen, wenn die Matrix der Koeffi- 
zienten verschwindet, also: 



(10) 






u 



s 



u 



8 



Wx 



.(1) 



Wg^*' Wj^^) W4 



(1) 



= 0. 



Man könnte die Bedingungen 

(10) als die Gleichungen der Ebene 
u^^^ in Ebenenkoordinaten u^ be- 
zeichnen, da sie mit (vgl. (14)): 

(11) (.«» = «,«, Ä = l,2,3,4 

gleichbedeutend sind. 

Ist die Bedingung (10) nicht 
erfüllt, so haben die beiden Ebenen 
(8) eine Gerade gemein und die 
Unterdeterminanten : 



zusammen, wenn die Matrix der 
Koeffizienten verschwindet, also: 



(loo 



X, 



Xe 



tt/t 



X, 



= 0. 



1 •''2 '^9 -^4 

ic/i) irj(^) x^^') x^^) 

Man könnte die Bedingungen 
(10') als die Gleichungen des Punktes 
x^^^ in Punktkoordinaten x^ bezeich- 
nen, da sie mit: 

iir)QX, = x,W, * = 1,2,3,4. 

gleichbedeutend sind. 

Ist die Bedingung (10') nicht 
erfüllt, so haben die beiden Punkte 
(8') eine Verbindungslinie und die 
Unterdeterminanten: 
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§68, 


6 7. 


**' «,(1) uW 




1 

k l 


sind die Ächsenkoordinaten der Ge- 


sind die Strahlenkoordinaten der 


raden, 




Linie, 



auf die wir in § 59^ 1 zurückkommeii. 

6. Identität zwisohen den Gleichungen von drei Ebenen und 
drei Funkten. In derselben Weise wie in § 51, 3 gelten die Sätze: 



Die drei Ebenen: 



(12) 



Xj = U^^^^X^ + M, 



2 



(1) 



X^ 



2 



+ u^^'^x^ + u^(')x^ = 0, 

X^ = u^^^^x^ + Wa(2)^g 
+ <'^x, + u.^'^x, = 

gehen durch eine Gerade, wenn eine 
Identität von der Form: 

(13) IX+X,X, + X,X,=^0 
besteht. 



(12') 



Die drei Punkte: 
U = x^u^ + x^u^ 

tiefen aw/* einer Geraden, wenn eine 
Identität von der Form: 

(13-) kü + k,U^ + X^U, = 
besteht 



7. Unterdeterminanten auB den Koeffizienten der Gleichungen 
dreier Ebenen oder dreier Funkte. Dieselbe notwendige und hin- 
reichende Bedingung kann wie in § 51, 4 in die Form gekleidet 
werden: 



Die drei Ebenen (12) gehen 
durch eine Gerade, wenn die Matrix 
der Koeffizienten verschwindet, also: 



(14) 



Die drei Punkte (12') liegen in 
einer Geraden, wenn die Matrix 
der Koeffizienten verschwindet, also: 



= 0. 



«1 


«2 


% 


u^ 






rci 


X^ 


Xg 


^4, 


«^(l) 


«,<»> 


«,(') 


M,(l) 


-0. 


(14-) 


i»i(i) 


x,W 


x,^'^ 


x^^) 


M^W 


«»(*) 


w,'*' 


M,(») 






ic/«) 


:c,(') 


^s^*' 


x^^ 



Bei gegebenen %(^) und m^(*) ist (14) die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß die veränderliche Ebene u durch die 
Schnittlinie der gegebenen geht oder: 

Die Bedingungen (14) sind zu- Die Bedingungen (14') sind zu- 
gleich die Gleichungen der Schnitt- gleich die Gleichungen der Verbin- 
dungslinie der beiden Punkte Xj^^^ 



linie der beiden Ebenen u^^^^ und u^.^^^ 
in laufenden Ebenenkoordinaten Uj^ 
(Tgl. § 59, (12)). 

Ist die Bedingung (14) nicht 



und Xj^'^^ in laufenden Punktkoordi- 
naten Xj^ (vgl. § 59, (10)). 

Ist die Bedingung (14') nicht 



§ 58, 8—9. 
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erfüllt, so haben die drei Ebenen 
(12) einen Punkt gemein, und die 
dreireihigen ünterdeterminantender 
Matrix sind dessen Koordinaten. 



erfüllt, so haben die drei Punkte 
(12') eine Ebene gemein, und die 
dreireihigen Unterdeterminanten der 
Matrix sind deren Koordinaten. 



8. Gleichung des Ebenenbüsohels oder der Punktreihe. An 
die Identität (13) knüpft sich wiederum die Darstellung des Ebenen- 
büschels. Die grundlegende Beziehung (1) gibt auf zwei Ebenen mit 
den beiderseitigen Kootf*dinaten w^, v^, w^, s^] u^^^\ u^^^\ u^^^\ u^j^^^ und 
^2, v^, w^, 53 ; w/^), Wj^*), u^^% M^^*) angewendet: 



(15) 



damit aber folgt auch die Übertragung der Sätze § 47, 11 auf Tetra- 
ederkoordinaten : 



X, = 



(16) X, = 0, 

in (12) die Gleichungen der beiden 
Grundebenen F^, F^ eines Ebenen- 
büsohels, so ist die Gleichung der 
laufenden Ebene 12 des Büschels: 



(17) 






f» 






0; 



hier ist x^, x^, x^, x^ ein zur Be- 
stimmung der Einheitsebene Fq ge- 
gebener Punkt, sind X^®, X^ die 
für ihn gebildeten Ausdrücke X^, Xg, 
und bedeutet ft das Doppelverhältnis: 

(18) /i = (F,Fgi7Fo). 



Sind:'^) 
(16') Ui^O, U, = 

in (12') die Gleichungen der beiden 
Grundpunkte G^, G^ einer Punkt- 
reihe, so ist die Gleichung des laufen- 
den Punktes P der Punktreihe: 



(17') 






hier ist u^, u^, u^^, u^ eine zur 
Bestimmung des EinJieistpunktes Gq 
gegebene Ebene, sind U^^, U^^ die 
für ihn gebildeten Ausdrücke U^^U^, , 
und bedeutet fi da^ Doppelverhältnis: 

(180 ii-'iG.G.PG,). 



Die Gleichung (17) enthält entsprechend § 47, 11 von den in 
ihr vorkommenden Tetraederkoordinaten je nur die Verhältnisse. 
Schreibt man (17) und (17') in der kürzeren Form: 

(19) X,-^X, = 0, i(19') U,-iiU,^0, 

so ist fi schlechthin das multiplizierte Teilungsverhältnis, nach dem 
die Ebene 77 den Winkel von F^ und F^ und der Punkt P die Strecke 
G^G^ teilt: 

9. Farameterdarstellung des Ebenenbüsohels und der Punkt- 
reihe. Im Anschluß an (19) und (19') ergibt sich dann nach § 58, 2: 
Sind W;t(^) und u,^^^ (Ä = 1, 2, 3, 4) | Sind x^^"-) und x^^^) (k = 1, 2, 3, 4) 
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§ 68, 10—11. 



die Koordinaten der beiden Grund- 
ebenen eines Ebenenbüschds, so sind 
die Koordinaten der laufenden Ebene 
des Büschels mit einem Proportio- 
naiitätsfäktor q in der Form dar- 
steUba/r:^) 
(20) pw,»w,(^)-^t,,(«). 



die Koordinaten der beiden Grund- 
punkte einer Punktreihe, so sind 
die Koordinaten des laufenden Punk- 
tes der Beihe mit einem Proportio- 
naiitätsfäktor q in der Form dar- 
stdlbar: 

(20-) pa;, = ar,«-pa;,W. 

Durch Elimination von q und ft ergebefti sich wieder die Be- 
dingungen (14) und (14'). 

10. Identität zwisohen den Gleichungen von vier Ebenen 
oder vier Funkten. Wie in § 51, 6 folgt wiederum: 



(21) 



Die vier Ebenen: 

( X ^ u^x^ + u^x^ + u^x^ 

-\-u^x^ ^ 0, 

Xi =- u^^^^x^+u^^^^x^+u^^^h^ 
+w,(%,«0, 

X^ = Uj^^^x^ + u^^^^x^+u^^^h^ 
+u^(^)x, = 0, 

X,^u,(')x,+u,^^^x,+u,(^)x, 
+u^i^)x^ « 

gehen durch einen Punkt, wenn eine 
Identität von der Form: 

. besteht. 



(21') 



(22) 



Die vier Punkte: 

+ «4 «4 = 0, 

+374(1)«, = 0, 
Ui = a;iWMi+a;8WM, + a;j(%5 

+a;4<*>«4 = 0, 
D8 = a;i<»S+a;,('')Ms+a;,<%8 

liegen in einer Ebene, wenn eine 
Identität von der Form: 



(22') 

besteht 

Koeflisienten der Gleioliungen 



!!• Die Determinante der 
von vier Ebenen oder vier Punkten. Dieselbe notwendige und hin 
reichende Bedingung kann auch in die Form gekleidet werden (§51, 5): 
Die vier Ebenen (21) geJien durch Die vier Punkte (21^) liegen in 
einen Punkt, wenn die Determinante einer Ebene, wenn die Determinante 
der Koeffiaienten versdiuindet, also: der Koeffizienten verschunndet also: 



(23) 



Ml«») 
«/') 
M^C) 



H,(») 



M. 



<<3 



(1) 



M,<») 



tV*)| 

«4W' 



=-0. 



I 



(23') 



I ^1 

kW 

■ar.<») 



a:,<») 



^3 

:c,(') 



*4 

x^(*) 
x,i»\ 



= 0. 



Dies i^ tntgleich die Gleichung Dies ist zugleich die Gleichung 
des Sclmittputtktes da' drei Ebenen \ der Vaf1>indut^s^>ene dar drei Punkte 



§ 68, 12—13. 
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^ic^\ ^jc^\ ^k^^^ *^ Zaw/emfew Punkt- 



Jcoordinaten Xj^, 



^k^^^f ^k^^\ ^k^^^ *** lo^ufenden Ebenen- 
koordinaten u^, 

12. Gleichungen des Bündels und Feldes. Aus den Identitäten 
(15) folgt ferner nach § 56, (25); (25') unter Hinzufügung der dualen 
Sätze (vgl. §53, 1; 2): 



Sind: 
(24) Xi = 0, Xj = 0, Xg = 



Sind: 
(240 ü, = 0, U^^O, Ü3 == 



in (21) die Gleichungen der drei : in (21') die Gleichungen der drei 
Gru/ndebenen F^, Fg, Fg eines Ebenen- j Grundpunkte eines TunkifeldeSy so 
bündelSy so ist die Gleichung der ist die Gleichung des laufenden 



laufenden Ebene TL des Bündels: 

(25) ^1^0+ ^2X^0 + f*8xfo = 0, 

und sind die Gleichungen des laufen- 
den Strahles p des Bündels: 



JLt 2La JLm 



v^ : V 



8* 



(26) ^0 • x,o • x/ 

Hier ist x^^, x^, x^y x^ ein 



Punktes des Feldes: 

1 So 

und sind die Gleichungen des laufen- 
den Strahles p im Felde: 



(26') 






Hierbei ist w^®, w^®, u^% u^ eine 
zurBestimmungdesEinheitsstrahles zurBestimmungdesEinheitsstrahles 
g^ im Bündel gegebener Punkt, und g^ gegebene Ebene, und haben die 



haben die Parameter (iiy (i^, [i^ und 
^ij ^2? ^8 ^^® Bedeutung der in 
§ 56, 9 als Doppelverhältnisse defi- 
nierten Dreiflachskoordinaten u^y 



Parameter fii^ ii^, (i^ und v^yV^, v^ 
die Bedeutung der in § 28, 14 als 
Doppelverhältnisse definierten Drei- 
eckskoordinaten x-^y x^y x^ und w^, 



tij, Wg und x^y x^y x^ im Bündel m^, Wg in der Ebene (vgl. (17') und 
(vgl. (17) und (18)). j (18')). 

Kommt es auf einen konstanten Faktor der Parameter nicht au, 
so kann man die Gleichungen (25) und (26) in der einfacheren Form 
schreiben: 



(27) ^iXi + [L^X^ + /[igXg = 0, 

(28) Xi : Xg : Xg = Vi : 1/2 • ^8- 



(27') ftiüi+^J72 + ftgC/g = 0, 

(28') ü,:U^iU^ = v,:v,:v^, 



13. Parameterdarstellung des Bündels und Feldes. Aus (27) 
und (27') folgt dann wie in § 58, 9:^07) 



Sind Uj^^\ Uj^^\ Uj^^) die Ko- 
ordinaten der drei Grundebenen eines 
EbenenbündelSy so sind die Koordi- 
noiten der laufenden Ebene des Bün- 



Sind x,(^)y Xj^^)y :r,(«) (A = 1, 
2, 3, 4) die Koordinaten der drei 
Grundpunkte eines ebenen FeldeSy 
so sind die Koordinaten des laufen- 



8 tan de, analyt. Geometrie. 
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dels von der Form: 



§ 59, 1—2. 



(2) 






den Funktes des Feldes von der 
Form: 



(290 { 



+ fts^/" 






§ 59. Die Tetraederkoordinaten der geraden Linie. 

1. Definition der AohBen- und Strahlenkoordinaten. Mit der- 
selben Begründung, die in § 48, 1; 2 gegeben wurde, sprechen wir 
auch mit bezug auf ein Koordinatenteiraeder die schon § 58, 5 er- 
wähnte Definition aus:^®') 

Ist eine Gerade als Schnittlinie | Ist eine Gerade als Verbindungs- 
zweier Ebenen u^^^\ u^^^\ u^^^\ u^^ linie zweier Punkte x^^^\ x^^'^\ x^^^\ 

x^^^^ und x^^^\ x^^^\ x^^^\ x^^^ gegeben^ 
so verstehen wir unter den Strahlen- 
Icoordinaten der Geraden die sechs 
Größen: 

i P2Z - ^2^'W^ - ^,^'W^'. 
Pl2 = ^l^'W^ - ^2^'W^'. 
P2A - ^2^'W^ ~ ^,^'W^: 



(1) 



^81 = W,^^^!*!^-^ - W/1)W8(2) 



(10 



(2) 






und Ui^^\ u^^^\ u^^^\ u^^^ gegeben, so 
verstellen wir unter den Achsen- 
Icoordinaten der Geraden die sechs 
Größen: 

= M^(l)Mj(ä) _ 
it. = <'W^ ■ 

Wir wenden neben der Bezeichnung mit zwei Indizes j^, und p^, 
die Bezeichnung mit einetn Index in dem Sinne an, daß wir die sechs 
Variationen ohne Wiederholung: 

(2) 23 31 12 14 24 34 

mit laufenden Nummern: 

(3) 12 3 4 5 6 

bezeichnen, also z. B. ^3^ = gg; Pi4: = Pi- ^i^ ^ ^"^ ^ bezeichnen wir 
die Nummern Icomplementärer Variationen, die zusammen alle vier 
Zahlen 1, 2, 3, 4 enthalten; z. B. für fc = 3, fc = 6 (§ 57, 7). 

2. Die Identität zwischen den seohB Koordinaten der Linie. 

Wie in § 48, 3 folgt auch jetzt: 

Zwischen den sechs Achse^i- \ Zwischen den sechs Strahlen- 
koordinaten einer Geraden besteht koordinaten einer Geraden besteht 



§ 59, 8—4. 
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die Identität: 

Q = Qasiu + iii9u 

K + 2l2«84 = 



(4) ( 



oder 

(5) Q = QiQi + ii% + 28«6 = 0. 



die Identität: 

i -P = PkPu + PiiPu 

+ PiiPai = 



(4') I 
oder 

(5') F^p^p^ + ^2^5 +i>8i>6 = 0. 

umgekehrt sind sechs Größen, die durch solche Relation ver- 
bunden sind, die Koordinaten einer Geraden. 

3. Beziehung zwisohen den Achsen- und Strahlenkoordinaten 
derselben Geraden. Zwischen Achsen- und Strahlenkoordinaten der- 
selben Geraden besteht wie in § 48, (10) die Proportion : ^^) 

\y) 9^28 • Q.%1 • ^12 ' 2l4 • ä'24 • 9^84 "^ Pl4 ' JP24 * jP84 * J?28 * Pzi * Vx% 

oder 

(7) Qi'Q2'Qfi'Qi'Q5' Qs '-P4. 'Pb 'Pe'Pi 'Pi-Pz- 

Mit der in § 59, 1 eingeführten Bezeichnung können wir statt (7) 
mit einem Proportion aliiätsfaktor q schreiben: 

(8) Q-ik = Pi, * = 1,2, 3, 4, 5, 6. 

4. Die Hauptgleichungen einer durch ihre Koordinaten ge- 
gegebenen Geraden in Punkt- und Ebenenkoordinaten. Wie in 
§ 48, 8 ergibt sich: 

Hat eine Gerade die StraMenkoordinaten pj^ und q^, so sind die 
Gleichungen der Geraden in PunMkoordinaten (die Gleichungen ihrer 
Verbindungsebenen mit den vier Ecken E^yE^^E^, E^ des Koordinaten- 
tetraeders) : 

q^x^ - q^x^ + q^x^ = 0, 

^i^3-&^i + fe^4 = 0, 

q^x^ — q^x^ + q^x^ = 0, 

-54^i-fe^2-9'6^8 = 0, 

und die Gleichungen der Geraden in Ebenenkoordinaten (die Gleichungen 
ihrer Schnittpunkte mit den vier Ebenen E^, E^, E3, E^ des Koordinaten^ 
tetraeders): 



(9) 



oder (10) 



Ä^2— i^6^8+JPl^4 = 0, 
i^4^8-i^6^1+Ä^4 = 0, 
P6^1--P4^2+P8^4 = 0, 

Pl*^l i^2*^2 Ps*^» "^ ^? 



(11) 



PS^2—P2'^3+P^^4.= ^7 
Ä%—i>8 «^1+^5^4=0, 

P2^h —Pl ^2 + ^6^4 = 0, 

■p^U^-Ps^2—P(i^3-^7 



oder (12) 



q^u^-qQU^ + q2U^ = 0y 
gg^i — ^41*2 + ^3^/4 = 0, 

— ^1% — ^2% — ^8% = 0- 



Die Gleichungen (10) und (12) sind die entwickelte Form der 
Gleichungen § 58, (14') und (14). 

21* 
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§ 69, 5—7. 



Die Koordinaten w^, Wg, Mj, M4 
der Verbindungsebenen der Geraden 
mit den vier Ecken sind daher: 



(13) 






: it' 


q» 


:«*, 


-9i' 


0: 


• ii- 


fe- 


Qi- 


81 


: 0; 


:2e, 


-?*: 


«6 


:-3«: 


; 0. 



Die Koordinaten x^, x^, x^, x^ 
der Schnittpunkte der Geraden mit 
den vier Seitenflächen sind daher: 



(130 





-p» 

-Pi. 



P» 


-Pi 
-Pi 



-Pi-Pi, 
Pi -Pi, 

— p^-.O. 



6. Abhängigkeit der vier Oleiohimgen (9) oder (11). Die Deter- 
minanten der vier Ebenen (9) oder (13), bezfiglicli der vier Punkte 
(11) oder (13') sind mit Rücksicht auf (6) und (ö^: 



3j — ft «4 

9-2 - «1 3g 
— «4 — fiTs-äe 

= («1 94. + Qii6 + «8 ««)* = 0. 









-Pa 

Pi—Pi 
-Pi-P& 



Pi 

Pi 


Pe 



Pi 
Pi 

P6 





= iPlP4. + PsPs + PiPt)' = 0. 



Bei einer schiefen Determinante vierten Grades, die verschwindet, 
sind aber stets auch alle TJnterdeterminanten dritten Grades NulL 
(Anm. 1, IV, 7.) Daher folgt (§ 48, 4): 

Jedes der vier Systeme von vier Gleichungen (9) bis (12) gählt, 
wenn die p^ tmd q^. gegebene Linienkoordinaten sind, nur für zwei un- 
ahhängige Gleichungen. 

6. Vereinigte Iiage einer Geraden mit einer Ebene oder einem 
Punkt (vgl § 58, (2)). 



Die Gleichungen (9) und (10) 
sind zugleich die Bedingungen der 
vereinigten Lage des Punktes x^ und 
der Geraden p^, q^. 



Die Gleichungen (11) und (12) 
sind eugleidi die Bedingungen der 
vereinigten Lage der Ebene u^ mit 
der Geraden p^, q^. 



7. Schnittpunkt einer Geraden mit einer Ebene, Verbindnngs- 
ebene mit einem Funkt. Wie in § 48, 11 folgt: 

Der Schnittpunkt der Ebene u^ \ Die Verbindut^sebene des Punk- 
mit der Geraden q^ hat die Koordi- ' tes x^ mit der Garaden p^ hat die 
naten: i Koordinaten: 



(14) 



(>^8= fe«l-«4«*2+&W4; 

.9^4 = — 3i^-^2Wa — &«*8- 



I (140 




P^^Z—P6^1+P2^4.7 



[ ^«4 = -p^X^ -PiX^ -i>S^8 



§ 69, 8—9. 
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Der Schnittpunkt wird unbe- 
bestimmt; wenn mit (12) Gerade 
und Ebene vereinigt liegen. 



Die Verbindungsebene wird un- 
bestimmt, wenn mit (10) Oerade 
und Punkt vereinigt liegen. 



8. Vereinigte Lage zweier Geraden. Wie in § 48, 12 gilt 
der Satz (vgl. § 59, (8)): 

Die Bedingung der vereinigten Lage zweier Geraden mit den K(h 
ordinaten pj^, qj^ und p^j q^ (die Bedingung, daß sie sieh schneiden), 
lautet: 

6 6 

? Pk^k == oder ^k qjjp^' « oder 
1 1 

6 6 

^fPkPk'^0 oder ^gtgs'^O. 



(15) 





9. Projektion einer Geraden aus einer Ecke des Koordinaten- 



tetraeders auf die Gegenfläohe. 

Eine Gerade sei durch zwei 
Punkte Pi = x^^^\ x^(^\ x^^^\ x^^^ 
und Pj .= x^^\ x^^^\ x^^\ x^^) ge- 



Eine Gerade sei durch zwei 
Ebenen n^ = m/^), uj^'^\ u^^^\ u^"^ 



und n^ = Mi(«), u^^\ u.<\ w/8) 



"8 7 **s ; 




Fig. 81 Oa. 



geben, so daß ihre Strahlenkoordi- 
naten pj^ die ünterdeterminanten 
der Matrix: 

l^i(i) x^^^) x^^^) x^^) 



x,^') 



x,^') 



x^^^) x^^) 



sind. Die Schnittlinie jp' der Ebene 
n^E^P^P^ mit der Ebene E^ 
(die Projektion der Geraden p aus 




Fig. 810 b. 

geben, so daß ihre Achsenkoordi- 
naten q^ die Unterdeterminanten 
der Matrix: 

Wi(l) 1*2(1) ^3(1) W^(l) 
<'^ <^^ ^B^'^ <^^ 

sind. Die Verbindungslinie q' des 
Punktes P = E^ X 77^ X TZ^ (vgl. 
Fig. 310 b) ist dann die Schnitt- 
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§ 69, 10. 



E^ auf E4 , Fig. 3 10 a ) ist dann die Ver- 
bindungslinie der Punkte P^ = Xi^^\ 
^2^^\ ^B^^\ und P/ = x,^'\ x,^^\ 
^s^'\ (vgl. § 57, 16); ihre Strahlen- 
koordinaten sind die ünterdeter- 
minanten der Matrix: 

, ^, I rr.(^) ^o(^) rr«(^) 
(16) 



^i(*) 



x,^'^ 



x,(') 







Es folgt daher mit Rücksicht 
auf § 29, (10'): 

Von den sechs Strahlenkoordir 
naten pj^ einer beliebigen Geraden p 
in bezug auf das Tetraeder E^E^E^E^ 
sind PiyPif l>8 zugleich die Dreiecks- 
Koordinaten %, Wg, ^3 derjenigen Ge- 
raden p\ in der die Ebene E^ die 
Ebene E4 schneidet (der Projektion 
aus E^ auf E4). 

Für alle Strahlen p einer durch 
die Ecke E^ gehenden Ebene TL hohen 
daher die Verhältnisse Piip^- P^ 
dieselben Werte. 



linie der Ebenen 11^' = u^^^\ u^^^\ 
M,(% und 77/ = m/»), W2<'>, «8^*^, 
(vgl. §57, 16); ihre Achsenkoordi- 
naten sind die Unterdeterminanten 
der Matrix: 
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<'^ 
V^) 








Es folgt daher mit Rücksicht 
auf § 56, (16): 

Von den sechs Achsenkoordinaten 
qj^ einer beliebigen Geraden q in 
bezug auf das Tetraeder E^E^E^E^ 
sind q^, q^j q^ zugleich die Drei- 
flachskoordinaten a?i , ^3 , ^8 derjenigen 
Geraden q\ welche den Schnittpunkt 
E^Xq mit der Ecke E^ verbindet. 

Für alle Strahlen qj^ durch einen 
in der Ebene E^ liegenden Punkt 
P haben daher die Verhältnisse 
Qi' Qi' Qb dieselben Werte. 
10. Gerade in einer Ebene oder durch eine Ecke des Koordi- 
natentetraeders. Mit der besonderen Annahme p = p' und q = q 
folgt aus § 59, 9 mit Berücksichtigung von (16) und (16'): 

Für eine Gerade p^ in der Ebene | Für eine Gerade q^ durch die 
E4 verschwinden p^,PsfPef 'jährend 1 Ecke E^ verschwinden q^, q^, q^, 
Piy P2} Pz ^^gl^i(^^ di^ Dreiecks- während q^^q^^q^ zugleich die Drei- 
koordinaten der Geraden in der Ebene ; fla^hskoordinaten des StraMes im 
sind \% 49, 3; 4). i Bündel sind (§ 49, 6; 11). 

Die Gleichungen der Geraden \ Die Gleichungen der Geraden 

I 

sind dann nach (10) in Punktkoordi- 
naten des Raumes: 

^4 = 0, 

und nach (11) in Ebenenkoordi- 
naten : 

u^ i U2 '. u^ = p^ i P2 '. p^ == 

P2B ' Pbi ' P12 



(17) 



(18) { 



sind dann nach (12) in Ebenen- 
koordinaten: 

^4 = 0, 

und nach (9) in Punktkoordinaten: 



(17' 



)( 



(18') 



^1 • ^2 • *^8 — ö'l • 9^2 * ^8 — 
Q.2B • QbI • ^12' 



§ 69, 11. 
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Liegt die Gerade in der Ebene | Geht die Gerade durch die Ecke 



El, E2 oder Eg, so tritt für (18) ein: 



(19) 



u^ i u^ i u^ = p^ : Pq ' P2 

== Pu ' JP43 • Psi y 

u^ :u^ :ti^===Ps:-P4.'P3 

= P24: • Pil ' PlS • 



^1, E^ oder E^, so tritt für (18') 
ein: 

x,2 : x^ : x^ == q^ : 85 • ö'i 

iz^3 : a;^ : Ä?4 = ^4 : ?6 * ^2 

"= 3'l4 • ^'43 • 9^31 ) 

x^ : X2 1 x^ == q^ : Q^' Qs 

^^ 3'24 • Ö'il • 2l2 • 



(19') 



An Stelle von (18) und (18') kann man auch sagen (Fig. 311a; b): 



Ist u^, u^^y u^y u^ irgend eine 
Ebene^ die durch die in E^ enthaltene 




Ist x^y x^y x^y x^ irgend ein 
PunJcty der auf der durch E^ gehen- 



u^KU^u^ 



!/»;< 



Fig. 811a 



Gerade geht, so sind die Gleichungen 
der letzteren: 



(20) Wj : Wg : % r= Uj^ : u^^ : Wg^, 
(vgl. § 58, (6')). 




den Geraden liegt, so sind die Glei- 
chungen der letzterem: 

/ OA J /V» • /*» • /*» ___ /y>0*/ytO*/y<0 
l ÄV/ J U/.4 • U/a • tA/o **/< • «//Q • **/o y 

(vgl. § 58 (6); § 43, (4)). 
11. Strahlen- und Achsenkoordi- 
naten der £anten des Koordinaten- 
tetraeders. Für die Linienkoordinaten 
der Kanten ek=ek (vgl. §59, 1) des 
Koordinatentetraeders ergibt sich aus 
(1) und (1'), indem man die Kanten als 
Verbindungslinien zweier Ecken oder 
Schnittlinien zweier Seitenflächen auf- -^ 
faßt und die Koordinatenwerte § 57^ 
(16), (16') benutzt (Fig. 312). Fi^. 312. 
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§ 69, 12. 



(21) 





Pl 


Pi 


Pl 


Pi. 


Pb 


Pi 


h 


1 

















c, 





1 














6$ 








1 











«4 











1 








% 














1 





«6 

















1 





2i 


9» 


«8 


?4 


«5 


9« 


^t 


1 

















«» 





1 














(21') H 








1 











h 











1 








h 














1 





«6 

















1 



12« Bedingungen für drei Gerade durch einen Punkt oder in 
einer Ebene. Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, daß 
drei gegebene Gerade p^^j, p^^j, p^^j sich paarweise schneiden, sind nach 
§ 59, 8: 

^ M Äi = 23, 31, 12. 

Die Geraden liegen dann entweder alle drei in einer Ebene oder 
gehen alle drei durch einen Punkt. 

Gehen die drei Geraden durch einen Punkt x^y x^, x^^ x^, so be- 
stehen nach (10) die zwölf Gleichungen: 

i>/^^i —p^^^i + W'^^4 = 0, 



(23) 



i = 1, 2, 3. 



Je drei mit i = 1, 2, 3 in einer dieser vier Zeilen enthaltene 
Gleichungen sind aber nur vertraglich, wenn die Determinante der 
Koeffizienten verschwindet Setzen wir zur Abkürzung allgemein die 
Determinante: 



(24) 



P,^'^P,^'>PJ'^ 



so ergibt sich unter Hinzufugung des dualen Satzes (vgL (11)):^^®) 

Wmn die drei Geraden p^^\ p^^\ ^ Wenn die drei Geraden p^^\p^\ 
|)(*) einem Stra/ilbündd angehären, p^^^ einem Strahlfeld angehören, so 
so bestehefi neben (22) nocli die Be- 1 bestehen fi€feew (22) noch die Be- 
dingungen : dingtifigen : 

,^561) = 0, (642) = 0, |(234) = 0, (315) = 0, 



i(453) = 0, (123) = 0. 



l(126) = 0, (456) = 0. 



§ 60, 1. 
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Diese Bedingungen sind notwendig. Hinreichend ist sclion eine 
geringere Zahl. Ist etwa p^^^ + (i = 1, 2, 3), sind von den vier 
Gleichungen (23) schon die zwei ersten hinreichend, damit der Punkt 
x^y x^, x^, x^ auf der Geraden jo^*) liege (§59,6). Dafür also, daß 
alle drei Gerade einen Punkt gemein haben, ist notwendig und hin- 
reichend, daß dieser den sechs Gleichungen genüge: 

Pb^'%-Ps^'^oc, + p,^'^x,^0, 

P^'^x^ - Pb^'^^1 + P,^'% - 0, P^^'% - Pe^'^^i + i>2^'^^4 = 0, 

P4^^^^3 —Pe^^^^i + ft^*^^4 '- 0. 
Die drei ersten Gleichungen (26) sind verträglich, wenn (561) = 0; 
die drei letzten, wenn (642) = 0; jene geben dann (Anm. 2, II, (10)): 



(26) 



(27) 















(oder mit 31 oder 12 für 23), diese aber ebenso: 
(28) 






Ps^'' P,^'^ 



p,(^) !,,(») 



p,(») p,iv 



p^w p,(») 



p,(») p,W 



Die Entwickelung der weiteren Bedingung, daß die beiden Werte 
x^ix^ in (27) und (28) gleich sind, liefert die Gleichung (22) mit 
hi = 23. Es sind dann die drei Bedingungen: (561) = 0, (642) = 
und (22) mit hi = 23 hinreichend dafür, daß die drei Geraden einem 
Bündel angehören. 

Wenn die drei Geraden einem Strahlenbüschel angehören, sind die 
Bedingungen (22), (25), (25') sämüich erfüllt. 



§ 60. Gleichungen in laufenden Linienkoordinaten. 

1* Gleichungen eines Punktes oder einer Ebene in laufenden 
Linienkoordinaten. 

Sind x^, x^j x^y x^ die Koordi- 



naten eines gegebenen Punktes, so 
haben alle durch ihn gehenden 
Linien nach § 59 (9) die Glei- 
chungen zu erfüllen: 

Ö2 = ^Slfl — ^1^3 + ^4^5 = 0, 

Ös = ^1^2 — ^2^1 + ^4^6 = 0, 

l Ö4 = -^1^4 - ^2^5 -^3^6=0. 



(1) 



Sind Wj, Wg? ^3^ ^4 <^i® Koordi- 
naten einer gegebenen Ebene, so 
haben alle in ihr liegenden Linien 
nach § 59 (11) die Gleichungen zu 
erfüllen: 

( Pi = u^p^ — u^p^ + u^p^ =- 0, 

A= ^3^1 — %ft + ^4Ä = 0, 
I Pg = u^p^ — U^Pi + U^Pq = 0, 

V P^=—UiP4^ — u^p^ — U^Pq = 0. 



(10 



I . 

f 



.\ 
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Dies sind daher die Gleichungen 
der Ebene (des Strahlfeldes) in Linien- 
koordinaten pj^ (vgl. § 58, (3)). 



Dies sind daher die (überzähligen) 
Gleichungen des Punktes (des StraMr 
bündeis) in Linienkoordinaten q^^ (vgl. 
§ 68, (3')). 

Die Gleichungen zählen für drei unabhängige, da identisch in den 
g^, bezüglich pj^: 

(2) x,Q, + x,Q, + x,Q, + x,Q,^0 \(2') u,P,+ti,P, + u,P, + u^P^^O, 

dagegen z. B. für x^ + die drei ersten Gleichungen (1) nach g^, ^5, q^ 
auflösbar und daher unabhängig sind. 
Da nun auch (vgl. § 59, 2): 

(3) chQi + Q2Q, + QzQ^ - ^^Q \(^1 PiPi+P2P2+PsPz = ^,P, 
so folgt alsdann aus den drei unabhängigen auch ^ = 0, bezüglich 
P = 0. 

Die vier Gleichungen (1) oder (V) zählen bei gegebenen Xj^ oder Uj^ 
für drei unabhängige (im Gegensatz zu § 59, 6, wo die pj^, q^ gegeben 
sind). Alle 00^ Werte der fünf Verhältnisse der q^ oder |)j, die drei 
unabhängigen Gleichungen (1) oder (1') genügen, genügen sowohl der 
vierten als auch der Bedingung ^ = oder P = 0. 

Daß die quadratische Relation ^ = oder P = zwischen den 
q^^ oder p^, hier in Fortfall kommt, entspricht dem Umstände, daß 
StraJdbihidel und Straldfeld lineare Liniengebilde sind im Gegensatz 
zum Liniefirauni, der eben wegen dieser Relation ein quadratisches 
Liniengebilde vorstellt (§ 60, 6). 

2. Determinantenform der Gleiolituigen eines Punktes oder 
einer Bbene. Ist der Punkt x^, x^, jTj, x^ durch zwei -Gerade q^^^ 
und g^^^ gegeben, die sich schneiden, so daß (§59,8): 

SO müssen diese selbst den Gleichungen (1): 

(5;^ ^^(/s - »'«ft + ^4?4 = 0, x^q^ — x^q^ + x^q^ == 0, ....... 

genügen also: 

x,q^^''-x,q,^'' + x,q^y''^0, x,q,^'' - x,q^^'' + x^q,^'^ ^ 0, 
{ x,q,^'' - x,q,^'' + x,q,^'' = 0, x,q,^'^ ~ x,q,^''+ r,g,<^) = 0, 

Durch Elimination der .r aus [O) und (6) fÄhrt man aber die 
q^^\ ^A*^ in i^o"^ ein und findet: 

/>*> Gkichungen eines Putdies (eines St$^aMbii$9dd^h der durch mcei 
sich schneidende Strahlen qs^^ und qf^^ gegd^en isU sind in laufenden 
I.in icnhnyrdinotcn : 



yS^\ 



• y ' 



§ 60, 8—4. 



331 



(7) 



3t ii 



■m 



Ebenso folgt dual: 



Qk'^' «/'^ qj'^ 

(2) «.(2) n (2) 



= 0, klm = 234, 315, 126, 456. 



Die Gleichungen einer Ebene (eines Strahlfeldes) , die durch zwei 
sich schneidende Strahlen p^-^ und p^^ gegeben ist, sind in laufenden 
Linienkoordinaten : 



{!') 



P 



m 



Pk Pi 

p^W pi^ pji^ 

.(8) «(«) n («) 



- 0, klm = 234, 315, 126, 456, 

(vgl. § 59, (24); (25')). 

3. Oleiohung der Gtoraden in LinienkooTdinaten. Die Gleichung: 

(8). qi^'^Pi + q^^'^P, + 3,'^>i>s + i^^'^P, + 35^'^Ä + ffe^'^Ä = 



6 

oder ^ g^(i)p^ = oder 
1 



6 




fgA(')gF=0 



wird nach § 59, 8 bei festen, der Bedingung: 

(9) q,mq,W + 3,(')fe(^ 4- qs^'W = 

genügenden Werten der Koeffizienten von allen Geraden pj^ erfüllt, die 
die Gerade g^^^) schneiden. Sie ist daher die Gleichung der Geraden qj^^^ 
in laufenden Strahlenkoordinaten Pi^.^^^) 

Die Koeffizienten der Gleichung sind die Koordinaten der Geraden 
(vgl. §58, 2). 

Da die laufenden Koordinaten pj^ neben (8) der Bedingung: 

(10) l?iP4 + i>2Ä + JPsPe = 

genügen müssen, so gibt es oo^ Gerade, die eine Gerade q^^^ schneiden. 
Durch zwei Gleichungen von der Form (8) sind die oo^ Geraden 
dargestellt, die zwei feste Gerade schneiden, durch drei Gleichungen 
von der Form (8) sind die oo^ Geraden dargestellt, die drei feste 
Gerade schneiden. 

4. Die Gleichungen der iEanten des Koordinatentetraeders. 

Da nach § 59, 11 die Koordinaten der Kanten des Koordinaten tetra- 
eders bekannt sind, so folgen die Gleichungen der Kanten: 



^1 — ^4 • ^2 — ^h • ^3 — ^6 



e^ — f j^ : 6i 



5 



'2 • 



^6 — ^8 • 



(11) 



S'i = 32 = 38 = 34 = 35 = 3s = 
li'4 = P5 = i'6 = l'i = |>, = 2^8 = 0. 
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5. Der lineare Komplex« Der Inbegriff aller oo' Geraden pj, 
die neben der Gleichung (10) einer linearen Gleichung von der Form: 

(12) aj^i + a^p^ + a^p^ + a^p^ + «5^5 + a^p^ = 

genügen^ heißt ein linearer Komplex}^^) 

Er ist ein allgemeiner linearer Komplex^ wenn die Koeffizienten- 
verbindung: 

(13) A = a^a^ + a^a^ + «s^^e 

nicht ist, dagegen ein spezieller linearer Komplex, wenn A = ist. 

Im letzteren Falle können die Koeffizienten als Achsenkoordinaten 
einer geraden Linie betrachtet werden, und der Komplex besteht aus 
allen Geraden, die diese schneiden. Die Gleichung (12) kommt dann 
auf die Form (8) zurück. 

Die Koeffizienten der Gleichung (12) heißen die Koordinaten des 
linearen Komplexes (Komplexkoordinaten). Ihre fünf VerMltnisse sind 
im Gegensatz zu den Koordinaten der Geraden ganz unabhängige 
Größen.112) 

6, Transversalen von vier Geraden. Eine Gerade pj^, die vier 
teste Geraden g^^^), q^^\ q^^^\ g^^^) schneidet, hat nach § 60, 3 den fünf 
Gleichungen zu genügen: 

Qi^'^Pi + ^2^'^P, + qz^'^P, + q,^ ^P, + gt^^'^P, + q,''^P, = 0, 

ii^'^Pi + a,^'^P2 + qz^'^Pz + a^'^p, + q,^'^P, + q,^'^p, == o, 

l qi^'^Pi + q,^'^P, + Qz^'^Pz + 2,^'^P, + ^5^'^i>5 + Qe^'^Pe = 0, 
(15) P1P4. + P2P6 + PzP6 = 0. 

Da dies vier lineare und eine quadratische Gleichung für die fünf 
Verhältnisse p^ 'P2'Pz-P4:'P5'P6 ^i^^? ^^ ergibt sich:^^*) 

Es gibt im allgemeinen zwei Gerade, die mit vier gegebenen Ge- 
raden vereinigt liegen (die beiden getneinsamen Transversalen der vier 
Geraden), 

Dieser Satz steht im Gegensatz zu den analogen Sätzen (§ 58, 11): 



(14) 



Es gibt im allgemeinen einen 
Punkt, der mit drei Ebenen ver- 
einigt liegt (den Schnittpunkt). 



Es gibt im allgemeinen eine 
Ebene, die mit drei Punkten vereinigt 
liegt (die Verbindungsebene). 



Daher gehört die Liniengeometrie im allgemeinen nicht in die 
Geometrie der linearen Gebilde. 

7, Hyperboloidisohe Lage von vier Geraden. Wenn vier Gerade 
im Räume so gelegen sind, daß jede der 00^ Geraden, die drei von 



§ 61, 1—2. 
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den Tier Geraden schneidet, auch die vierte schneidet, so sagt man, 

daß sie hyperboloidische Lage haben.^^*) Es muß dann jede Gerade ^j, 

die dreien von den Gleichungen (14) genügt, auch der vierten genügen. 

Die Bedingung für die hyperboloidische Lage von vier Geraden 

«»<'>, «*<*, ff*<^ «?*<*> ist: 

q^W n.W n.W 

q,W 



(16) 



q,W 

q,(») 
(*) 



9» 



ii'" S» 



(1) 
(») 
(») 
W 






2» 



25^*' 26 
25^*' 26 



(«) 



= 0. 



Sie entspricht den Bedingungen § 58, (14') und (14) dafttr, daß 
drei Punkte in gerader Linie liegen oder drei Ebenen durch eine 
Achse gehen. 



§ 61. Vier Ebenen und ihre Determinante. 

1. Die Gleiohnngen und die Determinante von vier Ebenen. 
Vier Ebenen E„ l = 1,2, 3, 4, seien durch ihre Gleichungen in Tetra- 
ederkoordinaten : 

Xj = a^iXi + OigiCj + «ija;, + a^x^ = 0, 

Aj = O^Xi + dgfX^ -f- ClsfXg + ^34^4 ^ "j 
^ A^ = d^X^ -j- d^X^ ~r öt^jj^Jj -p 0^44 i^4 '^^ ^ ) 



(1) 



oder: 



^*=2»*j^i = 



gegeben. Ihre Determinante: 



(2) 



A^ 



a^ 


«12 


«18 


«14 


«21 


«22 


«23 


«24 


«81 


«82 


«88 


«84 


«41 


«42 


«43 


«44 




hat 16 XJnterdeterminanten dritten 
Grades, die wir nach Anmerkung 1, 
ni, 2 mit -4jj, und 36 Unterdeterminanten zweiten Grades, die wir 



ebenso mit a^t, bezeichnen. 



2. Die Ebenen bilden ein Tetraeder. Wenn die Determinante A 
vom Range 4 ist, d. h. wenn sie nicht verschwindet, so bilden die vier 
Ebenen nach § 51, 7 ein Tetraeder (Fig. 313)- Die Koordinaten der 
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vier Eckpunkte E^ des Tetraeders, der Schnittpunkte je dreier Ebenen (1), 
sind: 

*^1 • "^2 • ^8 • ^4 *^ -^1 • -^22 • -^23 ' 

a;i(») : x,(») : x,<») : a:/») = ^„ : ^, : ^„ : 

*^1 • "^2 * "^S • *^4 ''^ "^41 " -^42 • 48 " 



(3) 



"^14? 



^247 



'^84» 



oder: 



'44 > 



QX, 



W 



^kV 



Die Achsmikoordinoaten der sechs Kanten «^ = E, X E^ des Tetra- 
eders (wo Im die h^ Kombination der Reihe 23, 31, 12, 14, 24, 34 
ist), der Schnittlinien je zweier Ebenen X, == 0, X^ = 0, sind nach 
§59,1: 



(4) 



oder: 



2i 
9.1 
9.1 
9i 



9i 



(1): 


32<'^ : 


2,<" : 


(2); 


«.<*> : 


2,<*> : 


(S). 


2,(») : 


g,(») : 


W: 


«.<*) : 


: 33W : 


(5). 


«.<'> : 


2»(*) : 


^(6) 


: «,<•> 


: g.W : 



«4 

9* 
9* 
9i 

34 



(!) 
(») 
(») 



W 



(5) 



3* 



(6) 



25<" : 


3«''^ - «n 


35<'> : 


9e''' = «« 


fe''^ : 


26<»> = «,1 


25<*^ 


: «6^*^ - «« 


fe('^ : 


: 9s''' = «51 


&<•> 


: 3s'*' - «61 


pg/*) 


««• 



a 



12 



« 



18 



^14 • ^15 



a 



16 7 



^81 • ^82 • ^88 • ^84 * ^85 • ^hßf 



a 



42 



cc 



48 



CC 



52 



a 



53 



a, 



62 



a, 



68 



«44 -«45 
«54 • «55 
«64 • «65 



a 



46; 



cc 



56 7 



Of 
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Die Koordinaten der vier Ebenen E^ des Tetraeders selbst sind 
nach (1): 



(5) 



oder: 









Wj^^) : «i^^^) = «11 : «12 
Wg^^) : u^^^^ = «gl : «22 



a 



18 



a 



147 



a. 



23 



a, 



'247 



Wg^«) : w/8) = «31 
«*8^*^ : «*4^*^ = «41 



^82 
^42 



« 



88 



« 



347 



« 



48 



« 



44' 



()M 



.(*) = 



« 



ikl 



Die Relationen (Anm. 1, III, (17)): 



(6) 




J. für Z = A; 



"t «1. U3.1 = 

^ *m im , Q für / 4= fc 



drücken daher aus, daß die Ebene E^^ ^^^ ^i® ^^''^^ -^i getrennt oder 
vereinigt liegen, je nachdem l = k oder l + it (vgl. § 58, (2)). Die 
Relationen (Anm. 1, III, (19)): 



6 



(7) 




wftjtm CCirn 



Ä mr l = k 
für Z H= & 



^ l f ü 



§ 6i, 3. 
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bedeuten, daß die Achsen f^ und Si windschief oder vereinigt liegen, 
je nachdem l = Jc oder Z + fc (vgl. § 59, (15)). Endlich die Relationen 
(Anm. 1, III, (20)): 




"» CCkmCCkm = 



(8) 



geben für die Achsenkoordinaten qj^^ der Kante €j^ die identische 
Gleichung § 59, (5). 

3. Die vier Ebenen gehen durch einen Funkt. Wenn die 
Determinante Ä vom Range 3 ist, d. h. wenn Ä ^ ist, ohne daß alle 




ii,fj> 




uf^j 



i^rit. 



Fig. 314. 



Fig. 315. 



16 Unterdeterminanten Äj^j^ verschwinden, so gehen die vier Ebenen 
nach § 58, 11 durch einen Funkt (Fig. 314), dessen Koordinaten sind: 

mit Ä; = 1, 2, 3 oder 4. 

Zwischen den linken Seiten der Gleichungen (1) besteht die 
Identität (vgl. § 58, 10): 

(10) X, X, + l,X, + A3X3 + A,X, == 0, 
in der die konstanten Faktoren die Werte haben: 

(11) A^ : Ag : A3 : A^ = A^^ • -^sz • -^31 • -^41? 

mit ü = 1, 2, 3 oder 4. 

Die sechs Kanten Sj^ gehen ebenfalls durch den Punkt (9), sind 
aber im allgemeinen noch getrennt (Fig. 314). 

Die vierfache Darstellung der Werte x^ix^ix^i x^ oder A^ : Ag : A3 : A4 
in (9) und (11) beruht auf dem Satze (Anm. 1, III, (21)), daß alle 
Unterdeterminanten zweiten Grades aus den Aj^^ verschwinden, also: 



(12) 



km 



'Im 



A 



k7i 



In 



= 0. 



L. 
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§ 61, 4-5. 



4. Die vier Ebenen gehen durch eine Achse. Wenn die Deter- 
minante vom Bange 2 ist, d. h. wenn alle 16 Unterdeterminanten 
Aj^i = sind, ohne daß alle 36 Unterdeterminanten or^, verschwinden, 
so gehen die vier Ebenen nach § 58, 7 durch eine Achse (Fig. 315), 
deren Koordinaten sind: 



Ö'l • & • Ö's • 04 • ft • ä'e ~ ^*l • ^*2 • ^*3 • ^*4 • ^Jtö • ^*6? 



(13) 

mit Ä = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 

Zwischen den linken Seiten von je drei Gleichungen (1) besteht 
eine Identität (§ 58, 6): 



(14) 



{ 



^6 -^2 "~ -^5 ^8 + ^1 ^4 ^^ ö; ^4^8 — '^6-^1 + ^2 ^4 ~ ^J 



WO die konstanten Faktoren die Werte haben: 



(15) 



A]^ : A2 : A3 : A^ : A5 : Ag — ^u • ^21 • ^zi • ^4i • %i • ^6/? 



mit Z = 1, 2, 3, 4, 5 oder 6. 

Die sechsfache Darstellung der Verhältnisse der g^j, und kj^ in (13) 
und (14) beruht auf dem Satze (Anm. 1, III, (22)), daß alle Unter- 
determinanten zweiten Grades aus den a^^, verschwinden, also: 



(16) 



a 



km 



a 



kn 



CC, 



CCy 



= 0. 



Im **in 

5. Die vier Ebenen fallen zusammen. Wenn die Determinante 
A vom Range 1 ist, d. h. wenn alle 36 Unterdeterminanten a;^, = 
sind (§ 58, 6), ohne daß alle Elemente a^^j verschwinden, so fallen die 
vier Ebenen (1) in eine Ebene zusammen^ deren Koordinaten sind: 

(17) u^x u^ : W3 : w^ = aj^^ : aj^^ : a^^^ : aj^^, 

mit Ä = 1, 2, 3 oder 4. 

Zwischen den linken Seiten von je zwei der Gleichungen (1) be- 
steht eine Identität von der Form (§ 58, 4): 

,^ Q\ I ^2 -^8 ^3 -^2 = ^? ^8 ^1 ~" ^1 -^8 ^ ^y K -^2 — '^2 -^1 = ^> 
^ Ai X4 — ^4^1 == 0, Ag X^ — ^4^2 "^ ^> ^8 ^4 — ^4^8 ^ ^y 
wo die konstanten Faktoren die Werte haben: 
\-iyj Aj : Ag : Ag : A4 = o^jj : (I21 • ^31 • ^^u 

mit i = 1, 2, 3 oder 4. Es ist (Anm, 1, III, (23)): 



(20) 



a 



km 



a 



kn 



^0. 



a 



Im 



a 



In 
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§ 62. Transversalen des Tetraeders in hyperboloidisclier Lage. 

1. Strahlen diirch die Ecken und in den Seitenfläohen des 
Tetraeders. 



Vier durch die Ecken E^, E^, 
jBg, E^ des Koordinatentetraeders 
gehende Strahlen haben nach § 59, 
(18'); (19') in laufenden FunTcfko- 
ordinaten die Gleichungen: 



(1) 



/y • /y • />• 
u/o • JU-t • *l/A 



^12 • ^13 • ^14? 
^23 • ^21 • ^24? 
^31 • ^32 • %4> 
^41 • ^42 • ^48? 



Fier iw den Seitenflächen Ej, Eg, 
Eg, E4 des Koordinatentetraeders 
liegende Strahlen haben nach § 59, 
(18); (19) in laufenden Ebenen- 
hoordinaten die Gleichungen: 



(1') 



h ' h - h 
^12 • ^13 • ^14^ 



h - h 'h 

^23 • ^21 • ^24 ? 



Uq l Mo I tv^ = 
3 • 1 • *^4 " 

u^ i U2 1 u^ = 0^1 '» O32 : O34, 

1 * 2 * 3 ~ 



^41 • ^42 • ^48 ; 



wenn ihre Achsen-, bezüglich Strahlenkoordinaten in folgender Weise 
bezeichnet werden: 



(2) 



Qi 


92 


2s 


34 


& 


26 




Pi 


P2 


Ps 


1'4 


Ps 


i>6 


«14 








- 


«18 


«IJ 


&14 








- 


-hs 


&12 





«S4 





«2S 


- 


-«21 


(2') 





*24 





^»8 


- 


-ftjl 








«»4- 


"«38 


«Sl 













*S4- 


-*82 


^1 





«41 


«42 


«4S 








0. 




1&41 


*42 


^43 








0. 



2. Bedingung für die hyperboloidisohe Iiage der vier Geraden. 



Die vier Geraden (1') liegen 
nach § 60, 7 hyperboloidisch, wenn 
jede Gerade q, die den drei Glei- 
chungen: 

^uQ'i — ^3^5 + 61226 = 0, 

(3') 624 ^2 - ^21^6 + ^232^4 = 0, 
63423 — 632 9^4 + ^1 25=- 

genügt, auch der Gleichung: 
(4') 64121 + 64222 + 64323 = 
genügt. 

Setzt man die aus (3) berechneten Werte p^^ 2h) Ps ^^ W ®^^> 
so folgt: 

und damit diese Gleichung in p^, p^,, p^ identisch sei: 

Staude, analyt. Geometrie. . ^ > ^^2 



Die vier Geraden (1) liegen nach 
§ 60, 7 hyperboloidisch, wenn jede 
Gerade p, die den drei Gleichungen: 

^l^Pl — Ö^ISÄ + 0^12^6 =?= 0, 

(3) Öt24i)2 - «21^6 + 0^23^4 = 0, 
(^UPZ - (^32P4. + »SliPö = 

genügt, auch der Gleichung: 

(4) a^ii?i + a42P2 + «48i>3 = 

genügt. 



• « 



/* 
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§ 62, 3. 



^48 



a, 



84 



82 






14 



a. 



a. 



0^28 = 0. ^^%8-r-' «81=^0^ 



a 



48 



a 



S4 



a. 



oder 

(6) 



a 



4S 



a, 



st 



a 



S4 



^43 *84 ^8 



a 



48 



«18 «84 « 



41 



S4 



a, 



«21 — 



a 



-»..-0 



si 



«1- 



41 



«14 «81 



a 



4S 



«84 «U 



Danach ist zuerst: 



(6) 



«8. 



a, 



24 



a, 



28 



a 
a 



18 



« 



84 



«21 «14 «82 «18 «21 



14 



a, 



81 



a, 



'24 



«11 



__ ^82 "18 '^21 __ 1 



«28 «81 «12 



Wir können nun in (1), da es in jeder einzelnen Zeile nur auf 
die Verhältnisse der drei Konstanten ankommt, ohne Beschränkung: 



«12 = « 



21? «28 



= aj2 setzen und haben damit nach (6) auch a^g = a. 



81' 



Dann wird nach (5): 



a 



42 



48 



« 

a 



24 



a 



48 



84 



a 



'41 



a 
a 



84 



14 



« 

a 



41 



a 



14 



42 



a, 



24 



Wir können wieder ohne Beschränkung a^ = ag^ nehmen. Dann 



folgt: 



«43 "■ «84? 



«14 — «41 • 



Damit die vier Geraden (1) 
hyperboloidisch liegen^ ist notwendig 
und hinreichend, daß: 

(7) 



«*J •"■ «U • 



Damit die vier Geraden (1') 
hyperholoidisch liegen, ist notwendig 
und hinreichend, daß: 

(70 



hi'-hk' 



Man kann den Satz mit sechs unabhängigen Konstanten iij^ und 
Vj^ (k = 1, 2, 3, 4, 5, 6) auch so aussprechen: 

Vier durch die Ecken des Tetra- Vier in den Seitenflächen des 
eders gehende Strahlen sind in hyper- Tetraeders liegende Strahlen sind in 
boloidischer Lage, wenn ihre Glei- 1 hyperboloidischer Lage, wenn ihre 
chungen (1) die Form hohen: Gleichungen (1') die Form hohen: 



(8) 



/y» • /y» • /*• 

•A/O • «A/-« • lA/J 

/y» • />» • /y 

•>(/■« • »A/a • wt 

, *^1 • ^2 • *^8 



^8 • f*2 • f''4? 
.«1 : ^3 • .«^5? 
^2 • 1*^1 •T'-S? 
/^4->5:/*6- 



(80 



^2:^3: W4 
Wa : u-t : w j 

I tii : W2 : «*4 

yu^iu^iu^ 



\ 



^3 '• ^2 • ^4? 

^1 : ^8 = ^5? 

J^2 • ^1 • ^6? 
1/4:^5:1/6. 



3. Harmonikalbeziehiingen der hyperboloidischen Strahlen. 

Der Schnittpunkt des vierten durch die Ecke E^ gehenden Strahles (8) 
mit der Gegenebene E4 hat nach § 57, 15 in bezug auf das Dreieck 
E^E^E^ dieser Ebene die Dreieckskoordinaten: 

x^ : ^"2 : 5?3 == /i^ : ^1-5 : fig. 
Die Harmonikale dieses Punktes in bezug auf dasselbe Dreieck 



\ ■ 
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hat nach § 28, 11 die Linienkoordinaten: 



U-t l Wo • *^R 



?*4 f*6 






Dies sind aber nach § 57, 16 und § 59 (20) zugleich die Glei- 
chungen der Harmonikale in Ebenenkoordinaten. 

Die Verbindungsebene der vierten, in der Ebene E^ des Koordi- 
natentetraeders liegenden Geraden (8') mit der Gegenecke E^ hat 
nach § 57, 15 in bezug auf das Dreiflach E1E2E8 die Dreiflachskoor- 
dinaten • «i^ : ^2 • ^8 *== ^'4 • ''^5 • ^6* ^^^ Harmonikaistrahl dieser Ver- 
bindungsebene in bezug auf dasselbe Dreiflach hat daher nach^§ 56, 
(33) die Strahlenkoordinaten: 






^4 



1 
^5 



f^6 



Dies sind wiederum (§57,15) zugleich die Gleichungen dieses 
Harmonikalstrahles in Punktkoordinaten. So folgt allgemein: 



Die Schnittpunkte der vier durch 
die Ecken des Tetraeders gehenden 
Strahlen (8) mit den Gegenehenen 
haben in bezug auf das Dreieck der 
in diesen liegenden Ecken des Tetra- 
eders die Harmonikallinien: 



( u^ 



(9) 



'% 



Uo : u. 



u. : u 



2 



\u^ :u 



2 



1 
W4 — — 


1 

' /^8 


1 

Ua—~: 


1 

> 


1 
W4 — — 


1 

> 


1 


1 



Die Verbindungsebenen der vier 
in den Seitenebenen des Tetraeders 
liegenden Strahlen (8') mit den Gegen- 
ecken haben in bezu{ß auf das Drei- 
flach der durch diese gehenden Seiten- 
ebenen des Tetraeders die Harmoni- 
kalstrahlen: 



"3 



f*4 H 



1 
1 

1 



Diese Gleichungen haben aber 
mit— = vj^ die Form (8'). Es folgt 

also:®^) 

Liegen vier durch die Ecken des 
Tetraeders gehende Strahlen hyper- 
boloidisch, so liegen auch die Har- 
monikallinien ihrer Schnittpunkte mit 
den Gegenebenen hyperboloidisch. 



.>C.2 . ^3 . .^4 — . . 



r. 






V, 



(9') 



/y» • /y» • /»• 

S * 1 * 4 

/v« •/*••/>• 

•A/| • «A/Q • •A'4 



/y» • /y • o^ 





1 




1 




1 






• 




• 






^1 




^8 




n 




1 




1 




1 






• 




• 






^s 




^1 




^6 




1 


• 


1 


• 


1 



v. 



V« 



Diese Gleichungen haben aber 
mit — = |Ltj die Form (8). Es folgt 

k 

also : 

Liegen vier in den Ebenen des 
Tetraeders verlaufende Strahlen 
hyperboloidisch, so liegen aucti die 
Harmonikalstrahlen ihrer Verbin- 
dungsebenen mit den Gegenecken 

hypoboloidisch. 

22* 



[C^ 
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§ 62, 4. 



(10) 



Die Beziehung zwischen den vier Strahlen durch die Ecken und 
den vier Strahlen in den Seitenebenen des Tetraeders ist nach der 
Form der Gleichungen (8), (9) und (8'), (9') reziprok (vgl. § 55, 9). 

4t. Hyperboloidische Lage der Höhen eines Tetraeders. Sind 
die Seitenflächen eines Tetraeders E^E^E^E^ in bezug auf das Koordi- 
natensystem Oxyz in doppelter Bezeichnung durch die vier Gleichungen 
gegeben: 

{ Xi = a^^x + a^^y + a^^e + a^4. = «i^ + hV + ^i^ + ^i = 0, 
Xg = a^^x + a^^y + a^^z + a^^ = a^x + \y + c^z + d^ = 0, 
Xg = a^^x + «32^ + a^^z + «34 = a^x + h^y + c^z + dg = 0, 
X^ = a^^x + a^y + a^z + a^ = a^x + \y + c^z + d^ = 0, 

so sind die Gleichungen einer beliebigen durch die Ecke E^ gehen- 
den Geraden nach § 53, (6): 

(11) Xg : Xg : X^ = 7'2 : v^ : v^ 
oder : 

(12) 1/4X3 — 1/3X4 = 0, 1/2X4 — 1/4X2 = 0, 1/3X2 — 1/3X3 = 0. 

Die Richtungskosinus dieser Geraden verhalten sich nach § 48, 
(19) wie ihre drei ersten Achsenkoordinaten ggs; 9.%iy ^12? diese aber 
sind nach § 48, (3) proportional den Unterdeterminanten der Matrix: 



^2% 



^0^21 



^3^21 '*'2%l 



^2^42 — '^4<*22 
^3^22 ''^2^32 



^2 «48 — nö^23 
^3^23 ^2^33 



also mit Benutzung der Bezeichnung § 61, 1: 

9^23 • 3^31 • 3^12 = «61^2 — «51^3 + «11 ^ '' «62^2 " «52^3 + «12^ 

' «63^2 — «53^3 + «13^4- 

Soll diese Gerade auf der Seite X^ = senkrecht stehen, muß 
nach § 41, (5) mit einem Proportionalitätsfaktor q: 

«61^2 — «51 ^^3 + «un = Qf^ll^ 
«62^2 — «52^3 + «12^4 = Q<^127 
«63^2 — «53 "»^3 + «13^4 = ^^13' 

Die Auflösung dieser Gleichungen nach den Verhältnissen der 
^2? n? n gibt (Anm. 2, 11, 2): 



(13) i/givg-n^ 



Nun sind die Elemente der zweiten der beiden folgenden Deter- 
minanten : 



»11 


«51 


«11 




«61 


«11 


«11 




«61 


«51 


«11 


«12 


«62 


«12 


■ 
• 


«62 


«12 


«12 


• 
• 


«62 


«52 


«12 


«18 


«58 


«18 




«68 


«18 


«18 




«68 


«58 


«l»i 
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^21 ^22 ^23 






31 



^32 ^83 1 ' 



Of, 



61 



«, 



62 



a 



63 



— a 



51 



— cc 



52 



a 



53 



« 



tti 



a. 



"41 ^^42 ^43 "-11 "'12 "'IS ' 

die ünterdeterminanten der ersten; die Unterdeterminanten der zweiten 
also proportional den Elementen der ersten (Anm. 1, II, (5)). Daher 
gibt die Entwicklung von (13): 

1/2 : «'s : ^4 == «11 «21 + «12 022 + ^13^28 ' ^11^31 + ^12 %2 + ^13^8 * ^1^41 

I %2^42 ' ^13^48* 

Da Entsprechendes für die drei anderen Höhen gilt, so folgt 
unter Übergang zu der einfacheren Bezeichnung (10): 

Die Gleichungen der Höhen des durch die Gleichungen (10) ge- 
gebenen Tetraeders sind (vgl. § 25, (17)): 

X^:X^:X^ = aj^a^ + b^b^ + c^C2:aia^ + bibQ + c^c^:a^a4^+b^b^+c^C4^^ 

Xg:Xi:X4=a2a3 + &2^3 + ^^3*«2^1 + i^2^1+^2^1-^2Ö^4 + ^2^4 + ^2^4? 
Xi:X2:X4 = a3ai + 63^1+^8^l'^3^2 + ^3*2 + ^8^2'ö^3^4 + ^8^4 + ^3^4' 

[ X^iX^iX^ = a^^a^+b^b^ + c^c^ia^a^ + 6^62 + C4^2*«4^3+^4 ^3+^4^8- 

Da man nun nach § 57, (1) Xi, Xg, Xg, X^ als Tetraeder- 
koordinaten x^, x^, iPg, ^4 i^ bezug auf das betrachtete Tetraeder (10) 
auffassen kann, so haben die Gleichungen 
(14) die Form (8) und es folgt: 

Die vier Höhen eines Tetraeders haben 
hyperboloiäische Lage.^^) 

5. Satz über zwei Tetraeder. ^^^) 
Die Gleichungen: 

X-i • Xa • Xo • Xa — «11 • «12 • «18 * 14^ -*^J 



f 

(14) { 



(15) 



( 



1 * 8 * S • 4. ~^ 91 
X-t m Xa • Xo • Xa «<tl 



« 



?2 



«, 



23 



« 



24^ 



= «Qi : «, 



32 



« 



38 



« 



34? 



« 



41 



« 



42 



« 



43 



« 



'44; 




«H = «Zt 



Fig. 316. 



V/v» • /y* • /*• • O^ 
1 * 2 ' 3 * 4 

in denen: 
(16) 

sei, geben bei festem «j^j (fc =f= Z) nach (1) und (7) eine Parameter- 
darstellung der vier durch die Ecken E^,E^,E^yE^ des Koordinaten- 
tetraeders gehenden hyperboloidischen Strahlen (1) mit den Parametern 

^11? ^22? ^83; ^44 (jS^- § 5^; 1^)- ^®^ wechselnden Werten der Para- 
meter entsprechen die bezüglich auf den einzelnen Strahlen liegenden 
Punlite. Vier feste Werte dieser Parameter bestimmen daher die Ecken 
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eines zweiten Tetraeders (Fig. 316), die bezüglich auf den vier Trans- 
versalen (15) des ersten Tetraeders liegen. 

Die Seitenflächen dieses zweiten Tetraeders haben aber, da seine 
Eckpunkte die Koordinaten (15) haben, ihrerseits (nach § 61, 2, dual 
genommen) die Koordinaten: 

IWj : Mj : 1(3 : W4 == A^^ : -4.32 : ^33 : A^^y 



W4 • WO • Wo . w j — "^"41 • "^^42 • "^^43 * '^■. 



44? 



WO die -4jj die Unterdeterminanten dritten Grades der Determinante 
der a^, sind. Für diese folgt (Anm. 1, IV, 6) aus (16): 

(18) A,, = A,,. 
Nimmt man nun in (1'): 

(19) 6,, = A,, Qc + 1), 

so enthalten die Gleichungen (17) bei festen Aj^^ (Je 4= unabhängig 
für sich betrachtet, eine Parameterdarstellung der vier Strahlen (1') 
mit den Parametern A^^y A^^, A^^y A^. Den wechselnden Werten der 
Parameter entsprechen die bezüglich durch die einzelnen Strahlen 
gehenden Ebenen. 

Zu diesen Ebenen gehören nun die Seitenflächen des zweiten 
Tetraeders, für die A^^, A^^t ^ss; ^44 f^^^ Werte haben. Mit anderen 
Worten: die Strahlen, in denen die Seitenflächen des zweiten Tetra- 
eders die Seitenflächen des ersten schneiden, sind unter der Annahme 
(19) durch (1') dargestellt und sind, da (7') nach (18) erfüllt ist, 
hyperboloidisch. Es folgt also unter Hinzufügung des dualen Satzes: 



Wenn die Verbindungslinien ent- 
sprechender Eckpunkte zweier Tetra- 
eder hyperboloidisch liegen, so sind 
auch die Schnittlinien entsprechen- 
der Seitenebenen der beiden Tetra- 



Wenn die Schnittlinien entspre- 
chender Seitenebenen zweier Tetra- 
eder hyperboloidisch liegen, so sind 
auch die Verbindungslinien entspre- 
chender Ecken der beiden Tetraeder 



edcfr in hyperboloidischer Lage, , in hyperboloidischer Lage, 

§ 63. Die Transformation der Tetraederkoordinaten. 

1. Allgemeine Form der Transformationsfornieln.^^) Zwischen 
den homogenen gemeinen Koordinaten x, y, z, t eines Punktes in 
bezug auf das Achsensystem Oxyz und seinen Tetraederkoordinaten 
x^j x^j x^, x^ in bezug auf das Koordinaten tetraeder E^E^E^E^ be- 



§ 63, 2. 
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stehen die Gleichungen § 57, (1) und (4). Zwischen x, y, z^ t und 
den Tetraederkoordinaten y^, y^, yg, y^ in, bezug auf ein anderes Ko- 
ordinatentetraeder J^J^J^J^ bestehen die- 
selben Gleichungen, nur mit anderen 
Koeffizienten (Fig. 317). Man hat da- 
her unter anderen die Beziehungen (vgl. 
§ 30, 1): 




(1) 



f QX^ = a^x + \y + c^z -f- d^t, 

QX^ = a^x + l^y + c^z + d^t, 

QX^ = a^oc + b^y + c^z + d^t, y Fig 317 

l QX^^ = a^^x -f b^y + c^z + dj, 

f 6x =- Ä^'y^ + A^y^ + A^y^ + A^y^, 

U ^ « A>i + A'y2 + A'y» + J^/y,. 

Durch Substitution der Werte x, y, ;8r, ^ in die Ausdrücke für 
^17 ^2? ^87 ^4 erhält man zwischen den x^, x^, x^, x^ und den y^, 
^2» J/s? ^4 Gleichungen von der Form: 

( Q^l == qi!/l + ^2^2 + ^18^3 + Cl^y^y 
9^2 = %yi + ^22^2 + ^282/8 + ^4^4? 

9^4. - ^uVl + ^42^2 + ^48^8 + ^44^4« 

Zwischen den TeiraederJcoordinaten eines Punktes in bezug auf zwei 
verschiedene Koordinatentetraeder bestellen stets Gleichungen von der 
Form (ly^) 

Da sowohl die Verhältnisse der x^, x^j x^j x^ als auch die der 
Vij ^2» y^y y^ ^^^^ § ^'^> 2; 4 in umkehrbar eindeutiger Beziehung 
zu dem Punkte stehen, müssen die Gleichungen (1) auch nach den 
y^, yg, yg, y^ bis auf einen Proportionalitätsfaktor 6 eindeutig auf- 
lösbar sein. Es ist daher die Determinante: 

(2) (7=|c«|+0. 

2. Die Elemente des neuen Koordinatensystems bei gegebenen 
Koeffizienten Cj^. Wir stellen uns die auf das Tetraeder E^E^E^E^ 
bezogenen Koordinaten x^^ x^, x^, x^ als die ursprünglichen (alten) Ko- 
ordinaten vor und denken uns, jetzt ohne Vermittlung der x, y, z, t, 
die neuen Tetraederkoordinaten y^, yg, yg, y^ durch die Gleichungen 



344 § 63, 3. 

(1) mit gegebenen und der Bedingung (2) entsprechenden Koeffizienten 
Cj^j^ eingeführt. 

Die Gleichungen (1) geben dann unmittelbar die alten Koordi- 
naten x^yX^jX^j x^ eines Punktes an, dessen neue Koordinaten y^y^y 
Vzy 2/4 bekannt sind. Nun haben aber die Ecken J^, J^^ J^, J^ und 
der Einheitspunkt JJj des neuen Koordinatensystems die neuen Ko- 
ordinaten (§ 57, (16); (22)): 

2/1,^2,^3,^4=1,0,0,0; 0,1,0,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1; 1,1,1,1. 
Bezeichnen wir daher die alten Koordinaten mit: 

^ ^ \ a;,W, ^,W x,^'\ x/); x,^ V, V, x,\ 

so ist nach (1): 

(4) ^iW : a^a^*) : x^^^) : x/) = q^ : c^j^ : Cg, : c^j^ 

und: 

\ X^ 1X2 l X^ : X^ '^'^ll ~r ^2 ~r ^13 ' ^14 • ^21 "r ^22 ' ^23 ' ^24 * 
l ^31 I ^32 ' ^88 "1 ^34 * ^41 "T ^42 "• ^48 ~l ^44* 

Bei gegebenen sechszehn Koeffizienten c^, sind die Eckpunkte und 

der Einheitspunkt des neuen Koordinatensystems vollkommen bestimmt 

•Infolge der Voraussetzung (2) liegen keine vier dieser fünf Punkte 

in einer Ebene, da die Determinante der Koordinaten von je vier 

solchen Punkten nach (4) und (5) immer C ist (Anm. 1, IV, 4). 

3. Die Koeffizienten Cj^^ bei gegebenen Elementen des neuen 
Koordinatensystems. Ist umgekehrt das neue System durch die Ko- 
ordinaten (3) der fünf Punkte J^, Jg, ^s, ^4, «^o g^g®^®'^, so erhält 
man zuerst aus (4) mit vier imbestimmten Faktoren w^, Wg, Wg, n^\ 

(6) C^k = '^k^l^^\ ^2* = %^2^^ ^3ib = %^3^^ C4* = %^4^*^ 

und danach aus (5) mit einem unbestimmten Faktor n^ die Gleichungen: 
(7) n^x,^^) + n,x^') + n,x^^) + n,^,W = n,x,% k = 1, 2, 3, 4. 

Aus diesen ergeben sich w^, n^y n^, n^ bis auf den Faktor n^ 
eindeutig und alle vier von Null verschieden, wenn von den fünf ge- 
gebenen Punkten J^, Jg, ^s, J4, Jq keine vier in einer Ebene liegen. 
Danach sind aber die sechszehn Koeffizienten Cj^^ aus (6) ebenfalls bis 
auf einen gemeinsamen Faktor n^ bestimmt. ^^) 

Bei gegebenen Eckpunkten und Einheitspunkt des neuen Koordi- 
natensystems sind, falls von diesen fünf Punkten keine vier in einer 
Ebene liegen, die sechszehn Koeffizienten Cj^^ ihren fünf zehn Verhältnissen 
'nach bestimmt 
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Die Determinante (2) wird dabei nach (6): 

C =^'n^n^n^n^ \ a;/) | + 0. 

4. Umkehr der Transformationsformeln (1). Indem wir in den 
Gleichungen (1) den Faktor q nicht ausdrücklich schreiben, haben wir 
statt ihrer (vgl. § 30, 4): 



4 



(8) ^*=^'c*,y„ Ä = l,2,3,4. 




1 



Durch Auflösung nach y^, y^y yg, y^ ergibt sich hieraus (Anm. 
2, ni, (2)): 

4 

(9) Cy, = 2c^*Ä, «=1,2,3,4. 

1 

Hier sind die Koeffizienten (7^, die Unterdeterminanten dritten 
Grades von G (Anm. 1, III, (2)): 

Die Gleichungen (9) führen auch umgekehrt durch Auflösung 
nach x-^^, x^, x^, x^ zu (8) zurück (Anm. 1,111, (8)), so daß ebensogut 
die sechszehn Koeffizienten (7^, in (9) statt der Cj^^ in (1) als die ge- 
gebenen Größen gelten können. 

5. Transformation der Ebenenkoordinaten. Sind u^yU^yU^jU^ 
die Koordinaten einer Ebene im alten Koordinatensystem E^E^E^E^, jB^, 
so ist die Gleichung der Ebene nach § 58, 2: 

li^X^ + ^2^2 + u^x^ + u^x^ == 0. 
Durch die Substitution (8) wird aber: 

4 4 4 4 4 4 

(10) ^ uj^xj^^ ^^'^k^(^kiyi-2\ ^^^i^i'^k\yi=2'^iyiy 
1 11 1^1 1 

wo die Koeffizienten v^, t^g? %y ^4 ^^® Werte haben: 

4 

(11) ■^i-^'(^ki'^k' 

1 

Die Gleichung der Ebene wird daher im neuen System 

^12/1 + ^2^2 + ^'8^3 + ^4^4 = 0? 

und t?i, v^, t?3, v^ werden ihre neuen Koordinaten. 
Die Auflösung der Gleichungen (11) aber: 

4 

(12) Cu,^^C,,v, 
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xiy) 



gibt umgekehrt die alten Koordinaten der Ebene dargestellt durch 

die neuen. 

6. Transformation der Linienkoordinaten. Sind x^ (k = 1, 2, 

3, 4) und x{ (l « 1, 2, 3, 4) irgend zwei Punkte und Uj^ und w/ irgend 

zwei Ebenen einer Geraden (Fig. 318), 
so sind deren Strahlen- und Aehsenko- 
ordinaten nach § 59, 1: 

(13) Pii = Xj^x; - x,x; 

Sind ferner yj^, yl und t?^, t?/ die 
neuen Koordinaten derselben beiden 
Punkte und beiden Ebenen, so sind die 
neuen Koordinaten der Geraden: 




Fig. 818. 



(14) 



T» » "m ift 



"n^i 



m 



Aus (13) wird nach (8) und (12): 

4 4 i 








11 11 





4 4 

1 1 

4 4 4 4 

11 11 

4 ^ 





= ^" ^'* (C^*m^^n - (^lmCkn>m<- 



Von den sechszehn Koeffizienten jeder der beiden Doppelsummen 
sind die vier, für die m = n ist, Null; von den zwölf anderen aber 
sind zwei solche entgegengesetzt gleich, die einer Vertauschung von 
m und n entsprechen. Daher ist: 

6 



(15) 



1 

6 




C' • Qkl = 2i" " (^*m C^i» - ^im C*«) («^«»^ - ^«^mO. 



WO das Indizespaar mn nur die sechs Kombinationen: 

mw = 23, 31, 12, 14, 24, 34 
zu durchlaufen braucht. 
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(15-) 



Ebenso ergibt sich aus (14) durch die Substitution (9) und (11): 

6 

1 

6 
1 



Setzen wir nun (Anm. 1, III, (4); (12)): 



(16) 



Yki, 



mn 






klf mn 



SO wird aus (15) und (15'): 

6 
(17) n.. = ^mn 



^km ^kn 



6 




Pkl = ^''ykl.mn'^mn^ ^'^ifcJ =^'"" -Tb^mn^mn- 

1 1 

6 6 



(18) cv„. = >'r„.,„,i),„ 




"mn ^^^ tkl^mn^Lkl 
1 



oder mit der in § 59, (2), (3) eingeführten Bezeichnung: 

6 6 

(19) p,=2Y„r, (19') C*q,=^2r,,s, 

1 1 

6 6 

(20) 6'V,=2n,i>» (20') s,=2^n,q,. 

1 1 

Dies sind die Relationen zwischen den alten Koordinaten pj^, q^^ 
und den neuen Koordinaten r,, 5, der Geraden.^^^) 

Die Gleichungen (20) und (19') sind die genauen Auflösungen 
der Gleichungen (19) und (20'); denn da (Anm. 1, III, (18)): 



1^ (C^ für l = m, 

(21) 2.'n;r,^-\ A für Z + m 



10 



, ^'^*' "»' \ fü 



für h = m, 
für h =^m, 



so folgt aus der Gleichung (19) durch Multiplikation mit Fj^^ und 
Summation über h: 

6 •/ 6 



6 6 r 6 X 



m 



und aus der Gleichung (^0') durch Multiplikation mit F^^ und Sum- 
mation über h 

6 6 fi 
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(22) 



7, Die Bedeutung der Koeffizienten der Transformstions- 
formeln für die Koordinatentetraeder. Ebenso wie aus (1) die Dar- 
stellung (4) der Koordinaten der Ecken, so folgen aus (12) die Ko- 
ordinaten der Seitenflächen und aus (19) die Koordinaten der Kanten 
des neuen Tetraeders. Umgekehrt dienen die Formeln (9), (11), (20) 
zur Bestimmung der neuen Koordinaten der Elemente des alten Tetra- 
eders (§ 57, (16); § 59, (21)). Man findet auf diese Weise (Fig. 319): 

Die alten Koordinaten der Bestandteile des neuen Tetraeders sind: 
a;^(0 = c^^ (fc = 1^ 2, 3, 4) die Punktkoordinaten der Ecke J,; 
t«^(0 = C^, Qc = 1,2,3,4) die Ebenenkoordinaten der Seitenfläche I,; 
p^i) = y^^ (]c = 1,2,3,4,5,6) die Strahlenkoordinaten der Kante i^' 
qj^^ = r^^(k= 1,2,3,4,5,6) die Achsenkoordinaten der Kante t,. 

In der Tat ist in Übereinstimmung mit §59,(8) und 11 (Aum. 

i,m,(ii)): 

(23) ^ü-C^y,,. 

Die neuen Koordinaten der Bestandteile des alten Tetraeders sind: 
^ yi}^) == Cj^^ (l = 1^ 2, 3, 4) die Punktkoordinaten der Ecke Ej^-, 

v/*) = Cf^i (l = 1, 2, 3, 4) die Ebenenkoordinaten der Seitenfläche E;^; 

r W = Pj^^ (l = 1^ 2, 3, 4, 5, 6) die Strahlenkoordinaten der Kante e^^; 
,5/*^==)/jj (Z= 1,2,3,4,5, 6) die Achsenkoordinaten der Kante £^. 

8. Einführung der Koordinaten der Ecken, Seitenflächen und 
Kanten des neuen Tetraeders in die Transformationsformeln. Indem 



(24) 




(IJ 




fS> 



/p'Vq'** 



Fig. 320. 



wir den Proportionalitätsfaktor n^ in den Formeln (6) in ic/*) auf- 
nehmen, geben wir dem erhaltenen Resultate zur Vereinfachung folgende 
Gestalt (Fig. 320): 



§ 63, 8. 
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Haben die Ecken eTj des neuen Systems die Punkfkoordinaten Xj^^\ 
die Seitenflächen \ die Ebenenkoordinaten Uj^^\ die Kanten i^ die Strahlen' 
koordinaten pj^^y die Kanten i^ die Achsenkoordinaten q^^y so bestehen 
zwischen den alten Koordinaten %, %; Pky Qk ^^ netien Koordinaten t/,, 
t;,; r,, s, der laufenden Elemente: Punkt, Ebene wnd gerade Linie die Re- 
lationen (vgl. § 30, 8): 



(25) 



(26) 



(27) 



(28) 



X, 









Pk 



= ^n.(l) 



6 



5*3* =2 



prn 



Sk^'s, 



(25') 



(26') 



(27') 



(28') 



Sy, 


1 


». 


4 

1 


S^r, 


6 

1 


«r 


6 
1 



In (25), (26) geht Ä, in (25'), (26') l über 1, 2, 3, 4; in (27), 
(28) geht ifc, in (27'), (28') l über 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Hier sind etwa die sechszehn Größen ajjW (Je, l = 1,2, 3, 4) be- 
liebig, mit nicht verschwindender Determinante: 



(29) 



S = 



(8) 



iC^W 



a;g(») a;,(» a^jW x,W 



x^W xj^«) a;jW 
«4(') x^C) a;/) 






gegeben. Alsdann ist (Anm. 1, III, (2)): 



(30) 



<) == 



^(^i) Jk) Jh) 
^k, ^*i ^*i 



X 



Ci) 



/») ^('3) 



*» 
(t») 






X 






WO 

ferner: 

(31) 



K ' K-i iCa fCo 



t *ll 12 ^s . 



= 1.234, 2.314, 3.124, 4.321 ; 



Ä 



(0 = 



Xk, 



X 
X 






ai 



(0 






; u 



u: 



wo ^"1^2 die ¥^y l^l^ die ?** Kombination der Reihe 23, 31, 12, 14, 
24, 34; und hierbei (Anm. 1, III, (11)): 
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(32) 



(0 



g.O^s.pJ", 



wenn Tc und l die zu k und l komplementären Kombinationen sind (vgl. 
§ 59^ 1). Es sind überdies die Determinanten vierten und sechsten 
Grades (Anm. 1, III, (7); (13); (8)): 

(33) I <) = S\ (34) 

ferner: 

Xh) AQ 



i),(0 , = S»; 



(35) 



S^.iPt«- 



u 



u 



u 



*1 

iil) 






u 



«.) 



u 



eo 



u 



u 






Die nebeneinanderstehenden Gleichungen in (25) — (28') sind jedes- 
mal Auflösungen voneinander. Aus diesem Grunde sind die Faktoren S 
und S^ beibehalten, obwohl sie für das einzelne Formelsystem be- 
langlos sind, insofern von den jeweiligen Koordinaten nur die Verhält- 
nisse in Frage kommen. 

9. Die Invarianten der vereinigten Lage von Punkt und 
Ebene oder von zwei Geraden. Schon in (10) wurde die für jeden 
Punkt Xj^ == y^ und jede Ebene % = t?, geltende Gleichung: 

4 4 

(36) ^'^k^k-^^iVi 

1 1 

abgeleitet. 

Der AusdriLck: 

ist daher eine identische Invariante (Kovanante) der Transformation,^^) 
Entsprechend folgt aus (19), (19') für zwei beliebige Gerade 
p, r und g', s mit Hinblick auf (21): 

6 6 6 6 

(37) 



C*-2*i'*«*'=-S5?n;n- 



1 

6 6 

1 1 



1 1 




^* ^ km^m 



/ 6 V 6 

i' 1 ' 1 



Der Äusdrucl': 

PlQl + P2Q2+ PsQs + Pl^l + Pb^b + JP6^6' 

ist eine identische Invariante der Transformation {Moment zweier Ge- 
raden, § 48, (25)). 

10. Die Invariante von vier Funkten. Nach dem Multipli- 
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kationssatz der Determinanten (Aum. 1, V, 3) folgt aus (8) für irgend 
vier Punkte P, = x^% y/), Z = 1, 2, 3, 4 (vgl. § 30, 9): 

(38) ''x^'^\ = C-\yS'^\. 

Die Determinante der Koordinaten von vier beliebigen Punkten ist 
eine Invariante. Die Gleichung kommt, wenn die Determinanten | Xjj'^ 
und I yjP \ nach den Elementen einer Zeile entwickelt werden, im wesent- 
lichen auf (36), und wenn die Determinanten nach den Uiiterdeter- 
minanten zweiten Grades zweier Zeilen entwickelt werden^ ebenso auf 
(37) zurück (Anm. 1, III, (17); (18)). 



§ 64. Der Inhalt der Transformationsfonneln. 

1. Parameterdarstellung des Gesamtraiuues. Die Transforma- 
tionsformeln § 63, (25) bis (28) können auch als Parameterdarstellungen 
der auf das alte Koordinatensystem E^E^E^E^^Eq bezogenen Koordi- 
naten Xf^j Uj^ (Je = 1, 2, 3, 4) und pj^y qj^ (Je = 1, 2, 3, 4, 5, 6) der Punkte, 
Ebenen und Geraden des Raumes betrachtet werden. Die Parameter 
Vv ^« (^ "^ 1^ 2, 3, 4) und die (nicht unabhängigen, vgl. § 59, 2) r,, s 
(l = 1, 2, 3, 4, 5, 6) bedeuten dann selbst Tetraederkoordinaten in bezug 
auf das Tetraeder der vier Punkte ic/^ oder der vier Ebenen w^^') (vgl. 
§ 63, Fig. 320). 

Als besondere Fälle aber gehen aus diesen allgemeinen Parameter- 
darstellungen des Gesamtraumes systematisch alle Paramreterdar- 
stellungen der Gebilde niederer Mannigfaltigkeiten hervor, die wir früher 
nach der einen oder anderen Methode abgeleitet haben. 

2. Farameterdarstellung der Funkte eines Feldes oder der 
Ebenen eines Bündels. 



Für einen Punkt in der Ebene 
I4 des neuen Koordinatentetraeders 
(§ 63, Fig. 319) ist y^ == 0, während 

Vi} y%j Vz ^^^^ § 5^; 1^ Dreiecks- 
koordinaten werden. 



Für eine Ebene durch die Ecke 
J^ des neuen Koordinatentetraeders 
(§ 63, Fig. 319) ist v^ = 0, während 
i?i, ^2, V3 nach § 57, 16 Dreiflachs- 
koordinaten werden. 



Es folgt daher aus § 63, (25) mit y^ = und (26) mit v^ = 0, 

wenn wir wieder einen allgemeinen Proportionalitätsfaktor q hinzu- 
fügen i^^?) 



Ist eine El)ene durch drei Punkte 
^i^'\ ^k^'\ ^*<'" Oegehm (Fig. 321a), 
so stellen sich die Koordinaten Xj^ 
des laufenden Punktes der Ebene in 



Ist ein Bündel durch drei Ebenen 
<\ <'\ <'^ g^gebm (Fig. 321 bj, 
so stellen sich die Koordinaten Uj^ 
der laufenden Ebene des Bündels 
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heeu^ auf das Tetraeder E^E^E^E^ 
mittels der Formeln: 

(1) QX, = a;,(i)yi + x.^^^y^ + Xj^^^^y^, 
A = 1, 2, 3, 4, durch die Dreiecks- 



VV V (w ) 




Fig. 321a. 



Tzoordinaten y^, y^, y^ des PunTctes 
in hezug auf das Dreieck Xj^'^\ x^'^\ 



Xj^^^ dar. 



in hezug auf das Tetraeder E^E^E^E^ 
mittels der Formeln: 

k = l,2j 3, 4, durch die Dreiflachs- 




\V,V^(U^) 



lky2!U(9x> 



Fig. 321b. 



koordinaten v^j v^, v^ der Ebene in 
hezug auf das Dreiflach Uj^^\ Uj^'^\ 
V») dar (vgl. § 58, 13). 

3. Farameterdarstellung der Geraden eines Feldes oder 
Bündels. 



Für eine Gerade in der Ebene 
I4 des neuen Koofdinatentetraeders 
ist nach § 59, 10: 

^4 = 0, ^5 = 0, ^6 = 0; r^^v^, 



^2? ^8 — ^8? 



Für eine Gerade durch die Ecke 
J4 des neuen Koordinatentetraeders 
ist nach § 59, 10: 

54==0, 55 = 0, Sß-O; s^ = x^, 



§2 — ^2? 



Sg X^j 



WO v^y v^y Vg Dreieckskoordinaten wo x^j x^, x^ Dreikantskoordinaten 



sind. 



sind. 



Daher ergibt sich aus § 63, (27), (28) bei nunmehr unabhängigen 
t?!, ^27 «^3 odör r^i, jTg, x^ (vgl. §59, (5), {5')):^^^) 



Ist eine Ebene durch drei in ihr 
liegende Gerade pjP'\ p^^\ pj^^^ ge- 
geben (vgl. Fig. 321a), so stellen sich 
die Strahlenkoordinaten pj^ der laufen- 
den Geraden der Ebene in hezug 
auf das Tetraeder E^E^E^E^ mittels 
der Formeln: 



Ist ein Bündel durch drei ihm 
angehörige Geraden qj^^\ qj^^\ qj^^^ 
gegeben (vgl. Fig. 321b), 50 stellen 
sich die Achsenkoordinaten qj^ der 
laufenden Geraden des Bündels in 
hezug auf das Tetraeder E^E^E^E^ 
mittels der Formeln: 



§ 64, 4. 



353 



(2) QPk =Pk^^\ +Pi^'\ + Pi^^^^zy 

Z; = 1; 2, 3, 4, 5, 6, durch die Dreiecks- 
Jcoordinaten Vj^^ v^, v^ der Geraden 
in iezug auf das Dreieck p^'^\ pj^^\ 
p^^^ dar. 



(2') 92* = 2t^*>yi + 3/''y3 + 2/%8, 

fc = 1, 2, 3, 4, 5, 6, durch die Drei- 
kantskoordinaten y^, y^, y^ der Ge- 
raden in hezug auf das Dreikant 
q,''\ i,''\ ?/> dm- (vgl. § 53, 4). 



Die Werte (2') erfüllen die Gleichungen § 60, (7); denn beispiels- 
weise die erste derselben wird, wenn wir die Determinanten durch 
ihre drei Diagonalglieder bezeichnen, durch die Substitution (2'): 

I «2«3^')24<'^ ! = 1 32<'^38^'^24^'> I ^1 + 1 Q^^'^is^'^Q,^"^ \y2 + \ 9,^'^'^'^ I 2/3 = 0. 

Denn es sind hier die Koeffizienten von y^ und y^ Null, weil zwei 
Zeilen der Determinanten gleich sind, und ist der Koeffizient von y^ 
Null, weil die Geraden qj^'^\ q^^\ q^^^"^ durch einen Punkt gehen (nach 
§ 59, (25)). Daher geht in der Tat jede durch (2') dargestellte Ge- 
rade qj^ durch den Schnittpunkt der beiden Geraden q^^^^ und qj^^\ also 
durch das Zentrum des Bündels. 

4. Parameterdarstellung der Funkte einer Reilie und der 
Ebenen eines Büseliels. 



Für einen Punkt auf der Kante 
ig des neuen Tetraeders (vgh § 63, 
Fig. 319 a) ist «/g = und y^ = 0, 



Für eine Ebene durch die Kante 
^3 des neuen Tetraeders (vgl. § 63, 
Fig. 319 b) ist v^ == und v^ = 0, 




Fig. 322 a. 

während y^, y^ nach § 57, 14 Zwei- 
eckskoordinaten sind. Es folgt 
daher aus § 63, (2b):^) 

Ist eine Gerade durch zwei Punkte 
XjP-\ Xj^'^^ gegeben (Fig.322a), so stellen 
sich die Koordinaten Xj^ des laufen- 
den Punktes der Geraden in hezug 

Staude, analyt. Geometrie. 




Fig. 822 b 



während v^, v^ nach § 57, 14 Zwei- 
flachskoordinaten sind. Es folgt 
daher aus § 63, (26): 

Ist eine Gerade durch zwei Ebe- 
nen u^^\ Uj^^^ gegeben (Fig. 322 b), so 
stellen sich die Koordinaten Uj^ der 
laufenden Ebene durch die Gerade 

23 
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auf das Tetraeder E^ E^ E^ E^ mittels 
der Formeln: 

(3) Qx, - x,my^ + x^*)y„ 

Ä = 1, 2, 3; 4, dureh die Zwetecks- 
Tcoordinaten y^, y^ des Punktes in 
hezug auf das Zweieck x^'^\ Xj^^^ dar, 

5. Farameterdanrtellung der 

AUe Strahlen (2), für die v^^O 
ist, gehen durch die Ecke oiP'^ (Fig. 
321a, §28,16): 

Ist ein Strahlbüschel durch zwei 
ihm angehörige Strahlen p^^\ pj^^'^ 
gegeben (Fig. 323 a), so stellen sich 



in bezug auf das Tetraeder E^E^E^E^^ 
mittels der Formeln: 

(3') QUj^ =- Uj^^^hi + Uj^^^V^ , 

Ä; == 1, 2, 3, 4, durck die Zweiflachs- 
koordinaten v^, t?2 der Ebene in be- 
zug auf das Zweifta^ch uj^^\ u^^^ dar 
(vgl. § 58, 9). 

Strahlen eines Strahlbüsohels. 

AUe Strahlen (2'), für die ^3 = 
ist, liegen in der Ebene u^^'^ (Fig* 
321b): 

Ist ein Strahlbüschel durch zwei 
ihm angehörige Strahlen q^^^\ qjP> 
gegeben (Fig. 323 b), so stellen sich 




Fig. 328 a. 

die Strahlenkoordinaten Pj^ der laufen- 
den Geraden des Büschels in bezug 
auf das Tetraeder EJE^E^E^ mittels 
der Formeln: 

(4) QPk-Pk^'^'^i+Pit^\, ■ 

k = 1,2, 3, 4, 5, 6, durch die Zwei- 
Seitskoordinaten v^, v^ der Geraden 
in bezug auf das Zweiseit pj^'^\ pj^^^ 
dar. 




Fig. 823 b. 



die Ächsenkoordinaten q^^ der laufen- 
den Geraden des Büschels in beziig 
auf das Tetraeder E^E^E^E^ mittels 
der Formeln: 



(2) 



(40 Qq,-q,^'^yi + qj: 

k =ly2, 3, 4, 5, 6 durch die Zwei- 
Seitskoordinaten j/j, y^ der Geraden 
in bezug cmf das Zweiseit qj^'^\ g/^> 
dar (vgl. § 52, 12). 

Die Zweiseitskoordinaten v^, v^ und y^, y^ des Strahles im Strahl- 
büschel (vgl. § 7, 2) erscheinen hierbei das eine Mal als ein Sonderfall 



/ 



§ 64, 6. 
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der Linienkoordinaten in der Ebene, das andere Mal als ein Sonderfall 
der StraMenlcoordinaten im Bündd?^ 

6« Übergang von der Parameterdarstellung auf die Eoordi* 
natentransformation in Ebene und Bündel. Die Parameterdarstel- 
lungen (1) und (2) enthalten als besondere Fälle der Formeln für 
die Eoordinatentransformation in der Ebene und im Btindel. um beide 
gleichzeitig zu erhalten, lassen wir die Figur 319 des § 63 in die spe- 



'J,:^ 




zielle Form Figur 324 übergehen, legen 
also die Ecken J^ und E^y sowie die 
Seitenebenen I4 und E4 zusammen. Wir 
haben dann in der Ebene E^=^\^ zwei 
beliebige Koordinatendreiecke E^E^E^ 
und JiJ^Js und an der Ecke E^ = J^ 
zwei beliebige Koordinatendreikante e^ s^ s^ 
wnd tjtjij. Diese befinden sich mit 
jenen in perspektiver Lage, so daß die 
Dreieckskoordinaten x^, x^, x^ und y^, 
^2, t/3 der Punkte oder die Dreiecks- 
koordinaten u^y u^y ^8 ^^^ ^1; ^2? ^3 ^®^ Linien in bezug auf E^E^E^ 
und J^J^J^ nach § 56, 10 gleichzeitig Dreiflachskoordinaten der 
Strahlen oder Ebenen in bezug auf s^e^i:^ und Vii^i^ sind. 

Infolge der Annahme E^ = J^ und E4 = I4 ist nun (vgl. § 63, 
Fig. 319 und 320; § 64, Fig. 324): 

(5)a;/^) = 0, ic/) = 0, a;/) = 0; (6) u^^O, w/) = 0,\/) = 0, 

weil J^y J^y Jg in E4 liegen und 1^, I3, I3 durch E^ gehen (§58, (7); (7')): 
f/'t<^> = 0, Ä^*) = 0, i,,('') = 0, Ä = 4,5,6; 



Fig. 324. 



(7) 



l P^'^ = %<^', 



1,,W = «,W, 2>*W = m/), A; = 1,2,3, 



weil ij, ij, ig in E4 liegen, wobei UjP-\ Uj^^\ Uj^^^ die Linienkoordinaten 
von i^y ig, ig in bezug auf das Dreieck E^E^E^ sind (vgl. § 59, 10); 

2^(1) = g,(») = 0, g,(») = 0, Ä = 4,5,6; 



(8) 
weil i 



l?t<^' = ^*<^ ?/'' = ^*<^ «*<')-= ^*<^ A;=l,2,3; 



19 '2; ''8 



durch E^ gehen, wobei x^^\ x^ 



,^'\ 



a;,(») 



die Strahlen - 



koordinaten von tj, tg, tg in bezug auf das Dreiflach E^EgEg sind 
(vgl. § 59, 10). 

Während nun die Formeln (1) und (2) im allgemeinen die Para- 
meterdarstellung der Punkte und Geraden einer beliebigen Ebene I4 in 
bezug auf das Tetraeder E^E^E^E^ enthalten, ist diese Ebene jetzt 
die Ebene E4 = E^E^E^-^ in der Tat gibt nach (5) die letzte Formel (1) 

23* 
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a:^ = und geben nach (7) die drei letzten Formeln (2) p^ = 0, p^ = 0, 
p^ = 0; die drei ersten Formeln je von (1) und (2) aber geben (die 
letzteren nach (7) und § 59, 10) in der Form: 

(9) QX^ = rr/^)t/i + x,(^y^ + x^^^)y^, 

(10) QU, = u,('\ + u,('\ + u,^')v,, 

Ä = 1, 2, 3, die bereits in § 30, 8 direkt abgeleiteten Formeln für die 
Transformation der DreiecJcskoordinaten des Punktes und der Geraden 
in der Ebene. 

Während ferner die Formeln (1') und (2') im allgemeinen die 
Parameterdarstellung der Ebenen und Geraden eines Bündels an einem 
beliebigen Punkte J^ in bezug auf das Tetraeder E^E^E^E^ enthalten, 
ist dieser Punkt jetzt der Punkt jB^; in der Tat gibt nach (6) die 
letzte Formel (1') w^ = und geben nach (8) die drei letzten Formeln (2') 
9'4 = ö? 3'5 = 0, %==0''i die drei ersten Formeln je von (1') und (2'} 
aber liefern (die letzteren nach (8) und § 59, 10) die bisher nicht er- 
wähnte Transformation im Bündel: 

Der Übergang von dem auf das Drei flach E^ E^ Eg (Fig. 324) be- 
züglichen Koordinaten x^ des Strahles und u, der Ebene im Bündel zu 
den auf das Drei flach lilglg bezüglichen Koordinaten yj^, Vj^ wird durch 
die Transformationsformeln vermittelt: 

QX, = x^^^^y^ + Xj^^)y^ + x,^^)y^, 



Q^k 



= uS^) 



Vi + Uj}^^V2 + Uj^^^V 



(8)- 



3^ 



(9') 
(lOO 

Ä^ = 1, 2, 3, wo Xj^'^\ xp\ Xj^^^ die Koordinaten der neuen Kanten i^, i^, i^ 
und Uj^^\ Uj^^\ Uj^^^ die Koordinaten der neuen Seitenflächen 1^, l^, I3 in 
bezug auf das alte Dreiflach sind. 

Bei der angenommenen Perspektiven 
Lage von Ebene und Bündel (Fig. 324) 
stimmen die Formeln (9') und (10') formell 
mit (9) und (10) überein (vgl. § 56, 10). 

7. Übergang von der Farameter- 
darstellung der Punktreihe und des Ebenen- 
büschels auf die Transformation der Zwei- 
ecks und Zweiflachskoordinaten. Die Para- 
""^ ^^ meterdarstellungen (3) und (3') enthalten als 
besondere Fälle die Formeln für die Trans- 
formation der Zweiecks- und Zweiflachskoordinaten. Um beide gleich- 
zeitig zu erhalten, lassen wir die Figur 319 in § 63 in die spezielle 
Form Figur 325 übergehen, legen also die Ecken J^ und E^, J^ und 
E^j sowie die Seitenflächen I3 und E3, I4 und E4 zusammen. 




'K'J. 



Fig. 325. 
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Wir haben dann m der Kante e^ = i^ zwei beliebige Koordinatenr 
zweiecke E^E^ und J^J^ und an der Kante e^ = tg zwei beliebige Ko- 
ordinatenzweiflaclie E^Eg und l^lg. 

Es ist ferner: 

da t^i und Jg in Eg und E4 liegen; 

u^(^) = 0, «i/) = 0; W8^2> = 0, w/> = 0, 
da Ij und Ig durch jBg und E^ gehen. 

Daher reduzieren sich die zwei letzten Formeln (3) und (3') auf 
^3 = 0, a?4 = 0, bezüglich Wg = 0, u^ = und geben die zwei ersten 
Formeln in: 



(1.1) 



(11') 



9«* = v«'i + «*'*'««» 



^ = 1, 2, 



Ä = l, 2, 

die Transformation der Zweieckskoordinaten auf der Geraden, wie in 
§ 8, (17), und die Transforma;tion der Zweiflachskoordinaten im Ebenen- 
büschel. 

8. FarameterdarsteUung von Ebenenbüschel und Strahlbüsohel 
im Bündel. Aus den Transformationsformeln (9') und (10') geht nun 
mit t/g = und i^g = hervor (vgl. § 30, 10; § 49, (22); (30)): 



Ist ein Strahlbüschel im Bündel 
durch die Strahlen Xj^^\ Xj^^'^ gegeben 
(Fig. 326 a), so stellen sich die Ko- 



Ist ein Ebenenbüschel im Bündel 
durch die Ebenen u^^^\ Uj^^^^ gegeben 
(Fig. 326 b), so stellen sich die Ko- 




Fig. 326 a. 

ordinalen Xj^ des laufenden Strahles 
des Büschels in bezug auf das Drei- 
kant SiS^s^ mittels der Formeln: 

(12) Qx, = xpy, + x^^)y„ 

k = 1, 2, 3, durch die Zweiseits- 




Fig. 326 b. 

ordinalen Uj^ der laufenden Ebene 
des Büschels in bezug auf das Drei- 
flach E^EgEg mittels der Formeln: 

(120 QUj^ = U,^^^V^ + Uj^'')v„ 

Ä; = 1, 2, 3, dmrch die Zweiflachs- 
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koordinaten des Strahles in bezog auf 
das Zweiseit a;^(% Xj^^ dar. 



Koordinaten der Ebene in beisttg auf 
das Zweiflach Uj^'^\ u^^^ dar. 



9. Übergang von den TransformationsfoTmeln auf die Iden- 
titätensätEe. Wenn in den Transformationsformeln § 63, (^^); ^^^ 
wir nun mit einem Proportionalitätsfaktor p schreiben: 

(13) Q X, = x^^)y, + x,(^y, + x^^)y, + x^^)y„ Ä = 1, 2, 3, 4, 

den Parametern t/^, j/g, y^, y^ bestimmte Werte gegeben werden, so 
ist auch Xj^ ein bestimmter Punkt, ebenso wie die vier Punkte Xj^^^y 
^ii^\ ^*^% ^jfc^*^- Schreiben wir nun —y für p, multiplizieren mit 
den laufenden Ebenenkoordinaten Uj^ und summieren über h, so ergibt 
sich aus (13) unter Benutzung der Abkürzungen § 58, (21'): 

(14) yU+y,U, + y,U, + y,U, + y^U^^O. 

Es ist die fünfgliedrige Identität § 51, 8 zwischen den linken. 
Seiten der Gleichungen von fünf Punkten. In ihr bedeuten also die 
Faktoren y^,y^^y^,y^ die TetraederJcoordinaten des fünften PunJctes ü=0 
in bezug auf das Tetraeder der vier anderen Funkte ü^ = 0, ZJg « 0, 
^3 = 0, Ü^^O, 

In gleicher Weise leitet man aus (1) durch Multiplikation mit 
den laufenden Ebenenkoordinaten Uf^ und Addition die viergliedrige 
Identität (vgl. § 58, (22')): 

(15) yU+y,U,+y,U, + y,ü,-=0 

zwischen den linken Seiten der Gleichungen von vier Punkten einer 
Ebene und aus (3) die dreigliedrige Identität (vgl. § 58, (13')): 

(16) yU+y,U, + y,ü,^0 

zwischen den linken Seiten der Gleichungen von drei Punkten einer 
Geraden ab; in (15) bedeuten die Paktoren y^, y^, y^ die Dreiecks- 
koordinaten des vierten Punktes ?7 = in bezug auf das Dreieck der 
drei anderen; in (16) bedeuten die Faktoren y^, y^ die Zweiecks- 
koordinaten des dritten Punktes ZJ == in bezug auf das Zweieck der 
beiden anderen. 

10. Zusanunenfassung des Inhaltes der Transformationsformeln. 

Die Formeln § 63, (25) bis (28) für die Transformation der Koordi- 
naten der Funkte, Strahlen und Ebenen des Raumes umfassen nach. 
§ 64, 6; 7 als Sonderfälle die Transformation der Koordinaten der 
Funkte und StraJden in der Ebene; der Strahlen und Ebenen im Bündel; 
der Funkte auf der Funktreihe und der Ebenen im Ebenenbüsöhely be- 
züglich Strahlen im Strahlbüschel. 
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Sie umfassen nach § 64, 2; 3; 4; 5; 8 die Parameterdarstellungen 

der PunM- und Strahlfdder^ der Ebenen- und StraMbündd, der Punkt- 

« reihen, Strahlbüschel und Ebenenbüschd im Baume; der Punlctreihen 

und Strahlbüschd in der Ebene; der Strahlbüsehel und Ebenenbüschel 

im Bündel. 

Sie stehen nach § 64, 9 in unmittelbarem Zusammenhang mit 
den Identitätensätzen. 

Sie haben aber endlich neben ihrer ursprünglichen Bedeutung 
für die Transformation der Koordinaten noch eine zweite selbständige 
und umfassende Bedeutung zur Darstellung der projektiven Verwandt- 
schaften, worüber die §§ 65 — 69 handeln sollen. 



VII. Kapitel. 

Die analytisch« Darstellung der projektiven Verwandt- 
schaften. 

§ 65. Projektive örundgebilde erster Stufe, 

1« Begriff der projektiven Beziehung zweier Grandgebilde 
erster Stufe. Wenn sich zwei gleichnamige oder ungleichnamige Ge- 
bilde erster Stufe (Punktreihen, Strahlbüschel, Ebenenbüschel) in per- 





5.^ 5 



£ 5£-.JS_^ J.* 



Fig. 827. 



Fig. 828. 



spektiver Lage befinden, so werden nach §5, 1; 8; §52, 1; 8 die 
beiderseitigen Elemente einander zugeordnet und haben nach § 5, 3; 9; 
§ 52, 4; 6; 9 je vier Elemente des einen dasselbe Doppelverhältnis wie 
die vier entsprechenden Elemente des anderen. 

Indem man diese Zuordnung (Fig. 327 z. B. für Punktreihe und 
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Strahlbüschel) durch gleiche Benennung entsprechender Elemente fest- 
legt, besteht sie selbst und mit ihr die Doppelverhältniseigenschaft 
auch nach Aufhebung der Perspektiven Lage (Fig. 328) unver- 
ändert fort. 

Wir geben in diesem Sinne unabhängig von der Lage der Gebilde 
gegeneinander (Fig. 328) die Definition: ^^^ 

I. Zwei gleichnamige oder ungleichnamige Gebilde erster Stufe 
heißen projektiv, wenn jedem Elemente des einen ein Element des anderen 
derart entspricht, daß irgend vier Elemente des einen dasselbe Doppd- 
verhältnis hohen wie die vier entsprechenden Elemente des anderen. 

2. Vereinfachung der Definition. Zwei Punktreihen beispiels- 1 

weise sind nach § 65, 1 projektiv, wenn die Punkte P der einen und ' 

die Punkte P' der anderen sich derart entsprechen, daß für je vier 
xt X7 Paare entsprechender Punkte (§ 3, (6)): 

— -^— -^-o^ ^ — (1) ip,p,p,p,) = (p,'p,'p,'p,'). 

E' E' E' P' ^\vA daher E^, E^, Eq drei feste 

' — ""^—^ "^ ° Punkte der ersteren Reihe und E^, 

^*«' 82^- E^\ Eq die entsprechenden der anderen, 

und entspricht dem laufenden Punkte 
P der ersteren der laufende Punkt P' der anderen (Fig. 329), so 
folgt als besonderer Fall der Gleichung (1): 

(2) iE,E,PEo)^{E,'E,'P'E,y 

Diese besondere Gleichung (2) hat aber die allgemeinere (1) wieder 
zur Folge. Nach § 6, (16); (25) ist nämlich mit den Abkürzungen: 

(3) (, = {E,E,PEo); (i' = iE,' E,' F E,') 

für irgend vier Punkte P^ oder P/ und ihre entsprechenden Werte ft,. 
oder |Lt/ (i = 1, 2, 3, 4): 

f •(P,p,P3Pj = i^-"^f;'-^-^ , 

^^>^ j V 1 2 3 4; („^ _ ^^) (^^ _ ^J 1 

1^1 ^2 ^3 ^4 J - (^^' _ ^^') (^^' _ ,,;) • 

Besteht nun die Bedingung [2) oder, in der Bezeichnung (3) aus- 
gedrückt: 

(5) IL = li, 

so folgt nach (4) wieder die Gleichung (1). Somit gilt allgemein: 

n. Zwei Grundgebilde erster Stufe sind projektiv, wenn jedem Ele- 
ment des einen ein Element des anderen derart entspricht, daß drei feste 
Elemente und das laufende Element des einen dasselbe Doppelverhältnis 
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hdben wie die entsprechenden Elemente, drei feste und ein laufendes, des 
anderen, 

3. Bestimimmg der projektiven Beziehung. Die Gleichung (2) 
enthält die vollständige Bestimmung der projektiven Beziehung, da sie 
einerseits bei gegebenen festen Puukten E^, E^, E^-^ E^, E^, Eq jedem 
Punkte P einen Punkt P' eindeutig (vgl. § 3, 6) zuordnet und ebenso 
umgekehrt jedem Punkte P' einen Punkt P, anderseits aber die all- 
gemeine Gleichheit (1) der Doppelverhältnisse zur Folge hat. Da sie 
überdies keine andere Beziehung der festen Punkte untereinander 
voraussetzt, als daß E^E^, E^E^ und EqEq entsprechende Punkte sind, 
so folgt: 

III. Die projektive Beziehung zweier Grundgebilde erster Stufe ist 
vollständig bestimmt, wenn drei beliebige (getrennte, vgl. § 65, 8) Ele- 
mente des einen dreien beliebigen (getrennten) Elementen des andern ent- 
sprechend gesetzt werden. 

4. Eanonisohe Darstellung der projektiven Beziehung in Doppel- 
verhältniskoordinaten. Indem wir die notwendige und hinreichende 
Bedingung (2) der projektiven Beziehung zweier Punktreihen in der 
Form (5) schreiben, ist sie böl'eits in Doppelverhältniskoordinaten der 
beiden Punktreihen dargestellt. Ob es sich dabei um zwei Punkt- 
reihen oder um eine Punktreihe und ein Strahlbüschel oder irgend 
zwei Grundgebilde erster Stufe handelt, ist für diese Darstellung gleich- 
gültig. Es ist daher nur eine andere Ausdrucksweise der Erklärung 
§ 65, 2, II, wenn wir sagen: 

IV. Zwei Grundgebilde werden projektiv aufeinander bezogen, indem 
bei Einführung eines Systems von Doppelverhältniskoordinaten ^ und fi 
in jedem der beiden Gebilde (vgl. § 6, 6 und § 56, 2) je zwei solche 
Elemente beider Gebilde einander entsprechend gesetzt werden, die gleiche 
Koordinaten haben: 

(5) (i = (i\ 

Insbesondere entsprechen sich die drei das Koordinatensystem 
bildenden Elemente beider Reihen, da sie selbst bezüglich gleiche Ko- 
ordinaten /i = 0, oo, 1 und ft' = 0, cx), 1 haben (vgl. § 6, 6). 

5. Darstellung in gemeinen Koordinaten. Sind auf zwei pro- 
jektiven Punktreihen (Fig. 330) gemeine o E^ E U p 
Koordinatensysteme mit den beliebig ge- 2 % ? x 
wählten Anfangspunkten und 0' ein- , , , I , 

geführt, und haben die drei festen Punkte — <= er~^ P x'' — 

E^, E^, Eq und der laufende Punkt P pig. 330. 



(8) 
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(vgl. § 65, 2) der einen Reihe die Koordinaten a, h, c, x und die ent- 
sprechenden Punkte J^i', E^y E^, F' der andern die Koordinaten a\ h\ 
Cj x\ so nimmt durch Einführung dieser Koordinaten die Gleichung (5) 
nach § 6, (17) die Form an: 

rfK\ (& — c) (g — _aj) ^ (b' — c) {a — x') 

^^^ (a — c) (b — xj (a — c') (5' — x) 

oder: 

f (« — CJ (^' — c'^ (^ — ^) (<*' — ^') — 

^ ^ |(a -c)(&-c)(6'-a;')(a~^)-0 

oder mit den Abkürzungen: 

J. = (a — c) (b' — c) — (a — c') (& — c), 
5 = — (a — c) (6' — c ) . a' + (a — c) (6 — c)6', 

C (a-c)(fc'-0 6 + (a -0(6-^)^, 

li)=.(a-c)(6;-c')a6-(a -c')(&-c)a6': 

(9) Axx +Bx + Cx +D^0. 

Die projektive Beziehung zweier Punktreihen drückt sich in ge- 
meinen Koordinaten x und x heider durch eine Gleichung von der 
Form (9) aus. 

Ebenso wird nach § 6, (17'); § 49, (12) die projektive Beziehung 
zwischen zwei Strahlbüscheln oder zwei Ebenenbüscheln oder einem 
Strahl- und einem Ebenenbüschel in gemeinen Koordinaten tgg? und 
tg^' beider durch eine Gleichung von der Form: 

(10) Aigq) tg^' + mg(p + Ctg 9)' + D = 

und zwischen einer Punktreihe und einem Strahl- oder Ebenenbüschel 
in gemeinen Koordinaten x und tg^ beider durch eine Gleichung von 
der Form: 

(11) Axi^ip + Bx + Ctgy -f D = 
dargestellt. 

Die Gleichung § 5, (4) ist ein Spezialfall von (11) mit J. = 0, 
D = 0. 

Aufgelöst nach x oder x nimmt die Gleichung (9) die Form an: 

(12) -'=-4^i^, -= "^'+^ 



Ax+C^ Äx+B 

6« Rückkehr von der Gleichung (9) zur Gleichung (7). Ist 
eine projektive Beziehung zweier Punktreihen durch die zweimal drei 
Punkte a, 6, c und a, 6', c gegeben, so wird sie nach § 65, 6 durch 
eine Gleichung von der Form (9) dargestellt, wo die Koeffizienten 
A, B, C, D die Werte (8) haben. Ist umgekehrt eine Gleichung (9) 
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mit gegebenen Koeffizienten J., B, (7, D vorgelegt, so stellt sie eine 
Beziehung zwischen den Punkten x und x' dar, bei der je zwei Punkte x 
und x sich wechselseitig eindeutig entsprechen (vgl. (12)). 

Sind nun a, a'; 6, V und c, c drei Paare entsprechender Punkte, 
gelten also nach (9) die Gleichungen: 

iAaa + JBa + Ca + -D - 0, 

(13) AhV + BI + CV + B^0, 

\acc' + Bc + Cc' + D = 0, 

so bestimmen diese die Verhältnisse Ä : B : C : B, Die Gleichung (9) 

nimmt dann unter Elimination von J., B, C, B aus (9) und (13) die 

Form an: 

xx' X x' \ 

ad aal 

hV b V 1 

cc c c' 1 



(14) 



= z/«0, 



wo d zur Abkürzung für die Determinante dienen soll. 
Die Entwicklung der letzteren gibt (Anm. 1,111,(19)): 



J^ 



w 


V 




a 


1 




cc' 


c 




l 


1 




ad 


d 




c 


1 


cc 


c' 


• 


X 


1 


+ 


ad 


d 


• 


X 


1 


+ 


hV 


V 


• 


X 


1 


ad 


a' 




h 


1 




hV 


V 




c 


1 




cc' 


c' 




a 


1 


xx 


x' 


• 


c 


1 


+ 


xx' 


x' 


• 


a 


1 


+ 


xx' 


X 


• 


h 


1 



+ 



oder mit den Abkürzungen: 

(15) a = {b — c) (a — x), ß = (c~ a) (b — x), y == (a — b) {c — x), 

fQr welche ersichtlich: 

(16) a + /S + y = 0: 

J = tt{b'c' + oV) + ß{<fd + b'x') + y(db' + c'x'); 

oder nach (16): 

j = ß{c'd + b'x'- b'c'-dx') + y{dV+ c'x'-b'c- dx') 

und mit den Abkürzungen: 

«' = (&' _ c') {d -x'), ßf= ic' - d) {V - x'), 

y' ^ (d - b') (c' - x'): 

(17) J = ßy'-yß' 
und ebenso: 

(17) ^ = ya— «/, ^^^aß^—ßd. 

Bie Gleichung (14) kann daher in jeder der drei Formen: 



(15') 



{ 
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(18) ßy-yß'-O, ya'~«/=0, aß'-ßa=0 

geschrieben werden, wo a, /3, y; «', ß\ y die Bedeutung (15), (15') haben. 

Die letzte dieser Gleichungen (18) ist aber die Gleichung (7) 
oder (6). Die "Gleichung (9) kann daher, wenn A: B : G : D beliebig 
gegeben sind, mittels dreier ihr genügenden Wertepaare a, a^ 6, 6'; c, c' 
auf die Form (6) gebracht werden. Sie stellt stets eine projektive Be- 
ziehung dar. 

7. Darstellung in homogenen gemeinen Koordinaten. Bei 
homogener Schreibweise der gemeinen Koordinaten (vgl. § 7, 1) lautet 
die Gleichung (9): 

(19) Äxx + Bxf + Ctx + DU' = 

oder aufgelöst, mit Proportionalitätsfaktoren q und 6: 

6x= Cx+Bt' 



(20) r''^~?~f (21) 

^ ^ ^^t'= Ax + Ct ^ ^ 



6t =^- Ax-Bt\ 



Bei der projektiven Verwandtschaft zweier Punktreihen sind die 
homogenen Koordinaten des laufenden Punktes de)* einen proportional 
homogenen linearen Funktionen der homogenen Koordinaten des laufen- 
den Punktes der anderen. 

Ebenso sind die Gleichungen (10) und (11) bei homogener Schreib- 
weise: 

u 



tgq) 



V 



(22) 



(24) 



QU =- Bu — Dv ,_^, 

, . ^ (23) 

QV = Au — Cv 

QU == Bx + Bt 

QV = Ax+Ct ^ ^ 



(vgl. § 7, (3); §49,(12)) ersetzbar durch die Gleichungensysteme: 

, \6u = — Cu + Bv' 
(jf) =^ — Au+Bv 

öx= Cu — Bv 
6t = — Au + Bv. 

8. Die Determinante der projektiven Beziehung. Die Glei- 
chungen (20) sind bei gegebenen A, B, C, B nur dann in der Form 
(21) nach x, t auflösbar, wenn die ,yBeterminante der projektiven Ver- 
wandtschaft^^: 
(26) J==AB-BC 

nicht verschwindet. In der Tat wird auch die Gleichung (19) für 
J=0 und A^O. 

A(Axx-{-Bxf+ Ctx-\-Btf) = {Ax + Ct){Ax'-{- Bf) = 0. 
Ist aber J = und -4 = 0, muß nach (26) auch B oder C ver- 
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schwinden und wird die Gleichung (19): 

{Cx' + Df)t = oder {Bx + Bty = 0. 

In jedem Falle zerfällt also für J=0 die linke Seite der Gleichung 
(19) in zwei Faktoren, von denen der eine nur x, t, der andere nur 
x\ f enthält. 

Wir nennen die projektive Verwandtschaft (19) oder (9) eigentliche 
oder singulare^ je nachdem «7+0 oder «7 =« 0. 

Bei der eigentlichen entspricht jedem Punkte der einen Reihe 
ausnahmslos ein bestimmter Punkt den anderen; bei der singulären 
ist dies nicht der Fall. 

Durch Einführung der Werte (8) wird: 

(27) J=(b-c){c-a){a- 6) (&' _ c',) (c' - a ) {a- b'): 

Eine projektive Verwandtschaft ist daher stets eine eigentliche^ wenn 
sie drei getrennten Punkten der einen Beihe f 6 + c, c + a, a=^b) drei 
getrennte Punkte der anderen (V + c, c + öt, a' + ^O zu>ordnet (vgl. 
§ 65, 3). 

9, Allgemeine Darstellung der projektiven Beziehung in 
Doppelverhältniskoordinaten. Führt man in den beiden Punktreihen 
(Fig. 331) Doppelverhältniskoordinaten ii je e JS J J J p 
und [i ein, die sich auf beliebige Koor- ~"° ° "^""^^ ^7~Mo ^~~ 
dinatensysteme E^, E^, E^ und E^, E^, ^, ^, ^, ^, j' j" ' 

Eq beziehen, und gibt die projektive -o^ o^-oi? o^^ 04-07—^ 

Beziehung dadurch, daß man die Punkte ' 

^1^" l^ij «^2 = f*2> ^0^ i^o ^®^ Punkten 

J^ = li^, J^' = yL^, Jq ^ iiq entsprechend setzt, so ist die projektive 

Beziehung wie in (2) durch die Gleichung: 
oder nach § 6, (25) durch: 

ausgedrückt. Daraus folgt aber in derselben Weise, die von (6) auf 
(9) führte: 

In Doppelverhältniskoordinaten fi und ii der beiden Beihen drückt 
sich die projektive Beziehung stets durch eine Gleichung von der Form: 

(29) Aii(i' +B(i+Cii'+D=^0 

aus, und jede solche Gleichung stellt eine projektive Beziehung dar. 

10. Multiplizierte und reine kanonische Darstellung in Doppel- 
verhältniskoordinaten. In der allgemeinen Darstellung (29) sind die 
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beiderseitigen Anfangspunkte und Einheitspunkte E^, E^y Eq und E^'y 
E^y Eq der Koordinatensysteme nicht gerade entsprechende Punkte 
der projektiven Beziehung: 

Sollen sich E^((i = 0) und J5;/(|ü' - 0); E^(ii == oo) und E^\[i'= oo) 
(§ 6, 6) entsprechen, so muß in (29) D = 0, Ä = sein. 

Sind die Anfangspunkte E^ und E^, E^ und E^ der beiderseitigen 
Koordinatensysteme entsprechende Punkte y so erhält die Gleichung (29) 
die Form: 
(30) Bti + Cfi'^'Q 

(mtdtiplizierte kanonische Form): Die Koordinaten ft und yt entsprechen- 
der Punkte sind bis auf einen konstanten Faktor gleich. 

Sind außerdem die Einheitspunkte E^ und Eq entsprechende Punkte, 
so hat die GUidiung (29) die Form: 

(,31) |i*-/t'=0 

(reine kanonische Form): Die Koordinaten fi und /t' entsprechender Punkte 
sind gleich. 

Wir haben die Form (31) schon in (5) aufgestellt. Da sie die 
Determinante J ^ AD — BC = 1 hat, kann nur die eigenüiche pro- 
jektive Beziehung (29), Z+O, auf die kanonische Form (31) gebracht 
werden (§65,8; 12). Dies geschieht durch die Transformation §6,(29) 
in beiden Punktreihen, die aus (28) sofort v = v' liefert. 

11. Darstellung in Zweieokakoordinaten. Die Gleichung (29) 
kann nach § 7 , (8) unmittelbar in Zweieckskoordinaten geschrieben 
werden, die sich etwa auf die in Figur 329 dargestellten Grundpunkte 
beziehen: 
(^32") Ax^ x^' + Bx^x^' + Cx^Xj' + Dx^x^ = 0. 

Die pfvjektive VenvaPidtsclMft zweier Punktreihen P = x^y x^ und 
P' -^ x^\ x^' stelU sidi in ZiceieckskoordifuUen durch eine Jiomogene 
bilim'ore Gleichung (32) dar. 

Statt dessen kann man auch wie in § 65, 7 sagen: 
Der Ausdmck der pn)j('kiitT$^ Bexiehung ztceier Punktreihen ist eine 
lincfor Substitution t\)ii der Form: 

Insbesondere hat man in: 



pXj = n»j.r5 l pXj = j'j 



die multipli/ierte und reine kanonische Form \^Tgl. § 65, 10). 
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Entsprechend (33) wird die projektive Beziehung zweier Strahl- 
büschel oder Ebenenbüschel oder einer Punktreihe und eines Strahl- 
oder Ebenenbüschels (§7,(8); §56,(3)) durch: 



(36) 



QU2 =021^1 "T ^22% 



QU2 — ^21*^1 I ^22*^3 



dargestellt (vgl. § 8, (19)). 

12. Die Detenninante als Invariante der projektiven 

Führt man in die Gleichung (32) der projektiven Beziehung zweier 
Punktreihen auf der einen Punktreihe neue Zweieckskoordinaten y^ , j/g 
ein durch die Substitution: 

(vgl. § 8, (11)), so geht (32) über in: 

(38) Ä'yX + ^>i< + C'y.x,' + Uy.x,' = 0, 
worin : 

C=Aß+Cd, D'=Bß + Dd, 
und daher: 

(39) A'D' -SG^{ad- ßy) {AD - BG). 

Setzt man in (38), indem man auch auf der anderen Punktreihe 
neue Koordinaten y^\ y^ einführt: 

so wird: 

(38') Ä'y.yi + B' y,y^ + G"y,y^ + D"y,y^ = 0, 

WO wie vorhin: 

(40) A'D"- B'' C"= («'(J' - /3'/) {ÄD' - B' Cy 

Die Verbindung von (39) und (40) gibt den Satz: 
Führt man in der Gleichung (32) der projektiven Beziehung auf 
beiden Punktreihen neue Koordinaten ein, so wird die Determinante 
der neuen Gleichung (38') gleich dem Produkt der alten in die beiden 
Substitutionsdeterminanten : 

(41) A"B'' - B'D'' = {a8 - ßy) («'*' - /T /) {AD - BD). 

13. Darstellung projektiver Funktreihen durch Gleichungen. 

Sind unter Zugrundelegung gemeiner Koordinaten (Fig. 330): 

(42) X^^A^x + B^^O, X^^A^x + B^^O 

die Gleichungen der Grundpunkte und Xq die Koordinate des Ein- 
heitspunktes einer Punktreihe, und haben: 

(43) X/ = A^'x + B^ = 0, Xg' = A^x + £/ = 
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und Xq die entsprechende Bedeutung für eine andere Punktreihe, so 
sind nach § 9, (6) die beiden Punktreihen durch die Gleichungen: 

(44) $ö-f*^V==0, ^'-o-l^'{;-ö = 

dargestellt. 

Da aber hier die Parameter (i und (i nach § 9, (7) die Doppel- 
verhältniskoordinaten des laufenden Punktes jeder Reihe in bezug auf 

die Grundpunkte und den Einheitspunkt 

— °^ — y^Y^ ®^^^' ®^ folgt aus § 65, 9 : 

Die durch die Gleichungen (44) dar- 
, , , gestellten Punktreihen werden durch die 

— tC o2l . o > Gleichung (29) oder (30) oder (31) pro- 
jektiv aufeinander bezogen. 

Da die Form der Gleichung (29) 
unberührt bleibt, wenn man /it und /w-' je um einen Faktor ändert, 
so werden auch die durch die Gleichungen (§ 9, (4)): 

(45) Xi-^aXg^O, X;-ilX^ = 

dargestellten Punktreihen durch jede Gleichung von der Form (29) 
projektiv aufeinander bezogen. 

Wendet man jetzt insbesondere die Form (31) an, so kann man 
kurz sagen (Fig. 332): 

Durch die beiden Gleichungen: 

(46) Xj — ftXj = 0, X/ — ilX^ = 

werden zwei projektive Punktreihen da/r gestellt (vgl. § 65, 4, IV). 

Erhalten X^, Xg-, X/, X/ statt (42) und (43) die Bedeutung: 

(47) Xi = ^1 + B^igq>, X,^A, + B,tg(p, 

(48) X/= ^/+ £/tg9', X,'^Ä,'+B,'tgq>' 

(vgl. § 9, 1; §49, 13), so stellen die Gleichungen (46) im gleichen 
Sinne zwei projektive Strahlhüschel oder Ehenenhüschd dar. Auch 
geben sie ungleichnamige projektive Gebilde, wenn X^, X^ die Be- 
deutung (42) und Xi', Xg' die Bedeutung (48) haben. " 

Endlich bleibt die Darstellung durch die Gleichungen (44) oder 
(45) oder (46) auch dann erhalten, wenn die Ausdrücke X homogene 
lineare Funktionen von Zweiecks- oder Zweiseitskoordinaten sind (vgl. 
§ 9, (12)). 
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§ 66. Darstellung projektiver Gmiidgebilde erster Stufe in Ebene, 

Bündel und Raum. 

1. Darstellung projektiver Strahlbüschel oder Fiinktreihen in 
der Ebene durch Gleichungen. 
Wir setzen zur Abkürzung: 

(1) X, = A,x + JB:y + C,t, 

(2) Xf=A;x'+B;y'+C,t', 

i = 1, 2, wo Xj y, t und x, y, i homogene gemeine Punktkoordinaten 
sind, die sich ^uf zwei in verschiedenen Ebenen oder in derselben 
Ebene gelegene Koordinatensysteme 
Oxy und Oxy (Fig. 333) oder auch 
auf dasselbe Koordinatensystem Oxy 
= O'x'y in einer Ebene beziehen. 
Wir verstehen femer unter Pq = ä^q, 
^0, t^ und Po'=-<, J/o'; V zwei feste 
in bezug auf Oxy und Oxy ge- 
gebene Punkte. 




Dann stellen nach § 22, (21) die Gleichungen: 



(3) 



^1 



Y~ö /* V V -^ ^ 






(4) 



^' -^'Ä = 



zwei StrahVmschd in laufenden .Punktkoordinaten x, y, t und x\ y\ t' 
dar. Die Parameter /i und ^l aber sind nach § 22, (22) die Doppel- 
verhältniskoordinaten des laufenden Strahles der Büschel in bezug auf 
die Grundstrahlen X^ = und X/ = und die durch die Punkte P^, 
Pq' gegebenen Einheitsstrahlen. 

Die beiden Büschel werden daher nach § 65, 9; \Q projektiv auf- 
einander hejsogen, wenn zwischen den Parametern (i und [i eine Gleichung 
von der allgemeinen Form: 

(5) Ä(ifi' + B(i+Cii' + D=^0 

oder auch von der multiplizierten oder reinen kanonischen Form: 

(6) • Bii + Cii'^0 (7) ^ = ii' 
besteht. 

Da die Form der Gleichung (5) unberührt bleibt, wenn man fi 
und /i' je um einen konstanten Faktor ändert, kaim man (vgl. § 22, (23)) 
statt (3) und (4) auch die Gleichungen: 

(8) Xi-/iX2 = (9) X/-fi'X,':=0 

Stande, analyt. Geometrie. 24 
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benutzen^ worauf wieder jede Gleichung von der Form (5) die pro- 
jektive Beziehung herstellt. Wählt man insbesondere die Form (7), 
so ergibt sich (vgl. § 65, (46)): 
Die Gleichungen: 

(10) X,-iiX^^O (11) Xi'-^aX/^O 

stellen zwei projektive St/rahlbüschel in laufenden Punkfkoordinqfen x, y, t 
und X y y\ t' dar (Fig. 333). 

Versteht man unter X,. und X/ an Stelle von (1) und (2) die 
Ausdrücke: 

(12) X^ = A^u + B,v + C,s, (13) X/ =« A;u + B:v + C/s', 

so würden die Gleichungen (3) und (4) oder (8) und (9) oder (10) 
und (11) mit Rücksicht auf § 22, (21'); (23') im gleichen Sinne wie 
vorher zwei prcjektive Punktreihen in laufenden Linienkoordinaten dar- 
stellen. 

Auch würden sich eine Punkireihe und ein StraMbüschel, die pro- 
jektiv sind, ergeben, wenn wir X,. in der Bedeutung (12) und X/ in * 
der Bedeutung (2) nehmen (vgl. § 24, (17); (20)). 

2. DarsteUiing in Dreieokskoordinaten. Da es hierbei überall 
nur auf die Beziehung zwischen den Parametern [i und fi' ankommt, 
bleiben (vgl. § 29, 8) die erhaltenen Sätze bestehen, wenn man in die 
Symbole X an Stelle der gemeinen die Dreieckskoordinaten einführt, 
also statt (1), (2) und (12), (13) setzt: 



(14) 

oder: 

(15) 






Dabei können sich die Dreieckskoordinaten Xj^y % ^^^ ^kj V *^ 
zwei verschiedene oder auch auf dasselbe Koordinatendreieck beziehen. 

3. Farameterdarstellung projektiver Punktreihen und Strahl- 
büschel in der Ebene. Da in den Parameterdarstellungen § 30, (24) 
die Parameter y^, y^ und v^y v^ Zweieckskoordinaten des Punktes und 
Zweiseitskoordinaten der Geraden sind, so werden auch die durch ihre 
Parameterdarstellungen gegebenen Punktreihen und Strahlbüschel durch 
lineare Gleichungen von der Form § 65, (32) bis (37) zwischen den 
Parametern projektiv aufeinander bezogen. 

Indem wir dabei gleich die kanonische Form (§ 65, (35)) be- 
nutzen, erhalten wir folgende Darstellungen, in denen sich die Koordi- 
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naten Xj^^ u^ und Xj^\ u^ wieder auf zwei verschiedene oder auf das- 
selbe Koordinatensystem beziehen und überall Ä = 1, 2, 3 ist: 

für zwei projektive PunJctreihm mit den Grundpunkten x^^^\ Xjj^^^ 
und <(i), ä;;(«): 
(16) QX, = x,(')y, + x^^)y, (17) qx^ = x,'^^)y, + <(^)y,; 

zu gleichen Werten von y^ : y^ gehören entsprechende Punkte beider 
Reihen; 

für zwei projektive StraMmschel mit den Grundstrahlen u^^\ Uj^^^^ 

und <(i), <(»>: 

(18) QU, = u,^'\ + u,('\ (19) QU,' == <(i)t;, + V^)!;^; 

zu gleichen Werten von v^ : Vg gehören entsprechende Strahlen beider 
Baschel. 

Für eine Pmdd^eihe und StrahlbüscJiely die projektiv sind, ist 

ebenso: 



(20) 9X, = x,Wy, + x,('>y. 



(21) p< = m/W», + < W«„ 






wo für entsprechende Elemente (§65,(37)): 

(22) t/i : ^2 = «^1 • ^2- 

Man kann hier überall unter x, und u, auch Koordinaten des 
Strahles und der Ebene im Bündel verstehen (vgl. § 56, 10) und hat 
dann in (16) und (17) zwei pro- 
jektive Strahlbüschel und in (18) 
und (19) zwei projektive Ebenen- 
büschdy die jedesmal zwei verschie- 
denen Bündeln oder demselben Bün- 
del angehören. 

4. Darstellung projektiver 
Ebenenbüsoliel oder Fanktreihen 
im Baume durch Gleichungen. 
Wir setzen wie in § 66, 1 : 

(23) X,=^A,x + B,y+C,z + D,t, 

(24) X: ^ Afx + Bfy' + Cfz + Dff, 

i = 1, 2, wo Xy y, Zy t und x y y'y z y t' homogene gemeine Punktkoordi- 
naten sind, die sich auf zwei verschiedene Koordinatensysteme (Fig. 334) 
oder auch auf dasselbe Koordinatensystem Oxyz =^ 0' x'y z' beziehen. 
Mit dieser neuen Bedeutung stellen die Gleichungen (3) und (4) 
oder (8) und (9) zwei Ebenenbüschel dar (vgl. § 47, (23); (25)), die wieder- 
um durch die Gleichungen (5), (6) oder (7) projektiv aufeinander be- 
zogen werden. Ebenso steSlen die Gleichungen (10) imd (11) direkt zwei, 
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projektive Ebenenbüschel in laufenden Punktkoordinaten x, y, Zy t und 
X, y, z\ t dar (Fig. 334). 

Mit: 

(25) X^ « A^u + B^v + C^w + B^s 

(26) X; = Alu + Blv + C>' + B[s 

erhält man in (10) und (11) projektive Punktreihen in laufenden 
Ebenenkoordinaten dargestellt; nimmt man aber für X^ die Werte (23) 
und für X/ die Werte (26), so hat man in (10) und (11) ein 
Ebenenbüschd und eine Punktreihe, die projektiv sind (vgl. § 52, (13) 
und (16)). 

Wie in § 66, 2 können überall auch Tetraederkoordinaten in die 
Ausdrücke X eingeführt werden. 

5. Farameterdarstellung projektiver Funktreihen, Ebenen- 
bÜBOhel und Strahlbüsohel im Baume. Aus den Parameterdar- 
stellungen § 64, 4 und 6 erhalten wir, wie in § 66, 3, folgende Dar- 
stellungen, in denen sich die Koordinaten Xj^, %, jp^, g^ und Xj^, %', 
Pky Q.k ^^^ ^^®i verschiedene oder auf dasselbe Koordinatentetraeder 
beziehen: 

für zwei projektive Punktreihen mit den Grundpunkten Xjl^^\ Xj^^^> 
und rc;(i), x.'^^h 

(27), 9X,^x,^')y, + x,i^)y, (28) QX,' ^ x;i')y, + x,'i'%', 

für zwei projektive Ehenenbüschd mit den Grundebenen tt^**), %'*) 
und m;«^, «;(»: 

(29) 9«, = M,(')t,, + M,(»)t,, (30) p<= «;<%! + «;<«)«„ 

in allen vier Gleichungen mit k = 1, 2, 3, 4; 
für zwei projektive Strahlbüschel: 

(31) QP.'-p.^'^+p.^'^v, (32) PI)»' = !);««, +i,,'Wi;,; 

oder: 

(33) Pfc = 2.<^>yx + «*<''y2 (34) P&' = «;<^>yi + g;<"y„ 

in allen vier Gleichungen mit A^ = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
Die Gleichungen (27) und (30) geben, wenn: 

(35) yi : y» = «^1 •• ^2 

gesetzt wird, eine Punktreihe und einen Ebenenbüschel, die projektiv sind, 
§ 67. Projektive Grundgebilde zweiter Stufe. 

1. Lineare Verwandtschaft zweier Ponktf eider. Wir betrachten 
zwei Ebenen E und E' unabhängig von ihrer Lage zueinander, un- 
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abhängig davon, ob sie getrennt im Räume oder beide miteinander 
vereinigt liegen. In jeder der beiden Ebenen sei ein System von 
Punktkoordinaten x^, x^, x^ und x^, x^, x^^ bezogen auf ein Koordi- 
natendreieck EiE^E^,Eq und E^E^'E^^Eq, eingeführt (Fig. 335). 
Alsdann ordnen die Formeln (vgl. § 65, (33)) : 



(1) 



QX^ = C^^^Xj, + 0^2*^2 ' ^18*^3; 
QX^ = ^21*^1 "• ^23*^2 "•" ^8 »^8? 
QX^ = C^iX^ + ^32*^2 I ^38'^3 




jedem Punkte P^x^^yX^jX^ der Ebene E einen bestimmten Punkt 
P' = x^\ X2, x^ der Ebene E' zu. 
Ist die Determinante: 

(2) C=|c„| 

von Null verschieden, entspricht mittels der Auflösungen der Glei- 
chungen (1) (Anm. 2, II, 2): 

{o) {^^2 "^ ^12*^1 I ^22*^^2 "f" ^82*^3? 

1 6x^ = Cigir/ + (723< + ^88^3' 

auch umgekehrt jedem Punkte P' ein Punkt P 

Die Formeln (1) und (3) stellen dann 
eine Verwandtschaft der beiden Ebenen da/r^ 
bei der ausnahmslos jedem Punkte der einen 
ein Punkt der andern wechselweise entspricht. 

Wir nexmen sie mit Rücksicht auf die Form der Gleichungen (1) 
und (3) zunächst eine lineare Verwandtschaft.^^^) 

Wir unterscheiden sie femer als eigentliche lineare Verwandt- 
schaft von der durch die Gleichungen (1) bei verschwindender Deter- 
minante dargestellten singulären linearen Verwandtschaft (§ 65, 8). 

2. Die lineare Verwandtschaft elIs Eollineation. Sind Xt, xS^\ 




Fig. 383. 



ky **'* ? 



X 



(2) 



irgend drei Punkte der Ebene E und x^, Xk^^\ ^/^^^ die ent- 
sprechenden Punkte der Ebene E', so ist mit (1), wenn wir von dem 
Faktor q absehen, nach dem Multiplikationstheorem der Determinanten 
(Anm. 1, V, 2) nicht nur: 



(4) 



x^ 


x^ 


x^ 




Xi 


«2 


x^ 


x^'W 


X,'W 


^s'(') 


= c 


Xy^"-) 


x,^'-> 


x,^'^ 


x,'(^^ 


x,'^') 


<<^' 




^,(^) 


x,('-> 


x,^'^ 



sondern auch: 
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(5) 









1 






»1 






WO ÄjÄ^g eine beliebige der Kombinationen 23, 31, 12 ist und l^l^ 
alle diese durchläuft. 

Aus (4) folgt nach § 29, (13'): 

Bei der linearen Verwandtschaft (1) entspricht jeder Geraden der 
Ebene E eine Gerade der Ebene E', und zwar der Verbindungslinie 
zweier Funkte x^^\ x^^'^ die Verbindungslinie der zwei entsprechenden 
Punkte x;^^\ a;;(»). 

Zugleich aber gibt (5) die Beziehung zwischen den Koordinaten 
Uj^ und < der Geraden a;^^^)^:/^) und <(')<^*) (vgl. § 29, (10')), nämlich: 

(6) QU^ ^ C21W1 + Cjjg^a + ^28^3?. 

WO die Koeffizienten Cj^z ^i® Unterdeterminanten von C sind. 
Die Auflösung der Gleichungen (6) gibt umgekehrt: 

6U^ = CiiM/ + CjiV + ^31 V? 

(7) . 6u^ = CiaV + ^22%' + ^32^3'? 

6U^ « Cl8^l' + ^28 V + ^83 V- 

Danach entspricht ausnahmslos jeder Geraden der einen Ebene wechsel- 
weise eine Gerade der andern. 

Man nennt daher die lineare Verwandtschaft auch eine Kollinear 
tion (kollineare Verwandtschaft) der beiden Ebenen. 

Die Formeln (1), (3), (6), (7) sind ihrer Form nach dieselben, 
wie die Formeln § 30, (8), (9), (12), (11) fär die Transformation der 
Koordinaten in einer Ebene. 

3. Die lineare Verwandtschaft als projektive Verwandtsohaft. 

Eine Punktreihe mit den Grundpunkten xj^^\ Xj^^^ oder ein Strahl- 
büschel mit den Grundstrahlen Uj^^\ Uj^^^ in der Ebene E können nach 
§ 30, 10 durch die Parameterdarstellungen: 

(8) x, = xpy^^-x^^y„ (9) u, = u^'\ + u^*)v„ 

Ä = 1, 2, 3, gegeben werden. 

Setzt man diese bezüglich in (1) und (6) ein und bezeichnet mit 
<(i), <(2) ^nd <(i-^, <(2) die den Elementen x^^\ a;,(») und u^^), u^^^ 
entsprechenden Elemente der Ebene E' so ergibt sich: 

(10) e< = x/Wi/i + <(^)y„ (11) p«; = VWt)^ + V^«,. 
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Nach § 66, (16)— (19) sind aber die Reihen (8) und (10), sowie 
die Büschel (9) und (11) projektiv. 

Bei der linearen Verwandtschaft zweier Eber^en sind entsprechefide 
Punkireihen und entsprechende Strahlhüschel in den beiden Ebenen pro- 
jektiv. 

Wir nennen daher die lineare Verwandtschaft (1) auch projektive 
Verwandtschaft 

4. Beine und multiplizierte kanonische Form der DarsteUung. 
Da für (7 4= die rechten Seiten der Gleichungen (1) und (6) durch 
die Koordinatentransformation § 30, (8); (12) in der Ebene E selbst als 
Koordinaten y^, y^, y^ und v^, v^, v^ eingeführt werden können, die 
wir neuerdings wieder mit x^y x^, x^ und m^, Wg, u^ bezeichnen wollen, 
so folgt: 

Die eigentliche projektive Verwandtschaft zweier Ebenen kann stets 
in der reinen kanonischen Form (vgl. § 65, (35)): 

(12) P< = a;i, QX^^x^, (>< = ^3^ 

(13) QU^ 5= U^j QU2 = li^y 9'^Z = % 

dargestellt werden. 

Hierbei entsprechen sich (Fig. 335) die gleichnamigen Ecken E^ 
und E^, E2 und jBg', E^ und E^' der Koordinatendreiecke und die Ein- 
heitspunkte Eq und Eq, worauf dann zugleich die gleichnamigen Seiten 
der Koordinatendreiecke und die Einheitslinien entsprechende Ele- 
mente sind. 

Entsprechen sich nur die gleichnamigen Ecken, aber nicht die 
Punkte Eq und Eq\ so erhalten die Gleichungen (1) und (6), indem 
für k^l: Cj^j = gesetzt wird, die multiplizierte kanonische Form 
(vgl. §65,(34)): 

(14) QXj^ = CiiX^f QX2 = C22X2, QXq = ^33^3, 

0) «»«1=7^» 9^2=—, 9«» = 



Wl ^22 ^8R 



5« Bestimmung der projektiven Beziehung. Da zur Bestimmung 
des Koordinatensystems stets vier Punkte E^^ E2, E^, Eq notwendig 
und hinreichend sind, von denen keine drei in gerader Linie liegen, 
so ergibt sich aus der kanonischen Form (12) der Satz (vgl. §65, 3,111): 
Die projektive Beziehung zweier Ebenen ist voltständig bestimmt, 
wenn vier beliebigen Punkten der einen, von denen keine drei in gerader 
Linie liegen, vier beliebige Punkte der andern, von denen keine drei 
in gerader lAnie Hegen, entsprechend gesetzt werden:, 

und zur analytischen Bestimmung der weitere Satz (vgl. § 65, 4, IV) : 
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Zwei Ebenen werden projektiv aufeinander hezogen, indem hei Ein- 
führung eines Systems von Dreieckskoordinaten in jeder von ihnen je 
zwei solche Punkte, bezüglich Gerade beider entsprechend gesetzt werden, 
die gleiche Koordinaten haben. 

Da die Dreieckskoordinaten nach § 28, 14 Doppelverhältnisse init 
drei festen Elementen sind, so entspricht dieser Satz zugleich dem 
Satze § 65, 2, n. Wie aber aus dem letzteren der allgemeinere Satz 
§65,1,1 hervorging, so haben wir hier §67,3 den allgemeineren 
Satz für die Doppelverhältnisse mit vier beliebigen Elementen, 

6. Versohiedene Arten der projektiven Yerwandtsohait der 

Grundgebilde zweiter Stufe. Wir gingen in § 67, 1 zunächst von 
der Beziehung der Funkte zweier Ebenen aus, womit zugleich die Be- 
ziehung der Strahlen beider Ebenen folgte (§ 67, 2). 

Die entsprechenden Resultate gelten aber bei gleicher analytischer 
Form (vgl. § 56, 10) für die projektive Verwandtschaft zweier Bündel^ 
wo aus der Beziehung der beiderseitigen Strahlen Xj^ und x^ zugleich 
die der beiderseitigen Ebenen Uj^ und w^' folgt und umgekehrt. 

In allen diesen FäUen handelt es sich um das Entsprechen gleich- 
artiger Elemente. 

In gleicher Weise können aber auch ungleichartige Elemente 
einander entsprechen (§65,1,1). In diesem Falle nennt man die 
projektive Verwandtschaft auch Korrelation oder Reziprozität oder 
Dualität}^^) 

7. Beziproke Felder und reziproke Bündel. Setzt man wieder 
mit Bezug auf die beiden Ebenen in Fig. 335 und ihre Koordinaten- 
systeme an Stelle von (1): 

QU^ = c-^-^x^ -\- c^^x^ + e^^x^y 

(^Ibj ' QU^ == c^iX^ -\- C22X2 H~ CogiJ/g, 

so wird dadurch jedem Punkte P der Ebene E eine Gerade p der 
Ebene E' zugeordnet^ während durch die mit (74=0 aus (16) folgen- 
den Gleichungen: 

I (?a:i = Cii w/ 4- C21 Wg' -|- G^^ u^, 

(17) . I (?^2 = C'iaV + ^32^2'+ ^2^7 



ZU jeder Geraden p' der Ebene E' wieder der Punkt P der Ebene E 
bestimmt wird, der mit ihr ein Paar entsprechender Elemente beider 
Ebenen bildet. 
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Nun gelten aber mit (16) wieder die Gleichui^en (4) und (5), 
nur daß dort links überall v! statt x zu setzen ist. Es folgt daher 
wie dort: 

Bei der reziproken Verwandschaft (16) entspricht jeder Geraden der 
Ebene E ein Punkt der Ebene E', und zwar der Verbindungslinie zweier 
Punkte Xj^^\ Xj^^^ der Schnittpunkt der zwei entsprechenden Geraden 

Zugleich folgen, wie dort, zwischen den Koordinaten Uj^ und Xj^ 
der Geraden Xj^-^Xj^^^ und des Punktes w/(^) X %'(^> die Gleichungen: 

iQX^'^ C^^u^ + C^^u^ + CiaWg, 

(18) jp^a'^" ^21 «^1 + ^^22^2 + ^^23%; 

OU^ = ^11^1 ~r ^21 "^S • ^81^8? 
(^lyj ' ^^2 '^ ^12*^1 • ^22*^2 i ^2*^3 7 

,<yWg = C^^Xi + (^3^2 1 ^88^3 • 

Bei zwei reziproken Ebenen entspricht daher jedem Punkte der einen 
eine Gerade der andern und umgekehrt. 

Indem man ferner die ParameterdarsteUungen (8) und (9) in (16) 
und (18) einsetzt, erhält man an Stelle von (10) und (11): 

(20) (.<=<(^)y, + tt;(«)y2, (21) Qx,'-x;('\ + x,'^'\, 

womit nach § 66, (20)— (22) folgt: 

Bei der reziprolcen Verwandtschaft zweier Ebenen sind eine Punkt- 
reihe der einen und ein Strahlbüschel der andern, die einander ent- 
sprechen, projektiv. 

Die kanonische Form der Gleichungen (16) und (18) lautet: 

(22) P<=^i, p<=a;2, p<=a:8, 

(23) qXt^ - Wi, QX^ = ^2? Q^z ^ «^8 (vgl. (12); (13)). 

Dasselbe gilt entsprechend und bei gleicher Bezeichnung (vgl. 
§ 56, 10) für reziproke Bündel, wobei den Strahlen des einen die 
Ebenen der andern entsprechen. 

§ 68. Darstellung projektiver Bündel und Felder im Raame^ 

1. Darstellung projektiver Ebenenbündel und Punktfelder 
durch Gleichungen. Wir setzen zur Abkürzung: 

(1) X, = Ä,x + B,y + G,z + D,t, 

(2) X: =-- A!x + B;y + C// + D/^', 
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i -= 1, 2, 3, wo Xj y, z, t und x\ y\ z', ( homogene gemeine Pnnktko- 
ordinaten sind^ die sich auf zwei verschiedene beliebig gegeneinander 
gelegene Koordinatensysteme Oxyz und 0*xy z (Fig. 336) oder auch 
mit Xj y, Zy t für x', y, z, f auf dasselbe System Oxyz = Ofxy'z be- 
ziehen. Wir verstehen ferner unter 

-Po = ^0? y^j ^0? ^0 ^nd ^o' = <j %^ 
Zq, (q zwei feste in bezug auf Oxyz 

und O'x'yz' gegebene Punkte. 

Dann stellen nach § 56, (25) 

die Gleichungen: 

'2 X~^ "T" ^« 




(3) ^i^ + h 



Fig. 886. 



^1 

(4) fi'i' Ä- + (^2 ^ 



~r f*8 Y '0 



= 0. 



s 



X. 



= 



;8fW7ei Ebenenbündel in laufenden Punkfkoordinaten x, y, z, t und x', y, 
z\ f dar. Die Parameter ftj, /lcj, fig und (i^\ ^^', /tg' aber sind nach 
§ 56, (30) die Dreiflachskoordinaten w^, u^, Wj und w^', Wg', Mg' der 
laufenden Ebenen der Bündel in bezug auf die Dreiflache X^ = und 
X/ = und die durch die Punkte Pq und F^ gegebenen Einheits- 
ebenen (§ 56, (22)). . 

Die beiden Bündel werden daher nach § 67, 6 projektiv aufein- 
ander bezogen, wenn zwischen den Parametern lineare Gleichungen 
von der allgemeinen Form (vgl. § 67, (6)): 

oder von der multiplizierten oder reinen kanonischen Form: 

(6) ^^l'^C'llf*!» (>^2'= ^22f'2> Qi^z=G^i^^y 

(7) (>/*l'=/*l, 9^2 ^^i, Pf'8'=^3 

bestehen. 

Da die Form der Gleichungen (5) unberührt bleibt, wenn man 
jeden der Parameter fc^, /Ug, /Ug; fi^\ fi^', (^3 ^°i einen konstanten Faktor 
ändert, kann man statt (3) und (4) auch die Gleichungen (§ 53, (2)): 

(8) (i,X, + (i,X, + (i,X, = 0, (9) ^'X/ + ^'Z,' + .U3'X,' = 

nehmen. Wählt man dann unter den Formen (5), (6) und (7) der 
Parameterbeziehung die letzte aus, so ergibt sich (Fig. 336): 
Die Gleichungen: 

(10) fi,X, + (i,X, + ii,X, = 0, (11) t,,X,' + (i,X,' + fi,X,' = 
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stellen zwei projektive Ebenenbündel in laufenden Punkfkoordinaten x, 

y, Zy t und x\ y\ z\ i da/r (vgl § 66, (10), (11)). 

Versteht man unter X^ und X/ an Stelle von (1) und (2) die 

Ausdrücke: 

(12) X^ = A^u + B^v + C^w + D^s, 

(13) x; =- ä;u + b:v + c;w + d;s, 

so würden die Gleichungen (3) und (4) oder (8) und (9) oder (10) 
und (11) mit Rücksicht auf § 53, (2') zwei projektive Punktfelder in 
laufenden Ebenenkoordinaien darstellen. 

3. Darstellung projektiver Strahlbündel und Strahlfelder durch 
Gleichungen. Wie in § 68, 1 werden in der Annahme (1), (2) die 
beiden Strahlbündel (vgl. § 56, (25')): 

oder: 

(16) Xi : Xg : X3 = i/i : Vg : i/j, (17) X/ : X^' : X3' « 1// : i/j' : V3' 

projektiv aufeinander bezogen, indem zwischen den Parametern, die Drei- 
kantskoordinaten des Strahles im Bündel sind, lineare Gleichungen 
von der allgemeinen Form (§ 67, (1)): 

|pV= ^ii^'i + C12V2 + ^131/3, 

(18) I () < = C21V1 + ^22^2 + ^8^8» 

(pVg'=z Cj^l/j + C82V2 + ^331/3, 

insbesondere auch von der kanonischen Form: 

(19) pi,/==x;j, gy^'^v^, QV^'^V^ 

angenommen werden. In kürzester Form (vgl. (10); (11)) lautet das 
Resultat: 

I>ie Gleichungen: 

(20) Xi : Xg : X3 = Vi : V2 : v^, (21) X/ : X2' : X3' ==^1:^2:^3 
stellen zwei projektive Strahlbündel in laufenden Punkfkoordinaten x, y, 
z, t und X, y, /, t' da/r. 

3, Darstellung reziproker Bündel und Felder durch Glei- 
chungen. Das Ebenenbündel (4) und das Strahlbündel (14) werden, da 
nach § 56, (30); (30') ii^, n^, [1^ Dreiflachskoordinaten der Ebene und 
i/j, Vj, 1^8 des Strahles sind, nach § 67, (16) projektiv aufeinander be- 
zogen durch die allgemeinen linearen Gleichungen: 

(22) { 9^2' = ^21^1 + ^22^2 + ^3^87 

QN=^n^l + ^82^2 + ^8^3? 
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beziehungsweise die kanoniscbea öleicnuiigen: 

(23) (>f*i'=-Vi, pfi/— Vjf, (>,<=vs- 
Insbesondere geben die Gleichungen: 

(24) (i^X^ + |iA,Xj' + fi^X^' = 0, (25) Xi : Xg : Xg = iUi : /Ajj : ^^ 

;8f«<;ei reziproke Bündel in laufenden Punkikoordinaten x\ y, e, t' und 

X, y, z, t 

4, Darstellung in Tetraederkoordinaten. Da es in den Ent- 
wicklungen von §68, 1 — 3 überall nur auf die Beziehung zwischen 
den Parametern ^ und v ankommt, bleiben (vgl. § 58, 12) die er- 
haltenen Sätze bestehen, wenn man in die Symbole X an Stelle der 
gemeinen die Tetraederkoordinaten einführt, also statt (1), (2) und 
(12), (13) setzt: 

^ ^ l X; = t*/(Oa;/ + u^i^x^ + u^^)x^ + <(*)ic;, 

oder: 

Dabei können sich die Tetraederkoordinaten Xj^, Uj^ und rr/, %' auf 
zwei verschiedene oder auch auf dasselbe Koordinatentetraeder beziehen. 

5. Parameterdarstellung projektiver Bündel und Felder. Da 
in den Parameterdarstellungen § 64, 2 und 3 die Parameter y^, y^, t/g 
und Vj, 1^2, v^ Dreieckskoordinaten des Punktes und der Geraden oder 
Dreiflachskoordinaten des Strahles und der Ebene sind, so werden 
auch die durch ihre Parameterdarstellimgen gegebenen Felder und 
Bündel durch lineare Gleichungen zwischen den Parametern projektiv 
aufeinander bezogen. 

Indem wir dabei gleich die kanonische Form (7) und (19) be- 
nutzen, erhalten wir folgende Darstellungen, in denen sich die Ko- 
ordinaten Xj^y Uj^y Pj^j Qj^ und Xf^'j Uj^y ^/, g^' wiederum auf zwei ver- 
schiedene oder auf dasselbe Koordinatensystem beziehen (vgl. § 66, 5): 

für zwei projektive Punktfelder mit den Grundpunkten x^'^\ xp\ 
x,(^) und <(i), ic;(2), rr;(8): 

(28) (>^* = ^*^^Vi+^*^'V2 + ^*^'^2/8, 

(29) (><=-<(^)j/i + ^;^^^y2 + <^'^y3; 

für gwei projektive Ebenenbündd mit den Grundebenen m^'*', m/'', 
Mi(») und u;(\ «;(«), <(»): 

(30) QU, = u,mv, + u,^^v, + u,('\, 
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(31) QU,' = u,'Wv, + <<»«, + «;(">»„ 

in allen vier Formeln A; = 1, 2, 3, 4; 

für jswei projektive Strahlfelder mit den Grundstrahlen pj^'^\ pj^^^\ 
p,<») und i,;(% p,'<\ p;w: 

(32) Qp, = p,^'\ + p,(^v, + p,Wt;„ 

(33) 9p,' = p,'Wv, + p,'^^v, + p,'i»)v,; 

für zwei projektive StraMbündel mit den Grundstrahlen qj^^\ q^^^ 
g,(») und g;(»), j/f« g/C): 

(34) P3» = q^y, + &<»'y3 + i^'^y,, 

(35) P3t' =&''%! + *;<'>y, + 3;<»>y„ 

in allen vier Formeln ä = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 

Beziproke Felder werden durch die Gleichungen (28) und (33), 
reziproke Bündel durch (30) und (35) dargestellt, beidemal mit: 

(36) yi :y2-y8 = ^i:«^2:^8- 

§ 69. Projektive Grnndgebilde dritter Stufe. 

!• Lineare Verwandtsohaft zweier Punkträtune. In jedem von 
zwei Bäumen SR und SR' sei ein System von Punktkoordinaten Xj^ und 
^k (^ == 1? 2, 3, 4), bezogen auf ein Koordinatentetraeder E^E^E^E^^E^ 
und E^E^E^E^, E^ eingeführt (Fig. 337; vgl. Fig. 335; 329). 

Alsdann ordnen die linearen 
Gleichungen (vgl. § 67, (1)): 

4 

(1) 9^k=2<^ki^i 

1 

jedem Punkte JP = Xj^ des Raumes 
SR einen bestimmten Punkt P'= a:;^' 
des Baumes SR' zu. 

Ist die Determinante: 

(2) C=lc,.| 

von Null verschieden, entspricht mittels der Auflösungen der Glei- 
chungen (1): 




(3) . tf^, = 2,*<^*«< 

1 

auch umgekehrt jedem Punkte P' ein Punkt P. 



382 



§ 69, 2. 



Die Formeln (1) und (3) stellen dann eine lineare Verwandtschaft 
der beiden Bäume dar, bei der ausnahmslos jedem Funkte des einen 
Baumes ein Funkt des andern wechselweise entspricht.^^^) 

Wir nennen die lineare Verwandtschaft eine eigentliche, im Gegen- 
satz zu der durch die öleichungen (1) bei verschwindender Determi- 
nante C dargestellten singulären linearen Verwandtschaft. 

2, Entsprechende Ebenen und Strahlen beider Bäume. Sind 
^kj ^k^^\ ^k^\ ^k^^^ irgend vier Punkte des Raumes JR und x^\ Xj^'^^\ 
^k^^i %^') die entq>rechfinden Punkte des andern Raumes^ so ist mit 
(1), wenn wir von dem Faktor q absehen, nach dem Muttiplikations- 
theorem der Determinanten (Anm. 1, V, 3) nicht nur: 



(4) 



«1 



X^ 



Xq 



«4 

X^W 





«1 


a;» 


^3 . 


x^ 


=c 


x^W 


x^W 




X^W 




iC/») 


a^^"» 


x,^'^ 


a;,<») 



sondern auch: 



(5) 



<> 

^;?> 
^i^' 



a;:(') 
x'ß 



X 



'(8) 


















xf) 



4») 

a;W 

*4 






WO itiÄgÄJj eine beliebige der Kombinationen 234, 314, 124, 321 
ist und l^l^l^ alle diese Kombinationen durchläuft, und weiter: 



*1 



X 



'(1) 



6 




^Ai«i 



'*iia 



Cr 



»I 



a;W 






4^) 



(6) iv{2, vm!=^'''- , 

WO \k^ eine beliebige der Kombinationen 2 3, 31, 12, 14, 24, 34 
ist und \l^ alle diese durchläuft. 

Aus (4) folgt nach § 58, (23'): 

Bei der linearen Verwandtschaft (1) entspricht jeder Ebene des 
Baumes 9i eine Ebene des Baumes JR', und zwar der Verbindungsebene 
dreier Punkte x^'^\ x^^^\ Xj^^^ die Verbindungsebene der drei entsprechen- 
Punkte <(i), <(»), <<8)^ 

Aus (5) folgt nach § 58, (14'): 

Jeder Geraden des Baumes 91 entspricht eine Gerade des Baumes 
Wy und zwar der Verbindungslinie zweier Punkte Xj^^\ x^^^ die Ver- 
bindungslinie der zwei erdsprechenden Punkte Xj^^^\ x^^^\ 

Zugleich aber gibt (5) die Beziehung zwischen den Koordinaten 
Uj^ und w/ der Ebenen Xj^^^ Xj^^^ Xjj^^^ und Xj^^^^x^^^'^Xj^^^^ und (6) zwischen 
den Koordinaten pj^ und pj^ der Geraden Xj^'^^x^^^ und Xj^^'^^Xj^^^ (vgl. 
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§ 58, 7 und 6), nämlich: 

4 6 

wo Cjtj und y;^j die Unterdeterminanten dritten und zweiten Grades 
von G sind (vgl. Anm. 1, III, (2); (4)). . 

Die Auflösung der Gleichungen (7) und (8) gibt umgekehrt: 

4 6 

(9) tfM,==2c„M;, (10) m=2^'"P'''' 

1 1 

wo F^j die ünterdeterminanten zweiten Grades aus den Cj^^ sind (Anm. 

1, in, (12)). 

Die Gleichungen (1), (3); (7), (9); (8),. (10) stimmen ihrer Form 
nach mit den Formeln für die Ecordiuatentransformation in § 63, (8), 
(9); (12), (11); (19), (20) tibemn. Wie dort in (19') und (20') 
können die Formeln (8) und (10) auch ersetzt werden durch: 

6 6 

1 1 

3. Die lineare Verwandtsohaft als projektive Verwandtsohaft. 

Ein Punktfeld mit den Grundpunkten Xj^^ Xj^^\ Xj^^ und ein Ebenen- 
bündel mit den Grundebenen Uj^^\ Uj^^^\ Uj^^^ im Räume $R können 
nach § 64, 2 durch die Parameterdarstellungen: 

(11) X, = ar,(i)y, + xi^y, + x^^)y„ (12) u, = u^'\ + u^^v, + «,(«)»„ 

Ä; = 1, 2, 3, 4, gegeben werden. 

Setzt man diese bezüglich in (1) und (7) ein und bezeichnet mit 

^k^^\ ^k^^\ ^k^^^ ^^^ '^k^^\ %'^% ***'^^^ ^^® ^®^ genannten Grundpunkten 
und Grundebenen entsprechenden Elemente des Raumes JR', so er- 
gibt sich: 

(13) QX^ = x,'^'% + x^^^y, + <(»)y3, 

(14) Qu; = u;^'\ + u;^^v, + <(«)i;3. 

Nach § 68, (28) bis (31) sind aber die Punktfelder (11) und (13), 
sowie die Ebenenbündel (12) und (14) projektiv. 

Ein Strahlfeld mit den Grundstrahlen pj^^\ pj^^\ p^^^ und ein 
Strahlbündel mit den Grundstrahlen q^'^\ qj^^\ q^^'^ im Räume ?ft können 
nach § 64, 8 durch die Parameterdarstellungen: 

(15) i>i = ft<*)«i+l>,<*)t',+Ä(»)«„ (16) 3* = ?»Wy, + 3,(»)y, + 2,Wy„ 
fc == 1, 2, 3, 4, 5, 6 gegeben werden. 
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Setzt man diese bezüglich in (8) und (8^) ein und bezeichnet mit 

Pk^^\ Pk^^\ Pk^^^ ^^^ Qk^^\ Qk^^\ 3*'^*^ ^^® ^^^ genannten Grundstrahlen 
entsprechenden des Raumes fR', so ergibt sich: 

(17) QP:-p:^'\+Pk^'\+Pk^'%. 

(18) pg; = g;^^^yi + ft'^">y, + g;(^>ys. 

Nach § 68, (32) bis (35) sind aber die Strahlfelder (15) und (17), 
sowie die Strahlbändel (16) und (18) projektiv. 

Bei der linearen Verwandtschaft zweier Räume sind entsprechende 
Punktfelder, Strahlfdder, Ebenenbündd und StraMbündd projektiv. 

Dasselbe würde sich für entsprechende Punktreihen^ Ehenenbüschel 
und Strahlbüschel mittels der Parameterdarstellungen § 64, 4 und 5 
und im Hinblick auf § 66, 5 ergeben. 

4, Beine und multiplizierte kanonische Form der Darstellung. 

Da für C+O die rechten Seiten der Gleichungen (1), (7) und (8) 
durch eine Koordinatentransformation im Räume 9? nach § 63, (8), 
(12), (19) selbst als Koordinaten eingeführt werden können, die wir 
neuerdings wieder mit Xj^y u^, p^ bezeichnen wollen, so folgt: 

Die eigentliche projektive Verwandtschaft zweier Bäume kann stets 
in der reinen kanonischen Form (vgl. § 67, (12); (13)): 

(19) Q^k'-^k^ 9^k-^k> QPk^Pk 

dargestellt werden. 

Hierbei entsprechen sich (Fig. 337) die gleichnamigen Ecken Ej^ 
und Ej^ (fc~ 1,2,3, 4) und die Einheitspunkte E^ und E^, worauf 
dann zugleich die gleichnamigen Seitenebenen der Koordinatentetra- 
eder und die Einheitsebenen entsprechende Elemente sind. 

Entsprechen • sich nur die Ecken Ej^ und -B/, aber nicht die- 
Punkte Eq und E^, so erhalten die Gleichungen (1), (7) und (8), in- 
dem für Ä + Z : Cjt, = gesetzt wird, die multiplizierte kanonische Form: 

(20) Qx^; = cj^j^xj^, Qu; = "^ , Qp; = c^^^^c^^^^^,!)*, 

wo \k^ die Ä*® Kombination der Reihe 23, 31, 12, 14, 24, 34 ist 

(§ 59, 1). 

5. Bestimmung der projektiven Beziehung. Da zur Bestimmung 
des Koordinatensystems stets fünf Punkte E^, E^, E^, E^, Eq gehören, 
von denen keine vier in einer Ebene liegen (§ 57 , 9), so ergibt sich 
aus der kanonischen Form (19) der Satz (vgl. § 67, 6): 

Die projektive Beziehung zweier Bäume ist vollständig bestimmt, 
wenn fünf beliebigen Punkten des einen, von denen keine vier in einer 
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Ebene liegen, fünf beliebige Punkte des andern, von denen keine vier in 
einer Ebene liegen, entsprechend gesetzt werden; 

und zur analytischen Bestimmung der weitere Satz (vgl. § 67, 5) : 
Zwei Bäume werden projektiv aufeinander bezogen, indem bei Ein- 
führung eines Systems von Tetraederkoordinaten in jedem von ihnen je 
zwei solche Punkte, Strahlen oder Ebenen beider entsprechend gesetzt 
werden, die gleiche Koordinaten haben. 

6. Reziproke Bäume. Wie in § 69, 1 — 5 gleichartige Elemente 
beider Räume, Punkte und Punkte, Ebenen und Ebenen einander ent- 
sprechen, so können auch ungleichartige Elemente, Punkte und Ebenen, 
beider Räume entsprechend gesetzt werden. Man nennt die Verwandt- 
schaft dann Korrelation, Dualität oder Reziprozität zweier Räume. ^^^) 

Sie ist bestimmt durch die Gleichungen: 



(21) 9<-2i^ki^v 




1 



die jedem Punkte P = x^ eine Ebene 77 = Uj^ zuordnen, wobei sich 
die Punktkoordinaten x^ auf das eine und die Ebenenkoordinaten w/ 
auf das andere Koordinatensystem Fig. 337 beziehen. 

Durch Auflösung der Gleichungen (21) ergibt sich umgekehrt: 



(22) 0x, = 2} Ck,< 



so daß zunächst je ein Punkt des Baumes 9t und eine Ebene des Baumes 
W als ein Paar entsprecJiende Elemente zusammengehören. 

Nun gelten aber mit (21) wieder die Gleichungen (4), (5), (6), 
nur daß dort links tiberall u statt x zu setzen ist. Es folgt daher 
auch wie dort: 

Bei der reziproken VerwandtscJiaft (21) entspricht jeder Ebene des 
Baumes 9i ein Punkt des Baumes W, und zwar der Verbindungsebene 
dreier Punkte Xj^'^\ Xj^^\ Xj^^^ der Schnittpunkt der drei entsprechenden 
Ebenen <(i), u;^^\ <(3). 

Jeder Geraden des Baumes 9i entspricht eine Gerade des Baumes 
SR', und zwar der Verbindungslinie zweier Punkte Xj^'^\ x^^^ die Schnitt- 
linie der entsprechenden Ebenen u,^'^^\ '^k^^^- 

Zugleich folgen, wie dort, zwischen den Koordinaten Uj^ und a:/ 
der Ebene Xj^'^'^Xj^^^Xj^^^ und des Punktes w/^^^ X %'^^^ X n/^*), sowie 
den Koordinaten pj^ und g/ der Geraden XjP^Xj^'^ und ?*/(^) x «i/(^) die 
Gleichungen: 

Staude, analyt. Geometrie. 25 
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4 6 

(23) QX,'=^C„u„ (24) gq^'^-^'y^p, 

1 1 

und durch Auflösung: 

4 6 



(25) *«, = 2:*c„<, (26) tfp, = 2j' ^k,9k- 

1 1 

Das Verhältnis der beiden Räume gestaltet sich daher vollkommen 
reziprok. 

Indem man femer die ParameterdarsteUungen (11) und (12) in 
(21) und (23) einsetzt, findet man an Stelle von (13) und (14): 

(27) p V » <(%, + u;(«)y, + u;(»)y„ 

(28) QX,' ^ x,'('\ + <(^)t;, + <(»)t;3, 

womit wie § 68, 5 folgt, daß das Punktfeld (11) und das Ebenen- 
bündel (27) projektiv sind, und allgemein: 

Bei der reziproken Verwandtschaft zweier Bäume sind ein PunJct- 
fdd des einen und ein Ebenenbündel des andern^ die sich entsprechen^ 
projektiv; ebenso sind ein Strahlfeld des einen und ein Strahlbündel des 
andern y eine Punktreihe des einen und ein EbenenMschel des andern^ 
ein Strdhlbüschd des einen und ein Strahlbüschel des andern, die sich 
entsprechen, jedesmal projektiv. 

Die kanonische Form der Gleichungen der reziproken Verwandt- 
schaft lautet (vgl. (19)): 

(29) ^< = ^*, P< ==«**, 9Qk-Pk' 



Vm. Kapitel. 

Gleichungen zwischen den Koordinaten. 

§ 70. Gleichungen zwischen den Koordinaten in der Pnnktreihe, im 

Strahl- und EbenenbiischeL 

!• Gleichungen mit gemeinen Koordinaten. Bedeutet x die 
gemeine Koordinate eines Punktes auf der Geraden (vgl. § 1, 6) und 
g(x) einen ganze Funktion n**** Grades von x, so stellt die Gleichung: 

(1) g{x) = 

eine Gruppe (ein System) ron n Punkten (eine Punktgruppe n**' Ord- 
nung) auf der Geraden dar. Die n Wurzeln x = x^, x^, . , ., x^ der 
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Gleichung (1) sind die Koordinaten der n Punkte der Gruppe.^*^) Wie 
jene können diese auch teilweise oder alle zusammenfallen. 
Die Punktgruppe erster Ordnung mit der Gleichung: 

(2) . Ax + B^O 

ist der einzelne Punkt (§ 1, 11). 

Bedeutet tgqp die gemeine Koordinate eines Strahles im Strahl- 
büschel (vgl. §2,11) oder einer Ebene im Ebenenbüschel (vgl. 
§ 49, 13), so stellt die Gleichung: 

(10 ^(tgy) = 

ebenso eine Gruppe von n Strahlen, oder n Ebenen dar. 

3. Imaginäre Punkte, Strahlen und Ebenen. Die Sätze in 
§ 70, 1 sind im Sinne der Algebra allgemein aufgefaßt, indem auch 
komplexe Wurzeln x und tgg? der Gleichungen (1) und {V) mit- 
gezählt werden, denen ,yimaginäre Punkte^^ der Geraden und „iwa- 
ginäre Strahlen oder Ebenen^^ im Büschel entsprechen.^^^) 

Auch die zunächst reell gedachten Koeffizienten der ganzen Funk- 
tion g können schließlich komplexe Werte erhalten. 

3. Übergang auf homogene gemeine Koordinaten. Um die 

Punktgruppe (1) in homogenen gemeinen Koordinaten x, t (vgl. 
§7,1) darzustellen, setzt man in der Gleichung (1) x :t für x und 
multipliziert mit t^. Man erhält dann eine Gleichung: 

(3) fix, t) = 0, 

WO f(x,t) eine homogene ganze Funktion (binäre Form) w*®" Grades 
von X, t ist. 

Umgekehrt wird eine gegebene Gleichung (3) in die Gestalt (1) 
versetzt, indem sie durch ^ dividiert und danach für x : t wieder x 
geschrieben, oder kurz, indem sogleich ^ == 1 gesetzt wird (vgl. § 7, 1). 

Eine gegebene Gleichung (3) ist jedoch umfassender als die ent- 
sprechende Gleichung (1), wenn sie den Faktor t"^ (0 < m ^ w) ent- 
hält. Dann wird nämlich (1) nur vom Grade n — m, indem der in 
der Punktgruppe (3) m-fach enthaltene unendlich ferne Punkt ^ = 
(vgl. § 7, 1) verloren geht. Beispielsweise werden die in der Form (3) 
gegebenen Gleichungen zweiten Grades: 

Äx^ + Bt^ = 0, Axt ^Bt^^Q 

beim Übergang zur Gestalt (1): 

Ax^ + B = 0, Ax + B==^0, 

die eine wieder vom zweiten^ die andere nur vom ersten Grade 

25* 
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4. Gleichungen mit homogenen gemeinen Koordinaten. In 

der in diesem Sinne allgemeineren Auffassung erhalten wir den Satz: 
Bedeutet f{x,t) eine Form n^^^ Grades der homogenen gemeinen 
Koordinaten x, t auf der Geraden^ so stellt die Gleichung: 

(4) fix, <) - 

eine Punktgruppe w*®' Ordnung auf der Geraden dar. 

Das Entsprechende gilt bei gleicher Bedeutung von f für alle 
homogenen gemeinen Koordinaten in Grundgehilden erster Stufe. Es 
ist also: 

(5) /•(^,y) = o 

eine Punktgruppe auf der unendlich fernen Geraden bei der Bedeutung 
§ 23, 1 von X, y; 

(6) /•(M,t;) = oder f(x,y)^0 

eine Strahlengruppe im Strahlbüschel mit endlichem Mittelpunkt bei der 
Bedeutung § 7, 2; § 23^ 2; 1 von w, v oder Xj y; 

(7) f(x,t)^0 oder f{u,s)^0 

eine Strahlengruppe im ParalldstrahTbüschel bei der Bedeutung § 23, 2 
von X, t oder u,s (x : t = — s : u)] 

(8) /•(«, ») -= 

eine Ebenengruppe im Ebenenbüschel mit endlicher Achse bei der Be- 
deutung § 49, 13 von UjV; 

(9) fix, = 

eine Ebenefiigruppe im Parallelebenenbüschel bei der Bedeutung § 49, 13 
von Xf t. 

5. Gleichungen mit Zweieckskoordinaten. Durch die lineare 
Substitution § 7, (14) geht die Gleichung (4) in eine Gleichung 
von derselben Form zwischen den Zweieckskoordinaten x^j x^ über; 
dabei kommt es auf den Faktor 6 in der Substitution nicht an, da 
die Gleichung (4) nur von dem Verhältnis x : t abhängt. 

Bedeutet f(x^, x^ = eine Form n^^^ Grades der ZweiecksJcoordi- 
naien x^y x^ auf der Geraden, so stellt die Gleichung: 

(10) f(x„x,) = 

eine Punktgruppe w*®' Ordnung auf der Geraden dar. 

Ebenso ist: 

(11) /■(mi,m») = 

die Gleichung einer Strahlen- oder Ebenengruppe, je nachdem m^, Wg als 



El «S^- m' itSi tn^ ** ' II 'r^' m 



7, 5) oder als Zweiftt 
iRen. 
io ordinatentransfoniiation. 




■'8{*?)j@i^ifljfi£lS^EHi^^g der Ordnung einer Ftinkt- 
!J|j||fggayiiM; Jd!?. Wiippe hervorgeht, ^^j'&f nacii 
siVirV^Vf^lW^^'^?^» (^10) um; (11) 6ei 



Inaten In der Ebene nnd im 

gSStJS flifiSb^i^Rki^fS^tt Koordinaten in der Ebene. 

f'M'M^ ftTtf £.99 J^ ^ lühegiiS aller Geraden der 

_ _ - _:_ - ^ _^o» deren gemeine Koordinaten 

!,.Ärf&'^,T.^gl. § 19, I) einer Gleichung 

■ Form: 

.,(», V) _ 

SifK' ^S*"^" ^'^1?'^ 1 ■wo g{u,v) eine ganze 
JDig^ 3|35^- ^C^on w"" Grades von ti,v be- 



-^I^Ü^;^!**^ ist eine Kurve n"" Klasse 
^f!*-3E- ^pC^b'ahlbäschel it '^' Ordnung, vgl . 

"'l'^fl^ Gleichung (1') heißt die 
^•«Jfaä*«^ der Kurve in laufenden 
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Die Kurve erster Ordnung mit 
der Gleichung (Fig. 339 a): 



Die Kurve erster Klasse (das 
Strahlbüschel erster Ordnung oder 
Strahlbüschel schlechthin): 




Fig. 839 a. 



Fig. 339 b. 



(2) Äx + By + C = 1^2') Äu + Bv+C^O 

(vgl. § 16, (6}) ist die gerade Linie. (vgl.§19,2)istderPunkt(Pig.339b). 

2. Übergang auf homogene gemeine Koordinaten, um in die 

Gleichung (1) homogene gemeine Koordinaten einzuführen (vgl. § 22, 1), 
setzt man x : t und y : t für x und y und multipliziert alsdann die 
Gleichung mit ^". 

Man erhalt so eine Gleichung von der Form: 

(3) fix, y, t) = 0, 

in der f eine homogene ganze Funktion (ternäre Form) n^^ Grades 
von X, y, t ist. 

Dividiert man umgekehrt die Gleichung (3) durch t^ und bezeichnet 
dann x : t und y : t mit x und y oder setzt man einfach in (3) ^ = 1, 
so erhält man wieder die Gleichung (1). 

Allerdings wird diese, wenn eine gegebene Gleichung (3) den 
Faktor t"^ (0< w^w) enthält, nur vom {n — m)**^ Grade (vgl. § 70, 3). 
Die gegebene Gleichung (3) ist also dann umfassender als die ent- 
sprechende Gleichung (1), indem sie neben der durch diese dargestellten 
Kurve (n — m)*®' Ordnung noch m-fach die unendlich ferne Gerade 
(t^ = 0) umfaßt (vgl. § 22, (6)). 

Die entsprechende Beziehung besteht zwischen den Gleichungen: 

(1') g {uj v) = und (3') f(u, v, s) = 0; 

enthält die homogene ganze Funktion f(u, v, s) den Faktor s^ (0<m^w), 
so geht beim Übergang zu (l') mit 5=1 der Koordinatenanfangs- 
punkt mfach (5"* = 0) verloren (vgl. § 22, (9)). 

3. Gleichungen zwischen homogenen gemeinen Koordinaten 
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in der Ebene. In der in diesem Sinne allgemeineren Auffassung ver- 
stehen wir nunmehr: 



unter einer Kurve n^'^ Ordnung den 
Inbegriff edler Funkte der Ebene, 
deren homogene gemeine Koordinaten 
einer Gleichung von der Form ge- 
nügen: 
(4) f(x, y, t) = 0, 



unter einer Kurve w*®' Klasse den 
Inbegriff aller Strahlen der Ebene, 
deren homogene gemeine Koordinaten 
einer Gleichung von der Form ge- 
nügen: 
(4') /■(«, V, s) = 0, 



WO f beiderseits eine homogene ganze Funktion n*®^ Grades der drei 
Argumente ist. 



Die Kurve erster Ordnung (vgl. 
§ 22, (2)) hat die Gleichung: 

(5) Ax + By + Ct^ 0. 

Eine Kurve w*®' Ordnung in der 
unendlich fernen Ebene des Baumes 
wird ebenso durch die Gleichung: 

(6) fix, y,z) = 

dargestellt, wo x, y, z homogene 
gemeine Punktkoordinaten in der 
unendlich fernen Ebene sind (vgl. 
§ 49, 2). 



Die Kurve erster Klasse (vgl. 
§ 22, (2')) hat die Gleichung: 

(6') Au-\- Bv + Cs^ 0. 

Eine Kurve w*®' Klasse in der 
unendlich fernen Ebene des Baumes 
wird ebenso durch eine Gleichung: 

(6') f(u, V, w) ^0 

dargestellt, wo u^ v, w homogene 
gemeine Linienkoordinaten in der 
unendlich fernen Ebene sind (vgl. 
§ 49, 4). 



4. Grieiohungen zwischen Dreieckskoordinaten in der Ebene. 

Bei Einführung von Dreieckskoordinaten in die Gleichungen (4) und 
(4') ändert sich nach § 28, (4); (10) die Form der letzteren nicht, 
wie auch umgekehrt, so daß wir sagen können: 



Eine Kurve w*®' Ordnung in der 
Ebene ist der Inbegriff aller Punkte, 
deren Dreieckskoordinaten einer Glei- 
chung n^^ Grades: 

(7) /'(^i,^2;^8) = 



Eine Kurve w*®' Klasse in der 
Ebene ist der Inbegriff aller Strahlen, 
deren Dreieckskoordinaten einer Glei- 
chung n^^ Grades: 

genügen. 



ten 



genügen. 

Dabei ist f immer eine homogene ganze Punktion (Form) n 
Grades. 

5. Gleichungen zwischen homogenen gemeinen Koordinaten 
im Bündel« Wie in § 71, 3 verstehen wir: 
unter einem Kegd (Strahlbüschel) n^^ unter einem Kegel w*®' Klasse (Ebe- 



Ordnung den Inbegriff aller Strählen 
des Bündds, deren homogene gemeine 



nenbüschd w*®' Ordnung) den In- 
begriff edler Ebenen des Bündels, 
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Koordinaten (vgl. § 49, 6) einer 
Gleichung n^^ Grades genügen: 



(8) 



fip^y y^ ^) = 0. 



deren homogene gemeine Koordinaten 
(vgl. § 49, 5) einer Gleichung n^^ 
Grades genügen: 

(80 f{u, V, w) = 0. 



Hierbei ist der Mittelpunkt des Bündels im Endüchen angenommen. 
Auf das Bündel mit unendlich fernem Zentrum beziehen sich die ent- 
sprechenden Sätze: 



Ein Zylinder n*®' Ordnung ist 
der Inbegriff aller Strahlen des 
Bündels, deren homogene gemeine 
Koordinaten (vgl. § 49, 11) einer 
Gleichung n*^ Grades genügen: 

(9) fix, y, t) = 0. 



Ein Zylinder w*®' Klasse ist der 
Inbegriff aller Ebenen des Bündels, 
deren homogene gemeine Koordinaten 
(vgl; § 49, 10) einer Gleichung w*®^ 
Grades genügen: 

(9') f{u, V, s) = 0. 



6. Gleichungen zwischen Dreiflachskoordinaten im Bündel. 
Nach § 56, 5 behalten die Gleichungen (8) und (8') auch bei Ein- 
führung von Dreiflachskoordinaten ihre Form bei, wie auch um- 
gekehrt, also: 

Ein Kegel w*®' Ordnung im Bün- Ein Kegel w*®'^ Klasse im, Bündd 
del ist der Inbegriff aller Strahlen, ist der Inbegriff aUer Ebenen, deren 
deren Dreiflachskoordinatefi (vgl.§ 56, DreifUbchskoordinaten (vgl. § 56, (1 2), 



(12% (30')) einer Gleichung n^"" 
Grades genügen: 

(10) f{x^, x^,x^)^0. 



(30)) einer Gleichung n^^ Grades 
genügen: 

(10') f{u^, u^, %) -=0. 



7. Zwei Gleichungen zwischen den Koordinaten. Zicei 
Gleichungen von der Form (1), (4), (6) oder (7), die eine vom Grade m, 
die andere vom Grade w, stellen eine Gruppe von mn Punkten der 
Ebene, die gemeinsamen Funkte (SchnittpunJcte) zweier Kurven m*®' und 
^ter Ordnung (Fig. 338a) dar; zwei Gleichungen von der Form (V), 
(4'), (6') oder (7') ebenso eine Gruppe von mn Strahlen der Ebene, 
die gemeinsamen Strahlen zweier Kurven m*®' und w*®*^ Klasse (Fig. 338 b) 
dar.^*^) Dem Fall w = 1, w= 1 entspricht der Schnittpunkt zweier 
Geraden (vgl. § 18, 3) und die Verbindungslinie zweier Punkte. 

Im Bündel geben zwei entsprechende Gleichungen eine Gruppe 
von mw Strahlen, die SchnitÜinien zweier Kegel m*®' und n*®' Ordnung 
oder eine Gruppe von m» Ebenen, die gemeinsamen Ebenen zweier 
Kegd m*®' und n*®' Klasse. 

8. Perspektive Beziehung zwischen Ebene und Bündel. Durch 
die gleiche Bezeichnung ihrer Koordinaten sind die Punkte x, y, t und 
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Strahlen w, v, s der iry-Ebene des Koordinatensystems Oxy0 einerseits 
und die zur jgf-Achse (die hierbei zur icy-Ebene nicht senkrecht zu sein 
braucht) parallelen Strahlen und Ebenen andererseits (vgl. § 49, 10; 
11); ferner die Punkte x^ y, ^ und Strahlen u, v, w der unendlich 
fernen Ebene einerseits und die Strahlen und Ebenen des Bündels am 
Punkt andererseits (ygl. § 53, 6) pers^pektiv aufeinander bezogen. 
Dasselbe gilt daher bei gleichem f für die Kurve (4), (4') und den 
Zylinder (9), (9'), für die Kurve (6), (60 und den Kegel (8), (8'). 
Man kann diese Beziehung in den Sätzen aussprechen: 

Jeder Zylinder n^^ Ordnung (oder Klasse) schneidet eine Ebene, 
die nicht zu seinen Strahlen parallel ist, in einer Kurve n*®' Ordnung 
(oder Klasse); jeder über einer Kurve n^^ Ordnung (Klasse) errichteter 
Zylinder ist von der n^^ Ordnung (Klasse). 

Jeder Kegel n*®' Ordnung (Klasse) schneidet die unendlich ferne 
Ebene in einer Kurve w*®' Ordnung (Klasse); jeder über einer unend- 
lich fernen Kurve w*®^ Ordnung (Klasse) errichtete Kegel ist von der 
n^^ Ordnung {Klasse). 

Endlich aber folgt mit Bezug auf (7), (7') und (10), (10') aus 
der Gleichheit der gleichbezeichneten Koordinaten x^, x^^ x^ und Wj, 
u^y Wg entsprechender Elemente bei perspektiver Lage eines Bündels 
und einer Ebene (vgl. § 56, 10): 

Jeder Kegel w*®' Ordnung (Klasse) schneidet eine Ebene, die nicht 
durch seine Spitze geht, in einer Kurve n*^' Ordnung (Klasse); jeder 
vher einer Kurve w*®' Ordnung (Klasse) errichtete Kegel ist von der 
^ten Ordnung (Klasse). 

9. Erhaltung der Ordnung und Elasse bei der Transformation 
der Koordinaten. Führt man in die Gleichungen (4), (4') oder (9), 
(9') nach § 23, 3; in die Gleichungen (6), (6^ oder (8), (8') nach 
§ 50, 3, in die Gleichungen (7), (7') oder (10), (10') nach § 30, (15); 
(16) und § 64, (9'); (10') neue Koordinaten ein, so wird, da in allen 
Fällen die alten Koordinaten homogene lineare Funktionen der neuen 
sind, der Grad der Gleichungen in diesen derselbe wie in jenen.^^) 

Ordnung und Klasse einer Kurve oder eines Kegels (Zylinders) 
sind von der Wahl des Koordinatensystems, in bezug auf das sie be- 
stimmt werden, unabhängig (vgl. § 70, 6). 

10. Gleichung der gemeinsamen Funkte einer Kurve und 
einer Geraden oder der gemeinsamen Strahlen einer Kurve und 
eines Punktes in gemeinen Koordinaten. In bezug auf dasselbe 
Achsensystem Oxy, auf das sich die Gleichung (4) der Kurve w*®' 
Ordnung bezieht, sei eine beliebige Gerade p^ durch einen Punkt 
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0'= a?Q, j/o, 1 und ihre Richtungskosinus %, b^ gegeben. Jeder Punkt 
der Geraden ist in der Parameterdarstellung § 23, (5) enthalten. 
Soll er auf der Kurve liegen, muß die Bedingung erfüllt sein: 

(11) /'(«liP' + Ä^o^', hiX+y^f, t')^0. 

Mit Rücksicht auf die Bedeutung der Parameter x\ f (vgl. § 23, 
4) ist dies die Gleichung der Gruppe der Schnittpunkte der Kurve w**" 
Ordnung (4) mit der gegebenen Geraden p^ in homogenen gemeinen 
Punktkoordinaten x\ t auf dieser (vgl. § 70, (4)). 

Unmittelbar aus (4) mit t^O (vgl. § 22, (6)) ergibt sich in: 

(12) f{x, y, 0) = 

die Gleichung der Gruppe der Schnittpunkte der Kurve w**' Ordnung 
(4) mit der unendlich fernen Geraden in homogenen gemeinen Funkt- 
koordinaten x, y auf dieser (vgl. § 70, (5)). 

Wieder in bezug auf Oxy sei neben der Kurve (4') ein Punkt 
0'= a?o, y^j 1 gegeben. Jeder Strahl durch den Punkt ist in der Para- 
meterdarstellung § 23, (6) enthalten. Soll er ein Strahl der Kurve 
sein, muß: 

sein. Mit Rücksicht auf die Bedeutung der Parameter u, v (vgl. 
§ 23, 5) ist dies die Gleichung der Gruppe der gemeinsamen Strahlen 
der Kurve n**' Klasse (4') und des gegebenen Punktes ö in homogenen 
gemeinen Strahlenkoordinaten u, v' in bezug auf das dem Strahlbüschel 
des Punktes ö angehörige mit Oxy parallele System O'x'y' (vgl. § 70, 
(6)). Ebenso erhält man mittels der Parameterdarstellung des Parallel- 
strahlbüschels von der Richtung a^, b^ (§ 23, (7)) in: 

(12') f{a^u\ by, s') = 

die Gleichung der Gruppe derjenigen Strahlen der Kurve w*®' Klasse 
(4'), die einem gegebenen Parallelstrahlbüschel angehören in gemeinen 
Strahlenkoordinaten u\ s' im Büschel (vgl. § 70, (7)). 

Die Gleichungen (11), (12) oder (11'), (12') stellen nach § 71, 8 
zugleich die Strahlen eines Zylinders w*®' Ordnung, die in einer 
Ebene des Bündels liegen, oder bezüglich die Ebenen eines Zylinders 
n^' Klasse dar, die durch einen Strahl des Bündels gehen, dem der 
Zylinder angehört. 

11« Gleichung der gemeinsamen Strahlen eines Kegels und 
einer Ebene oder der gemeinsamen Ebenen eines Kegels und 
eines Strahles in gemeinen Koordinaten. In bezug auf das Achsen- 
system Oxyz im Bündel, auf das sich die Gleichungen (8) und (8') 
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beziehen, sei eine Ebene U^ durch die Richtungskosinus a^^ l^, Cj und 
®2; 62, Cj zweier in ihr liegenden rechtwinkligen Achsen x' und y oder 
ein Strahl jPq dadurch gegeben^ daß er zu zwei solchen Achsen senk- 
recht steht. Alle in der Ebene Üq liegenden Strahlen oder alle durch 
den Strahl p^ des Bündels gehenden Ebenen sind dann in den Parsr 
meterdarstellungen § 50, (19') oder (19) enthalten. 



Für die in der Ebene IZo liegen- 
den Strahlen des Kegels (8) ist 
daher: 



(13) 



f f((h^' + a^Vy \X + 62!/', 



[ c^x + c^y) ^ 0. 

Dies ist die Gleichung der Gruppe 
der gemeitiso/men Strahlen des Kegels 
n^^ Ordnung (8) und der Ebene JJ^ 
in gemeinen Strahlenkoordinaten x\ y 
im Strahlbüschel (vgl. § 70, (6)). 



Für die durch den Strahl p^ 
gehenden Ebenen des Kegels (8') 
ist daher: 



(13') 



f{a^u + ötg?/, b^u + fcgv', 



c^u + c^v) = 0. 

Dies ist die Gleichung der Gruppe 
der gemeinsamen Ebenen des Kegels 
n^^ Klasse (8^) und des Strahles p^ 
in gemeinen Ebenenkoordinaten u, v 
im Ebenenbüschel (vgl. § 70, (8)). 



Es sind gleichzeitig innerhalb der unendlich fernen Ebene die 
Gleichungen der Gruppe von Punkten, die die Kurve w*®' Ordnung (6) 
mit einer Geraden und der Gruppe von Strahlen, die die Kurve w*®' 
Klasse (6') mit einem Punkte gemein hat. 

12. Gleichungen der gemeinsamen Elemente in Dreieoks- 
und Dreiflachskoordinaten» In bezug auf das Koordinatendreieck, 
auf das sich die Gleichungen (7) und (7') beziehen, sei eine Gerade 
Pq durch zwei Punkte Xj}^^ und Xj^^^^ oder ein Punkt Pq durch zwei 
Gerade Wj(^> und %(*) (Jc= 1, 2, 3) gegeben. Dann folgt wie in § 71, 10 
unter Benutzung der Parameterdarstellungen § 30, (24), (24'): 



Die Gruppe der Punkte, die 
die Kurve w*®' Ordnung: 

(7) f(oc^,x^,oo^)--0 

mit der Verbindungslinie zweier ge- 
gebenen Punkte Xj^^^ und Xj^'^^ ge- 
mein hat, ist durch die Gleichung: 

(14) X,Wy^+X,Wy^, 

in Zweieckskoordinaten y^, y^ auf 
der Verbindungslinie dargestellt (vgl. 
§ 70, (10)). 



Die Gruppe der Strahlen, die 
die Kurve n^""' Klasse: 

(7') f(u,,u,,u,)^0 

mit dem Schnittpunkt zweier ge- 
gebenen Strahlen %^^) und Uj^^^ ge- 
mein hat, ist durch die Gleichung: 

f(u,('\ + u,(^)v,, 

(14') \ u,^^)v, + u,^'\, 



u 



s 



(1) 



^1 + <'\) - 



in Zweiseitskoordinaten v^, v^ an dem 
Schnittpunkte dargestellt (vgl. § 70, 

(11)). 
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Dieselbe Gleichung (14) gibt ' Dieselbe Gleichung (14') gibt 



die Gruppe der Ebenen, die der 
Kegd w**'' Klasse (10') mit dem 
Schnittstrahl zweier gegebenen 
Ebenen Uj^^^ und Uj^'^ gemein hat, 
in Zweiflachskoordinaten v^ , v^ im 
Ebenenbüschel des Schnittstrahles. 



die Gruppe der Strahlen, die der 
Kegel w*®' Ordnung (10) mit der 
Verbindungsebenezweiergegebenen 
Strahlen Xj^^"^ und Xj^'^^ gemein hat, 
in Zweiseitskoordinaten y^, y^ im 
Strahlbüschel der Verbindungs- 
ebene (§ 64, 8). 

13. Geometrisohe Bedeutung der Ordnung und Klasse der 
Kurven und Kegel. Da beim Übergang von der Gleichung (7) der 
Kurve n*®' Ordnung in Dreieckskoordinaten x^, x^, x^ zu der Glei- 
chung (14) ihrer Schnittpunkte mit einer Geraden in Zweieckskoordi- 
naten j^i, yj, wie bei allen in § 71, 10 bis 12 nach übereinstimmen- 
der Methode ausgeführten Übergängen von drei zu zwei homogenen 
Koordinaten der Grad der Gleichung unverändert bleibt, so folgt 
allgemein:"^) 



In der Ebene hat eine Kurve 
w*®' Ordnung mit jeder Geraden 
n Funkte gemein. 



In der Ebene hat eine Kurve 
w*^' Klasse mit jedem Punkt n Strah- 
Im gemein. 



Im Bündel hat ein Kegel n*®' Im Bündel hat ein Kegel n^^ 
Ordnung mit jeder Ebene n Strahlen Klasse mit jedem Strahle n Ebenen 
gemein, \ gemein. 

Der Zylinder ist dabei als ein Kegel im Bündel mit unendlich 
fernem Mittelpunkt eingeschlossen. 

Eine Ausnahme von dem ersten Satze tritt nur dann ein, wenn 
eine Gerade der Kurve ganz angehört, die Gleichung (14) besteht 
dann in y^, y^ identisch. Entsprechendes gilt für die anderen Sätze. 

14. Unvollständige Gleichungen für drei homogene Koordi- 
naten in der Ebene. Wenn in der Gleichung (4) y fehlt, so zerfällt 
die linke Seite f(Xy t) in n lineare Faktoren von der Form Äx -f Ct. 
Daraus ergibt sich nach § 16, (16) und entsprechend nach § 19, 5; 
§ 16, (15); § 22, (10); § 29, 3: 

Die Kurve n**' Ordnung: Die Kurve w*®' Kla^e: 

{\o) f(x,t)^0 (150 f(^7s)=-0 

zei fällt in n zur y-Acli^e parallele zerfallt in n auf der x- Achse liegende 
Gerade. Punkte. 

Die Kurve n*^ Ordnufigi Die Kurve n*" Klasse: 

{IG) /•(-.-, y) = (16') /•(«, = 



§ 71, 15. § 72, 1. 
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zerfällt in n durdi den Koordi- 
natenanfang gehende Strahlen. 
Die Kune w*®' Ordnung: 

(17) f{x„ X,) = 

zerfällt in n durch die Ecke JEg des 
Koordinatendreiecks gehende Strahlen, 
Die zwei Gleichungen (vgl. 
§71, 7): 

(18) /-(aji, a;,) = 0, X3 = 

geben die Schnittpunkte dieser 
Strahlen mit der Seite e^, 

15. UnvoUständige Gleichungen für drei homogene Koordi- 
naten im Bündel. In gleicher Weise ergeben sich mit Rücksicht auf 
§ 49, 8 und § 66, 10 für das Bündel ((8), (8'); (10), (10')) die Sätze: 



zerfällt in n auf der unendlich fernen 
Geraden liegende Punkte. 
Die Kurve w*®' Klasse: 

(17') f{u,,u,)^0 

zerfällt in n auf der Seite e^ des 

Koordinatendreiecks liegende Punkte. 

Die zwei Gleichungen (vgl, 

§71, 7): 

(18') f(u„u,) = 0, «, = 

geben die Verbindungslinien dieser 
Punkte mit der Ecke E, 



3- 



Der Kegel w*®' Ordnung: 

(19) f(x,y) = 

zerfällt in n durch die z- Achse 
gehende Ebenen. 

Der Kegel w*®' Ordnung: 

(20) fix,, X,) = 

zerfällt in n durch die Kante s^ des 
Koordinatendreiflachs gehende Ebe- 
nen. 



Der Kegel w*®' Klasse: 

(19') nu;v) = o 

zerfällt in n in der xy-Ebene liegende 
Sirahlen. 

Der Kegel w*®' Klasse: 

(20') f{u^, u^) = 0. 

zerfällt in n in der Ebene Eg des 
Koordinatendreiflorchs liegende Strah- 
len. 



§ 72. Gleichungen zwischen den Koordinaten im Räume. 

1. Gleichungen zwischen gemeinen Koordinaten. 



Der Inbegriff aller Punkte des 
Raumes, deren gemeine Koordinaten 
^? Vf ^ (vgl* § ^1? 2) einer Gleichung 
von der Form: 

(1) g{x,y,z)=^0 

genügen, wo g (x, y, z) eine ganze 
Funktion n^^ Grades von x, y, z be- 
deutet, ist eine Fläche (ein Punkt- 
feld) n^^ Ordnung. 

Die Gleichung (1) heißt die 



Der Inbegriff aller Ebenen des 
Raumes, deren gemeine Koordinaten 
u, VyW (vgl. § 45, 1) einer Gleichung 
von der Form: 

(1') g (w, v,w) = 

genügen, wo g{Uy v, w) eine ganze 
Funktion n^^ Grades von w, v, w 
bedeutet, ist eine Fläche n^^ Klasse 
(ein Ebenenbündel w*®' Ordnung). 
Die Gleichung (1') heißt die 



L 
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§ 72, 2—3. 



Ghichmg der Fläche in laufenden Gleichtmg der Fläche in laufenden 



Ehenenkoordinaten}^^) 

Die Fläche erster Kla^e (das 
Ebenenbündel erster Ordnung oder 
Ebenenbündel schlechthin): 

(2') Au + Bv + Cw + D^O 
(vgl. § 45, (5)) ist der Funkt 



FunMkoordinaten}^ 

Die Fläche erster Ordnung mit 
der GleichuMg: 

(2) Äx + By + ds + D^-O 

(vgl. § 40, (6)) ist die Ebene. 

3« Gleichungen swisohen homogenen gemeinen oder Tetra- 
ederkoordinaten. In derselben Weise wie in § 71, 2 gelangen wir 
zu den Gleichungen der Fläche in homogenen gemeinen Koordinaten. 

(3) fix, y. z,t)^0 (3') f{u, V, w, s) = 0, 

wo f eine homogene ganze Funktion (Form) n^^ Grades der vier Argu- 
mente ist. 

Von hier aber leiten, wie in § 71, 4, die Formeln § 57, (1), (4), 
(6), (10) zu der Definition über: 



Eine Fläche n^ Ordnung ist 
der Inbegriff aller Punkte, deren 
Tetraederkoordinaten einer Gleichung 
n^^ Grades: 
(4) f{x^, x^, ^8, ^J^^O 

genügen. 



Eine Fläche »*®' Klasse ist der 
Inbegriff aller Ebenen, deren Tetra- 
ederkoordinaten einer Gleichung «*®° 
Grades: 
(4') f(u^,u^, u^, wJ-O 

genügen. 



3. Zwei und drei Gleichungen zwischen den Koordinaten. 



Zwei Gleichungen von der Form 
(1), (3) oder (4), die eine vom 
Grade m, die andere vom Grade w, 
geben in laufenden Punktkoordinaten 
die Baumkurve mn^^ Ordnung, die 
aus den gemeinsamen Punkten 
zweier Flächen m*®' und n*®' Ord- 
nung besteht (Schnittkurve, Durch- 
dringungskurve beider Flachen).^^') 



Zwei Gleichungen von der Form 
(1'), (3') oder (4'), die eine vom 
Grade m, die andere vom Grade n, 
geben in laufenden Ebenenkoordi- 
naten den Ebenefibüsdid mn^^ Klasse, 
der aus den gemeinsamen Ebenen 
zweier Flächen m*®' und w*®' Klasse 
besteht (gemeinsame umhüllende, 
umbeschriebene De veloppable beider 



! Flächen). 
Die Baumkurve erster Ordnung 1 Der Ebenenhüschd erster Klasse 
mit den Gleichungen: | mit den Gleichungen: 



y.ö) 



(5') 






ist die gerade Linie (gerade Pankir ist die «/ero^Xinte (gerader Ebenen- 
reihe; § 43, 3). bfischel,Ebenenbüschel schlechthin). 
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Drei Gleichungen i*®°, m*^^ und 



Drei Gleichungen l^'^, m^^, n 



ten 



Grades von der Form (1'), (3') oder 
(4') stellen im aUgemeinen eine 
Gruppe von ?mw Ebenen des Raumes 
dar, die gemeinsamen Ebenen dreier 
Flächen ?*®', m*®' und n^^ Klasse, 



Drei Punkte haben im allgemei- 
nen eine Ebene gemein. 



n^^ Grades von der Form (1), (3) 
oder (4) stellen im allgemeinen eine 
Gruppe von Imn Punkten des 
Raumes dar, die gemeinsamen Punkte 
dreier Flächen l^^, m*®' und n^^ 
Ordnung. 

Drei Ebenen haben im allge- 
meinen einen Punkt gemein (vgl. 
§ 58, 7). 

4* Erhaltung der Ordnung und Klasse bei der Transformation 
der Koordinaten. Führt man in die Gleichungen (3), (3') nach 
§50, (1); (2) und in die Gleichungen (4), (4') nach §68, (8); (12) 
neue Koordinaten ein, so wird, da in allen Fällen die alten Koordi- 
naten homogene lineare Funktionen der neuen sind, der Grad der 
Gleichungen in diesen derselbe wie in jenen.^^) 

Ordnung und Klasse einer Fläche sind von der Wahl des Ko- 
ordinatensystems, in bezu^ auf das sie bestimmt werden^ unabhängig 
(vgl. § 71, 9). 

5. Gleichung der gemeinsamen Punkte einer Fläche und 
einer Ebene oder der gemeinsamen Ebenen einer Fläche und 
eines Punktes. In bezug auf dasselbe Achsensjstem Oxyz, auf das 
sich die Gleichung (3) der Fläche n^^ Ordnung bezieht, sei eine be- 
liebige Ebene 11^ durch einen Punkt 0'= oj^, ^o; ^o ^^^ ^iwei von ihm 
ausgehende rechtwinklige Achsen x ^ a^,b^y c^ und y =^ a^yb^^ c^ ge- 
geben. Jeder Punkt der Ebene ist in der Parameterdarstellung § 50, 
(8) enthalten. Soll er auf der Fläche liegen, muß die Bedingung er- 
füllt sein: 

(6) fia^^x + a^y + x^t', b^x + b^y + y^f, c^ x' -^ c^y ^ z^t^t') == 0. 

Mit Rücksicht auf die Bedeutung der Parameter x, y, t' in 
§ 50, 4 ist dies die Gleichung der Kurve, in der die Fläche w*®' Ord- 
nung (3) von der gegebenen Ebene IIq geschnitten wird, in laufenden 
Punktkoordinaten x, y , i in bezug auf das in IIq liegende Koordinaten- 
system O'xy (vgl. § 71, (4)). 

Unmittelbar aus (3) mit ^ = (vgl. 47, (6)) ergibt sich in: 

(7) fix, y, ^, 0) = 

die Gleichung der Kurve, in der die Fläche n*^ Ordnung (3) von der 
unendlich fernen Ebene geschnitten wird, in laufenden Punktkoordinaten 
X, y, z in dieser (vgl. § 71, (6)). 
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Wieder in bezug auf Oxyz sei neben der Fläche (3) ein Punkt 
0' ^ Xq^ y^, Zq gegeben. Jede Ebene durch den Punkt ist in der 
Parameterdarstellung § 50, (10) enthalten. Soll sie der Fläche an- 
gehören, muß sein: 

(6') f{u\ v\ w, — x^u— y^v — z^w') =- 0. 

Mit Rücksicht auf die Bedeutung der Parameter u ?;' w in § 50, 6 
ist dies die Gleichung des Kegels, den die durch den Funkt O gehenden 
Ebenen der Fläclie w*®' Klasse (3') hilden, in laufenden Ebenenkoordi- 
naten Uy ü', w' in bezug auf das dem Bündel des Punktes 0' angehorige 
mit Oxyz parallele System O'xy'z (vgl. § 71, (8')). 

Ist ferner ein Ebenenbündel mit unendlich fernem Zentrum durch 
zwei von ausgehende Achsen rr' = 04, fe^, c^ und y '=^ a^, b^, Cg ge- 
geben, zu deren Ebene Oxy die Ebenen des Bündels senkrecht sein 
sollen, so erhält man nach § 50, (12) in: 

C^O f(a^u+o^v\ b^u+b.^v\ c^u + c^v, s') = 

die Gleichung des Zylinders y den die dem Ebenenbündel- angehörigen 
Ebenen der Fläclie bilden, in laufenden Ebenenkoo^xlinaten u\ v\ s im 
Bündel in bezug auf das System Oxyz (vgl. § 71, (9')). 

In bezug auf das Koordinatentetraeder, auf das sich die Glei- 
chungen (4) und (4') beziehen, folgt mit Benutzung der Parameter- 
darstellungen § 64, 2 in gleicher Weise:* 

Die Kurve y in der die Fläche Der Kegel, den die Ebenen der 
n^^ Ordnung: Fläche n^^ Klasse: 

(8) f{x^, x^, x^, x;) = fixj^) = ' (8') f{u^, u^, M3, u^)==f(u,) = 

von der Verbindungsebene dreier ge- am Schnittpunkt dreier gegebenen 
gebenen Punkte Xf.^^\ Xj^^\ x^^^ ge- Ebenen u^^^\ u^^\ Uj^^^ bilden, ist 
schnitten wird, ist durch die Glei- i dwrch die Gleichung: 
chung: 

(9) /■(^*''>J/i + ^*<*'y. + ^i^'^Vz) = (9') f(u,^'\ + u,(')v, + M,W«,) = 



in laufenden Dreieckskoordinaten y^, 
y^, 2/g des Punktes der Verbindungs- 
ebene dargestellt (vgl. § 71, (7)). 



in laufenden Dreiflachskoordinaten, 

^1? ^2? ^3 ^^ Ebene des Bündels 
am Schnittpunkt dargestellt (vgl. 

! § 71, (10')). 

6. Erste geometrische Bedeutung der Ordnung und Elasse 
einer Fläche. Da die Gleichungen (6), (7), (9), sowie (6'), (7'), (9') 
alle von demselben Grade sind, wie die Gleichungen (3), (4), sowie 
(3'), (4'), so folgt wie § 71, 13: ^^ß) 

Die Fläche w*®' Ordnung hat \ Die Fläche w*®' Klasse hat mit 
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mit jeder Ebene eine Kurve »**' Ord- 
nung gemein. 



jedem Bündel einen Kegd w*^' Klasse 
gemein. 



Vorausgesetzt ist hierbei (vgl. 71, 13) nur, daß die Ebene, be- 
züglich das Bündel, nicht ganz der Fläche angehört. 

Verbindet man dieses Resultat mit § 71, 7, so ergibt sich: 



Die Baumkurve mn^^ Ordnung 
in § 72, 3 hat mit jeder Ebene 
mn Funkte gemein. 



Das Ebenenbüschd mn^"^ Klasse 
in § 72, 3 hai; mit jedem Bündel 
mnEbenen gemein. 



7« Gleichung der gemeinsamen Punkte oder Ebenen einer 
Fläche und einer Geraden. In bezug auf dasselbe Achsensystem 
Oxyz^ auf das sich die Gleichung (3) bezieht, sei eine beliebige Gerade 2>o 
durch einen Punkt 0' = ir^, y^, Zq und ihre Richtungskosinus «1,61, c^ 
gegeben. Jeder Punkt der Geraden ist in der Parameterdarstellung 
§ 50, (14) enthalten; soll er auf der Fläche (3) liegen, muß sein: 

(10) f (a^x + x^t^ b^x + y^fy c^x + z^t) t') = 0. 

Mit Rücksicht auf die Bedeutung der Parameter x\ t' in § 50, 
10 ist dies die Gleichung der Gruppe der Schnittpunkte der Fläche 
n**' Ordnung (3) mit der gegebenen Geraden Pq in gemeinen Koordi- 
naten auf dieser (vgl. § 70, (4)). 

Ebenso ist nach § 50, (15), wenn a^, b^, q und ag, ftg? ^ die 
Richtungskosinus zweier rechtwinkligen, von ausgehenden Achsen 
x' und y sind: 

(11) f(a^oc' + a^y\ b^x + b^y\ c^x + c^y\ 0) =- 

die Gleichung der Gruppe der Schnittpunkte der Fläche (3) mit der 
unendlich fernen Geraden der Ebene Ox'y' in gemeinen Koordinaten 
auf dieser Geraden (vgl. § 70, (5)). 

Ist ein rechtwinkliges Achsensystem O'xy z durch die Richtungs- 
kosinus öfi, 61, c^ und «2, 62; ^2 der Achsen x und y gegeben, so 
sind alle durch die /-Achse gehenden Ebenen in der Parameter- 
darstellung §50, (16) enthalten. Daher ist: 

(10') /*(aiW + a^«;', b^u '\-b^v\ c^ + c^v\ x^'u + y^v") ===0 

mit der dortigen Bedeutung von u, v\ Xq, y^ die Gleichung der Gruppe 
von Ebenen, die die Fläche w*®' Klasse (3') mit dem Ebenenbüschel 
der Achse z' gemein hat, in gemeinen Koordinaten u\ v im Büschel 
(Tgl. § 70, (8)). 

Sind a^, \, c^ die Stellungskosinus eines Büschels von Parallel- 
ebenen, so ist nach § 50, (17): 

(ir) f{aj, bj, cj, --^') = 

Staude, analyt. Geometrie. 26 
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die Gleichung der Gruppe von Ebenen der Fläche n*-' Klasse (3"), die 
eine gegebene Stellung haben, in gemeinen Koordinaten x, i im Parallel- 
ebenenbüschel (vgl. § 70, (9)). 

In bezug auf das Eoordinatentetraeder, auf das sich die Glei- 
chungen (4) und (4') beziehen, folgt endlich mit Benutzung der Para- 
meterdarstellung § 64, 4: 



Die Gruppe der Ebenen, die die 
Fläche w**' Klasse: 

(12') f(u„u„u,,u^^fiu,) = 

mit der Schnittlinie zweier gegebenen 
Ebenen Uj^^\ Uj^^^ gemein hat, ist 
durch die Gleichung: 

(13-) /•(«,<%, + «,W«s) = 

in ZweifUichskoordinateifi v^, v^ int 
Ebenenbüschel der Schnittlinie dar- 
gestellt (vgl. § 70, (11)). 

8. Zweite geometrisohe Bedeutung der Ordnung und Klasse 
der Fläche (vgl. § 72, 6). Da die Gleichungen (10), (11), (13) und 
(10'), (ll'), (13') alle von demselben Grade sind, wie die Gleichungen 
(3), (4) und (3'), (4'), so folgt: 

Die Fläche n^^ Ordnung hat mit Die Fläche n^^ Klasse hat mit 
jeder geraden Punktreihe n Punkte jedem geraden Ebenenbüschel nEbe- 
gemein. \ nen gemein. 

Vorausgesetzt ist hierbei (vgl. § 71, 18) nur, daß die Punktreihe, 
bezüglich der Ebenenbüschel, nicht ganz der Fläche angehört. 

9. Unvollständige Gleichungen mit drei Funkt- oder Ebenen- 
koordinaten. 



Die Gruppe der Punkte, die die 
Fläche »**'' Ordnung: 

(12) f{x^, x^, x^, x^ = /*(a?t) = 

mit der Verbindungslinie zweier ge- 
gebenen Punkte Xj^'^\ Xj^'^^ gemein hat, 
ist durch die Gleichung: 

(13) /•Wi)y, + a.,<»)y,) = 

in Zweieckskoordinaten y^, y^ a/uf 
der Verbindungslinie dargestellt (vgl. 
§ 70, (10)). 



Fehlt in der Gleichung (3) der 
Fläche w*®' Ordnung die Koordi- 
nate z, so wird die Gleichung reihen- 
weise von solchen Punkten P = x, 
y, z,t', P' = X, y, z, ^, P"= x, y, z", 
t]... erfüllt (Fig. 340a), die bei 
wechselnden Werten von z die- 
selben Werte x, y, t haben. Solche 
Punkte aber liegen nach § 31, 4 
alle auf einer Geraden p, derjenigen, 
die im Strahlbüschel der zur ;gr- Achse 



Fehlt in der Gleichung (3') der 
Fläche n*®' Klasse die Koordinate w, 
so wird die Gleichung büschelweise 
von solchen Ebenen n=u, v,w,S'y 
77' == u, V, w\ s; 77" = u, v, w', s; . . . 
erfüllt (Fig. 340 b), die bei wechseln- 
den Werten von w dieselben Werte 
u, V, s haben. Solche Ebenen aber 
gehen nach § 45, 1 alle durch eine 
Gerade p, diejenige, die im Strahl- 
feld aller in der rcy-Ebene liegen- 



ij^li^'jf^$^''Q^|^S#BllileQ äie Koordinaten 



— — ISff *• — — — — 



'm.L 





^ ,^S^ägl*Sfc'*^^^ii^s^Qe i7(| mit dem unendlich 

^■i.-3^i^:C^Jdji';§i'S5r|i|ii^unkt der ^-Achse im Bün- 

,. 4( '*** '** '** '** '** -Jj- -^eil^i^^oordinaten «, v, s hat (vgl. 

f. .». ,«. .». .w._-^!K-: ;«?-'■ 
^«|öBcF:i^tf<Säe^^^:B]HB Koordinatensystem Oxys 

"»-§iÄä!^i>^iden IStenenkoordinaten im 

ltlP2^fc^^ieselbe in der a:y-Ebene 

StÄwrwe «"" Klasse dar, die 

[üt^i^den Strahlenkoordinaien in 

^™e durch die Gleichung §71, 

gäi^ deren „Leitzylindet^' »'" 

''itf**a^^S'^lr&* laufenden Ebenenkoordi- 

JBündd durch die Glei- 
^71, (9') dai^eeteUt wird. 
äSOi^rt^igKi^^^lga^Sifenden ^ben^n^oorcJina^i 
•S^^^''»" ^t*^S^?5lb»e wird der Leitgylinäer 
'^l'^i^.xl^^^r^^SMsse durch die zwei Glei- 

l^^^w, r, s) = 0, w = 

l?S-f ■«••it--^l!S!«" (9 «,(21)). 

^i'^^^^^^Hrl^i^ijj^i^vim die folgenden auf das 
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§ 72, 10. 



Die Gleichung: 

(16) f(x,y,0)^O 

gibt in laufenden Punktkoordinaten 
im Baume denmlheu. Kegd n*®' Ord- 
nung mit der Spitze 0,^^®) der in 



(16') f(u, v,w)^0 

gibt in laufenden Ebenenkoordinaten 
im Ramme dieselbe unendlidi ferne 
Kurve w*" Klasse, die in laufenden 



laufenden Strahlenkoordinaten im , Strahlenkoordinaten in der unendlich 
Bündel durch die Gleichung §llj\ fernen Ebene durch die Gleichung 



(8) und dessen „Leitkurve^^ w*®' Ord- 
nung in laufenden Punktkoordinaten 
in der unendlich fernen Ebene durch 



§71, (6') und deren ^yLeitkegeV^ 
w*®' Kla^sse in laufenden Ebenen- 
koordinaten im Bündd durch die 



die Gleichung §71,(6) dargestellt Gleichung §71, (8') dargestellt wird, 
wird. I 



In laufenden Punktkoordinaten 
im Baume wird die Leitkurve w*®' 
Ordnung durch die zivei Glei- 
chungen : 

(17) f{x,y,z) = (i, t = 
ausgedrückt. 



In laufenden Ebenenkoordinaten 
im Baume wird der Leitkegel w*®"" 
Klasse durch die zwei Gleichungen : 

(17') f{u, v,w) = Oy 5 = 
ausgedrückt. 



Endlich stellt mit bezug auf das Koordinatentetraeder die Gleichung: 



(18) f{x^, x^y ^3) = 

in laufenden Punktkoordinaten im 
Baume denselben Kegel «**' Ord- 
nung mit der Spitze E^ dar, der 
in laufenden Strahlenkoordinaten im 
Bündel E^^ durch, die Gleichung § 71, 
(10) und dessen Leitkurve w*®' Ord- 
nung in laufenden Punktkoordinaten 
in der Ebene E^ durch die Gleichung 
§ 71, (7) dargestellt wird (§ 57, 16). 
In laufenden Punktkoordinaten 
im Baume wird die Leitkurve n^^ 
Ordnung durch die zwei Glei- 
chungen : 

(19) f{x^, x^, x^) = 0, x^^O 
ausgedrückt (§ 57, 16). 



(18') fiu^y'ihjU^^^ 

in laufenden Ebenenkoordinaten im 
Baums dieselbe Kurve w*®' Klasse 
in der Ebene E4 dar,^^^) die in laufen- 
den Strahlenkoordinaten in der 
Ebene E4 durch die Gleichung § 71, 
(7') und deren Leitkegel n*®' Klasse 
in laufenden Ebenenkoordinaten im 
Bündel E^ durch die Gleichung 
§71, (10') dargesteUt wird. 

In laufenden Ebenenkoordinaten 
im Baume wird der Leitkegel n^"" 
Klasse durch die zwei Gleichungen: 



(19') /'(wi, u^, W8) = 0, 
ausofedrückt. 



Ua 







10. Unvollständige Gleichungen mit zwei Funkt- oder Ebenen- 
koordinaten. Enthält die Gleichung der Fläche n*®' Ordnung oder 
n*®' Klasse nur zwei der vier Koordinaten, so zerfäUt sie in n in diesen 
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homogene lineare Faktoren (vgl. § 71, 14) und stellt daher nach 
§40, 6; § 47, (8); §58, 3 eine Gruppe von n Ebenen in laufenden 
PunJctkoordinaten oder eine Gruppe von n Punkten in laufenden Ebenen- 
Tcoordinaien dar. Daher gilt in bezug auf das gemeine Koordinaten- 
system Oxyz: 



Die Fläche w**' Ordnung: 

(20) f(x,y)^0 oder f(x,t)^0 

zerfällt in n Ebenen , die durch die 
Z' Achse gehen oder bezüglich der 
yZ'Ebene parallel sind. 



Die Fläche n*®' Klasse: 

{20') f(u, v)^0 oder f(u, s) = 

zerfällt in n Punkte ^ die auf der 
unendlich fernen Geraden der xy- 
Ebene oder bezüglich auf der x- Achse 
liegen. 

Ebenso gilt in bezug auf das Koordinatentetraeder (vgl. § 57, 
Fig. 303): 



Die Fläche w*" Ordnung: 

(21) fix,, X,) = 

zerfällt in n Ebenen, die durch die 
Kante £,3 gehen. 



Die Fläche w*®' Klasse: 

{21') f(u„u,)^0 

zerfällt in n Punkte, die auf der 
Kante e,^ liegen. 



11. Gleiohungen zwischen Linienkoordinaten im Baume. Der 

Inbegriff der oo* geraden Linien des Raumes, deren Strahlenkoordi- 
naten (vgl. § 59, 1) der Gleichung: 

(22) f{pj) = f(jPuP2>Pz7 P^yP5^Pe) = 0, 

genügen, wo f eine homogene ganze Fimktion n^^ Grades der n Argu- 
mente ist, heißt ein Linienr oder Strahlenkomplex n^^ Gerades (§ 60, (12)). 
Erfüllen die S^raA^ewkoordinaten einer Geraden die Gleichung (22), 
so erfüllen die J-CÄ^ewkoordinaten nach §59, (7); (8) die Gleichung: 

(22') f{q^) -f{q4,y q^, q^y qu Qiy ^3) = 

und umgekehrt, so daß beide Gleichungen denselben Komplex dar- 
stellen. 

Nach § 63, (19) und (19') ist der Grad des Komplexes vom Ko- 
ordinatensystem unabhängig (vgl. § 72, 4). 

Die 00^ Geraden, die zwei Gleichungen von der Form (22) oder 
(22') genügen, bilden eine Linienkongruenz oder ein Strahlensystem; 
die (X)^ Geraden, die drei Gleichungen von der Form {22^ und (22') 
genügen, bilden eine Linienfläche (§ 60, 3). 

12« Gemeinsame Gerade eines Komplexes und eines Strahl- 
feldes oder Strahlbündels. Jeder Strahl eines Strahlfeldes ist in der 
Parameterdarstellung § 64, (2) enthalten. Soll er dem Komplex (22) 
angehören, muß die Bedingung: 
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§ 72, 13. 



bestehen. Mit Rücksicht auf die Bedeatung der Parameter in § 64, 3 
und unter Hinzufügung des dualen Satzes folgt daher: 



Die Strahlen des Komplexes n^^ 
Grades (22), die einem durch drei 
Strahlen p^^'^\ pj^^, p^^^^ gegebenen 
Strahlfeld angehören^ bilden eine 



Die Strahlen des Komplexes w*®"^ 
Grades (22'), die einem durch drei 
Strahlen qj^^\ q^^\ g^^^^ gegebenen 
StraMbündel angehören, bilden einen 



Kurve w***' Klasse (Komplexkurve), , Kegd w*®' Ordnung (Komplexkegef), 
deren Gleichung in laufenden Linien- \ dessen Gleichung in laufenden 



hoordinaten v^, v^, v^ im Felde in 
bezug auf das Koordinatendreiseü 
P^^ P,t\ Ä<*> lotutet (§ 71, (7')): 
(23) f{p,(^)v^ +pP\ +Ä('"fs)-0. 



Strahlenkoordinaten y^, y^, y^ im 
Bündel in bezug auf das Dreikant 

«*(", «*<*>, &^" ^«<e* (§ 71, (10)): 
(23') fiqj^'^y, + qj^'^y, +?^(»)y,) = 0. 



Hierbei sind jp^ und q^ als Te^ro^rferkoordinaten der Linie ge- 
dacht. In derselben Weise können aber auch, wenn p^ und q^ ge- 
meine Koordinaten der Linie sind (vgl. § 48, 6), mittels der Parameter- 
darstellungen § 50, 6 ; 7 ; 9 die Gleichungen der Komplexkurve und 
des Komplexkegels erhalten werden.^*^) 

13. Komplexgleiohung des Kegels n^' Klasse und der ebenen 
Kurve w*®' Ordnung. 

Fehlen in der Gleichung (22) Fehlen in der Gleichung (22') 
des Komplexes die Koordinaten des Komplexes die Koordinaten 

Pif P&j Pej sö ^i*"^ di^ Gleichung q4^, q^i q^, so wird die Gleichung 
zunächst erfüllt durch alle Strahlen zunächst erfüllt durch alle Strahlen 
Pi = ^} P2 ^ ^7 Ps = ö? di® durch q^ = 0, q^ = 0, ^g = 0, die in der 
die Ecke E^ des Koordinatentetra- ; Ebene E^ des Koordinatentetraeders 
eders gehen (vgl. § 59, 10), weiter 1 liegen (vgl. § 59, 10), weiter aber 



aber ebenenweise durch solche 
Strahlen, die bei wechselnden Wer- 
ten von 2>4» jPs, i>6 dieselben Ko- 



bündelweise durch solche Strahlen, 
die bei wechselnden Werten von 
9^4; Q'ö; Ö'e dieselben Koordinaten q^. 



ordinaten p^, p^, p^ haben. Solche i q^, q^ haben. Solche Strahlen gehen 
Strahlen liegen nach § 59, 9 und I nach § 59, 9 und § 56, 10 alle durch 



einen Punkt P, denjenigen, der 
im Punktfeld E4 die Dreieckskoordi- 
naten x^ix^: x^^ q^iq^- q^ hat. 



§ 56, 10 alle in einer Ebene 77, 
derjenigen, die im Ebenenbündel E^ 
die Dreiflachskoordinaten u^iu^i Mg 

= i>i -ft -JPs liat- 

Daher stellt die Gleichung: 1 Daher stellt die Gleichung: 

(24) /-(Pi, Ä, 1),) = ;(24') /•(«!,<?„ 3«) = 

in lauf enden Strahlenkoordinaten im in laufenden Achsenkoordinaten im 



§ 72, 14. 
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jRaume denselben Kegel w*®' Klasse 
mit der Spitze E^ dar, der (ygl. 
§71, (10')) in laufenden Ebenen- 
Tcoordinaten im Bündel E^ die Glei- 
chung hat: 

(25) /*(Wi, ^2, M8) = 0. 

Der Gleichung (24) wird durch 
alle die oo^ Strahlen genügt, die 
in irgend einer Ebene des Kegels 
liegen; sie heißt die Komplexglei- 
chung des Kegels n^^ Klasse. 



Baume dieselbe Kurve n^^ Ordnung 
in der Ebene E^ dar, die (vgl. § 71, 
(7)) in laufenden Punktkoordinaten 
in der Ebene E^ die Gleichung hat: 

(250 /^(^i, ^2, ^3)=-0. 

Der Gleichung (24') wird durch 
alle die oo' Strahlen genügt, die 
durch irgend einen Punkt der Kurve 
gehen; sie heißt die Komplexglei- 
chung der ebenen Kurve n^^ Ord- 
nung. 

14. Iiinienfläcliengleiohungen der Kurve n^^ Elasse und des 
Kegels n^' Ordnung. 



Da nach § 59, 10 für einen in 
der Ebene E^ liegenden Strahl jp4, 
A? JPe verschwinden und Pi:p2'Ps 
= Ml : Mj : Wg die Dreieckskoordinaten 
in der Ebene E^ sind, so folgt mit 
Rücksicht auf § 71, (7'): 

Die vier Gleichungen: 

/*(jPl;2>2;i>s)=0, 
1^4 = 0, i>6 = 0, i)6 = 

stellen in laufenden Strahlenhoordi- 
naten im Baume die Kurve w*®' 
Klasse § 71, (7') dar. 



(26) 



Da nach § 59, 10 für einen 
durch die Ecke E^ gehenden Strahl 
^4,^5, q^ verschwinden und q^ : q^ : q^ 
=' x^:x^:x^ die Dreiflachskoordi- 
naten im Bündel E^ sind, so folgt 
mit Rücksicht auf § 71, (10): 
Die vier Gleichungen: 

«4 = 0, ^5 = 0, ^6 = 

stellen in laufenden ÄchsenJcoordi- 
naten im Baume den Kegel w*®' 
Ordnung § 71, (10) dar. 
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Die vier Gleichungen sind, da eine von den drei letzten wegen 
der Identität § 59, 2 überzählig ist, als die drei Gleichungen einer 
Linienfläche (vgl. § 72, 11) zu betrachten. 



Die Gleichungen (26) werden 
erfüllt durch die oo^ Strahlen 
der Kurve n*®' Elasse (vgl. § 71, 
Fig. 338 b). 



Die Gleichungen (26') werden 
erfüllt durch die oo* Strahlen des 
Kegels n*®' Ordnung. 



Anmerkung 1. 
Determinanten zweiten, dritten nnd vierten Grades. 

I. Die Determinante zweiten Grades und ihre Unterdetermi- 
nanten. 

1. Bezeichnung und Bedeutung der Determinante: 



(1) 



A^ \ a 



kl 



^11^22 I ■" 



a 



11 



a 



12 



^21 ^22 



— ^11^22 ^12^21 • 



(2) 



(3) 



2. Bezeichnung der Unter determinanten: 

I Al = »22? -^12 '^ ^i; 

1^1 == — 0^12; -^22 == ^1 • 

3. Die Determinante der Unter determinanten: 

-^1 -^12 



. -^1 -^ 



22 



= A 



(4) 



%1-^a + ^*2-^i2 "-- 



^1*-^1J + ^2*-^2J — 



4. Entwicklung nach Unterdeterminanten: Wenn ä; = 1 oder 2 und 
Z = 1 oder 2, ist: 

^ für Z = i, 

;, Z + *, 
A „ l ^ k, 

„ ? + ifc. 

5. FerscÄtciwden der Determinante: Wenn A verschwindet, ist: 

(O) ^11 : A^2 ^^ -^21 • -^22 } iP) ^11 • ^12 ^^ ^21 ' ^22 " 

IL Die Determinante dritten Grades und ihre Unterdetermi- 
nanten. 

1. Bezeichnung und Bedeutung der Determinante: 



(1) 



«11 ö 



12 



a 



13 



: «21 0,2 a 



- a^^a^^a^^ 



«11 «22 «83 ; — 



23 



a 



31 



a 



32 



a 



33 



«11 «23 «32 "t" «12 «23 «31 «12 «21 «88 

"T «13 «21 «82 «13 «22 «81 



Anm. 1, II. 



409 



2. Bezeichnung der Unterdeterminanten: Die neun Unterdetermi- 
nanten zweiten Grades sind: 



(2) 



■^kl ~ 



a 



«i 






WO die Indizestripel Jclc^Jc^ und l.lj^ unabhängig voneinander je die 
drei geraden Permutationen: 

(3) 1.23, 2.31, 3.12 

durcUaufen; z. B. 



-^it ~ 



^28 
«88 



a 



21 



a 



81 



-^28 — 



a. 



31 



a 



82 



a 



11 



a 



12 



3. Determinanten aus Unter determinanten: 



(4) 



(5) 



sr = 



3t« = 



■4tl -^12 -^18 

-^1 -^2 -^28 "^ -^ ' 



"■Sl 



-^82 -^83 



*x«i 



'hk 



k^lx *a^ 



= ^a,, 



mit der Bedeutung (3) von k.\h^ und l,lyl^. 

4. EntmcMung nach Unterdeterminanten. Wenn Ä und Z die Werte 
1, 2 oder 3 haben, ist: 



(6) 



*1*-^J + *^S*-^«J + *3i-^8I — 







lo 






7 + Ä. 



5. Verschwinden der Determinante, Wenn A verschwindet, ist 
nach (5): 

. . I -^11 • -^12 • -^13 "^ -^1 • -^22 • -^28 
^ y \ A . 4 .J 4 ' 4 »4 



4 '4 '4 

-^81 • -^82 • -^88; 



-^18 • -^28 • -^88? 



'^ll • -^'21 • -'^81 -^12 • -^-^22 • -^82 

wenn alle neun Äj^^ verschwinden, ist nach (2): 

0^11 ' a-ia i ato = aal : aaa : aqo = aot : öto« : a 



(8) 



!«11 • «12 • «13 "^ «21 • «22 • «23 "^ «31 ' «32 * ^88? 
«11 • «21 • «81 ^^ «12 • «22 • «32 ^^ «13 ' «28 ' «33* 

6. Verschwinden einer y^Matricif^, Die Gleichung: 



a 



11 



a 



12 



a 



13 



a. 



a« 



a. 



= 



(9) 

I t^21 »^22 ^*23 

bedeutet das Verschwinden aller Unterdeterminanten: 

(10) -l31 = 0, ^32 =-0, JL,3 = 0. 
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III. Die Determinante vierten Grades and ihre Unterdetermi- 
nanten. 

1. Bezeichnung und Bedeutung der Determinante: 

(1) A = 



^kl\ — \ ^11^M^8S^44 I "~ 



a 



81 



a 



88 



a 



88 



a 



84 



a 



a 



»11 «12 ^IZ %4 =«ll«22«88«44 — »12Ö^21«83«44 + ö^2Ö^28«31«44 
0^21 «22 «28 «24 «11 «28 «82«^ "i~ «18 «21 «82 «-14 «18 «22 «81 «44 

1 0^18 «22 «84 «41 «18 «22 «84 «42 i «11 «23 «84 «42 

41 "'42 «48 «44 "~ «12«28«34«41 + «12«21«84«48 «11«22«84«48 

+ ^n^94^82«4S «12 «24 «31 «48 "f" «12«24«88«4i «11 «24 «88 «42 • «18«24«81«42 
— «18«24«82«41 "l~ «14«28«82«41 «14«28«81«42 "i" «14«21«88«42 «14«22«88«41 
+ 0^140^22 ttj^a^g «14 ^21 «82 «48* 

Vgl. Baltzer, Determinanten, 4. Aufl., S. 7 ; E, Pasccdy Die Deter- 
minanten, deutscli von Leitzmann (Sammlung Teulmer, Bd. III), S. 1 — 3. 

2. Bezeichnung der Unterdeterminanten. Die sechszehn Unter- 
determinaten dritten Grades sind: 



(2) 



Aj — 



*1 H ÄTj Ij 



a 



*ii. 



a 



\h 



a 



a. 



\k "^k^l. 



a 



*,ii 



tti 



ttx 



WO die Indizesquadrupel h.lc^h^Tc^ und LlJ^l^ unabhängig vonein- 
ander je die vier geraden Permutationen: 

(3) 1.234, 2.314, 3.124, 4.321 

durchlaufen. 

Die sechsunddreißig ünterdeterminanten zweiten Grades sind: 



(4) 



<^*j — '^hi„hk 






wo die Indizespaare fc^Ä^g und Z^Zg unabhängig voneinander die sechs 
Variationen zweiten Grades: 

(5) 23, 31, 12, 14, 24, 34 

durchlaufeij, die wir bezüglich mit den einfachen Nummern: 

(6) 1, 2, 3, 4, 5, 6 (k,l) 
bezeichnen. Z. B. ist: 



^25 ~ ^81, 24 "^ 



«82 «84 



a. 



a. 



"12 ^14 

Vgl. Baltzer, S. 9; 10; Pascal, S. 11—13. 
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3. Determinanten aus Unterdeterminanten: 



0) 



91 = 



A 



(8) 



«*.= 



•11 
81 

L4I 

A 



-^12 

-^82 



"■IS 



■^23 



"^38 



^14 



34 



*i«i 



^42 -^43 



%k 



'44 



= ^8; 



'■*xZ, 



*»'i ^i^a ^i*« 



= J.»a 



;t; 



mit der Bedeutung (3) von k.Jc^k^k^ und l.l^l^l^'^ 



(9) 









%h %h 



a 



\h 



^Kh 



WO die Indizesquadrupel \Tt^.Tc^\ und lil^d^l^^ unabhängig vonein- 
ander die sechs geraden Permutationen durchlaufen: 

(10) 23.14, 31.24, 12.34, 14.23, 24.31, 34.12. 

Ist \h^ die Tc^ und \l^ die Z*® Variation der Beihe (5) und bezeichnen 
Ic und l die komplementären Variationen zu k und l, d. h. enthalten k 
und fc je zusammen alle vier Indizes 1,2,3,4, so kann man ■ die 
Formel (9) auch schreiben: 

(11) 

wobei zur Abkürzung gesetzt ist, wie in (4): 



A*i — ^CClJy 



k t k^ k^ ) *i *s 



(12) 

Es ist also beispielsweise, da nach (5) und (6): 2 = 5, 3 = 6: 



\h 



%k 



»28 



Äa 



56 



oder A31 12 = -^^24,34 ^^®^ 



•^31 



^32 



"^12 



= JL 



^23 ^24 
^43 ^44 



(vgl. Baltzer^ S. 58; Pascal, S. 32; 34; einige von den Formeln (11) 
bei Plücker, System (1846), S. 57, Formeln IX). 

Die Determinante sechsten Grades A (über Begriff und Bezeichnung 
der Determinanten 5. und 6. Grades vgl. Baltzer, Det. S. 6) aus den 
36 Unterdeterminanten a^^^, die wir durch ihr Diagonalglied, wie in 
(1), bezeichnen, hat den Wert: 

(13) A = I au«22«33«44<^55«66 I == ^^5 

femer ist, ebenfalls unter Bezeichnung der Determinante durch ihr 
Diagonalglied, die Determinante fünften Grades: 
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WO JciI^Ic^IcJc^.Icq und lil2hhh'h ^^®^ Permutationen gleichen Cha- 
rakters (beide gerade oder beide ungerade) der sechs Zahlen (6) und 
k^y Tq die komplementären Variationen (5) zu k^, l^ sind^ z. B. 

/Ca Ä/ä A/o Ka Kp. . A/g ^= Ä t> Tc O D . JL ^ ^1 ^2 8 4 6 * 6 ^^^ OXtcOD.Iis. A/g =^ 4^ v g = O. 

Weiter ist die Determinante vierten Grades: 

(15) I «*,^«*.^«*.i.«*.,. 1 = ^1 «r.T.«*~7. !. 

wo ^1 42^3*4-^5 ^6 ^^^ ^1^2 ^8 ^4-^5 ^6 ^^^^ Pcrmutationen gleichen Cha- 
rakters der sechs Zahlen (6) und Tcrjk^ und T^T^ die komplementären 
Variationen (5) zu Tc^Jc^ und ügZg sind, z.B. \Tc2k^Tc^.W=^\2^4:'f>&y 

1 2 3 4 " 6 6 ^^^ OtcOD. -l^) ^^5 Äg ^^^ ^ j 5 6 '^^ 

• Endlich ist die Determinante dritten Grades: 



(16) 



«L , cti. , a 



«rn «r-: Ofr-; 



*l»I*i «.'"*.'. I •**4'4'**5'."*.'6 ' 



WO k^k^Tc^.hJc^k^ und l^l^l^-lj^l^ zwei Permutationen gleichen Cha- 
rakters der sechs Zahlen (6) und hJc^Jc^ und l^l^l^ die komplemen- 
tären Variationen (5) zu Tcjcrjc^ und l^lr^l^ sind, z.B. Jc^k^k^ - k^Jc^k^ => 
156.234, ii?8?8-^4^5^6 = 456.321; ^^^5*6-561, Zjgrg = 654; 
vgl. JSa?^^^, S. 62; 63; Pascal, S. 87—91; Franke, J. f. Math. 61 
(1863), S. 355. 

4. Entwicklung nach Unterdeterminanten, Die Entwicklungen nach 
ünterdeterminanten ersten und dritten Grades sind mit k,l = 1,2,3,4: 

^ (Äfüil-^k, ^ <Ä mr 1 = k, 

(17) 2'"»*".^-=lo „ i+k, 2r««.*^-=io „ z+ik, 

die Entwicklangen nach Ünterdeterminanten Zweiten Grades sind mit 
)fc,Z = 1,2,3,4,5,6: 

oder auch nach (11): 

6 



Ä mr l = k, ^ (Ä für l = Ä, 

,. „ i+k, 4r«-*«-^==lo „ ?+^, 



(19) S^i^m^^^-io 



Unter den 36 sechsgliedrigen Formeln jeder der beiden Gruppen (19) 
finden sich sechs solche vor, die sich wegen paarweise gleicher Glieder 
auf dreigliedrige reduzieren, nämlich für k= 1,2,3,4,5,6: 
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8 



8 



(20) 



2'«*m«*™ = <^' S 



mk mk 



»0; 



vgl. Baltiser, S. 13; 29; 30; Pascal, S. 17—19. 

5. Verschwinden der Determinante. Wenn A verschwindet^ ver- 
schwinden nach (9) alle aus den Aj^^ gebildeten Determinanten zweiten 
Grades, so daß: 



(21) 



A. Ä. 



= 0, 



WO Jc^, \ und ?!, Zg j® ^^®i verschiedene der Zahlen 1, 2, 3, 4 sind 
(vgl. Baltzer, S. 20). 

Wenn alle Aj^^ verschwinden, verschwinden alle aus den aj^^ ge- 
bildeten Determinanten zweiten Grades, so daß: 



(22) 



a 



a 






a 



Kh 



^KW 



= 0, 



WO \y ig und l^y Zg je zwei verschiedene der Zahlen 1,2,3,4,5,6 
sind (vgl. G. Frobenius, J. f. Math. 82 (1877), S. 240). 

Wenn alle a^.^ verschwinden, so verschwinden nach (4) alle aus 
den a^^i gebildeten Unterdeterminanten zweiten Grades, so daß: 



a 



a, 



ttj, , ai 



(23) 

WO Äi, ÄTg und l^j Zg je zwei verschiedene der Zahlen 1, 2, 3, 4 sind. 
6. Verschwinden einer y,Matrix^^. Die Gleichungen: 



(24) 



a< 



21 



a 



22 



a. 



23 



a 



24 



a 



81 



a 



82 



a 



83 



a 



84 



= 0; 



(25) 



a 



11 



a 



12 



a 



18 



a 



14 



a, 



21 



a 



22 



a 



23 



a 



24 



a 



81 



a 



82 



a 



88 



a 



84 



-0 



bedeuten das Verschwinden aller Unterdeterminanten beziehungsweise: 
(26) «i, = (Z = 1,2, 3, 4, 5, 6); (27) ^„ = (i = 1, 2, 3, 4). 

lY. Allgemeine Sätze über Determinanten beliebigen Grades. 

1. Eine Determinante ändert ihren Wert nicht, wenn Zeilen 
(Horizontal-) und Kolonnen (Vertikalreihen) miteinander vertauscht 
werden {Baltzer, S. 7; Pascal, S. 5). 

2. Eine Determinante ändert ihr Vorzeichen, wenn in ihr zwei 
parallele Reihen vertauscht werden {Baltzer, S. 8; Pasccdy S. 6). 

3. Eine Determinante verschwindet, wenn die entsprechenden 
Elemente zweier Reihen einander gleich sind {Baltzer, S. 8; Pascal, S. 7). 

4. Eine Determinante ändert sich nicht, wenn zu den Elementen 
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einer Reihe die mit demselben Faktor multiplizierten Elemente einer 
parallelen Reihe addiert werden (Baltzer^ S. 18; Pascal, S. 9). 

5. Um eine Determinante mit einem Paktor zu multiplizieren, 
hat man alle Elemente einer Reihe mit ihm zu multiplizieren; einen 
gemeinschaftliehen Faktor aller Elemente einer Reihe kann man yor 
die Determinante setzen {BaltzeTj S. 15; Pascal, S. 7). 

6. Eine Determinante ist symmetrisch^ wenn aj^^ = a,;^; für sie ist 
Aj^^ =» A^j^ (vgl. I, n, III, (2)), femer a^^ = a,^ (vgl III, (4)) (Baltjser, 
S. 17; Pascal, S. 56). 

7. Eine Determinante ist schief , wenn ö^i = — «,*? ^** "^ ^- Eine 
schiefe Determinante von ungeradem Grade verschwindet. Für eine 
schiefe Determinante von geradem Grrade n ist für die Unterdetermi- 
nanten (n — iy^^ Grades: Aj^^ = — A^^, A^j^ = 0; verschwindet die De- 
terminante, so verschwinden stets auch alle ihre Unterdeterminanten. 
Aj^t {Baltzer, S. 17; 42; Pascal, S. 56). 

Y. Das MiiltiplikatioxiBtheoreni der Determinanten. 
1. Determinanten zweiten Grades, Für: 

< 
,^21 ^^ ^21^11 1 ^22^12» ^22 "^ ^21^21 • ^22^22 



(1) 

ist: 

(2) 



^11 

^21 



'12 



'22 



a 



11 



a 



12 



a 



21 



a 



22 



'11 



'21 



'12 



'22 



2. Determinanten dritten Grades. Ist für ä = 1, 2, 3; Z = 1, 2, 3: 



(1). 

so ist: 



(2) 



'kl 



^kAi + ^ 



*2 ^12 



+ ^*3^i3> 



'11 



^2] 



'31 



'12 



'22 



'32 



'18 



«^23 
^3 



a 



11 



a 



12 



a 



13 



a 



21 



a, 



22 



a 



23 



a 



31 



a 



32 



a 



und zugleich: 



(3) 



kill kil^ 



kj^li 



'A^Jj 



a 



kj2 



a 



*i3 



%i2 ^*,3 



33 

^3 

^ii2 %S 



'11 



'21 



'31 



'12 



'22 



'82 



'18 



'28 



'33 



'Zi2 



+ 



a 



kii 



a 



a 



Arjl 



a 



*i2 
\2 



Kl 



+ 



\2 
\2 



a 



*i3 



a 



All 



a 



a. 



'*j3 "'A:jil 



'li3 



hl 



%l 



wo ^1^2» ^1^2 unabhängig voneinander die Kombinationen 2 3, 31, 12 
durchlaufen (Anm. 1, II, (2)). 

3. Determinanten vierten Grades, Wenn für Ä: = l,2, 3, 4; 
? = 1, 2, 3,4: 4 

(1) 



^H = 




^^knfilm 
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gesetzt wird^ so ist: 



(2) 



ai 



L2 



^8 



'14 



^21 ^2J ^23 ^4 



^1 



"41 



"82 



"42 



(3) 



*8 h *i h 



"88 



"^8 






"84 



"44 



a 



11 



a 



12 



a 



18 



a 



14 



a 



'21 



a 



'22 



a 



'23 



a 



'24 



^81 ^2 ^88 ^ 



84 



a 



'41 



a 



42 



a 



'48 



a 



'44 



fc 



11 



'21 



'81 



'41 




s^ ^mitn^mj 



a 



'kj^m^ 



%,m, « 



'Arim^ 



%,mx ^*,t7», %,m, 
^*,wi ^*,ma ^itmt 



'12 



'22 



'32 



'42 



's»»! 



'18 



'23 



'33 



'48 



&7 «. &i «, 



^14 
^24 

^34 

^44 

h 



lim, 



\»na 2i»»a 



WO Wim^mg über die Wertetripel 234, 314, 124, 321 läuft; 

6 



(4) 






-2 



mi r% 



a 



a, 









WO m^m^ über die Wertepaare 23, 31, 12, 14, 24, 34 läuft {Baltzer^ 
S. 16; Fascdl, S. 21—30). 



Anmerkung 2. 
Systeme von zwei, drei und vier linearen Gleichungen. 

I. Zwei lineare Gleichungen (Bezeichnung nach Anm. 1, 1). 
1. Gleichungen zwischen zwei mal zwei Veränderlichen, Aus den 
Gleichungen: 

1^1 =«11^1 +»12^2^ 
Vi ^^ ^21 "^1 ~r ^22 *^2 > 



(1) 



in denen «n, a^^, a^, a^ vier Konstanten, x^, x^ und y^, y^ aber ver- 
änderliche (oder konstante) Größen sind, folgt nach Anm. 1, 1, (4) un- 
bedingt: 

Ax^ = Ai^y^ + A^y^, 

Ax^== A^^yi + A^iVi- 



(2)' 



Alsdann ist zu unterscheiden: 

Wenn A=^ 0, sind durch die Gleichungen (2) (die Auflösungen 
von (1)) a?!, X2 als Funktionen von y^, y^ bestimmt. Die Rückkehr 
von (2) zu (1) beruht auf Anm. 1, 1, (3); (2). 

Wenn J. = 0, sind nach (2) die linearen Funktionen (1) voneiu- 
ander abhängig in der Weise, daß identisch in x^, a^g: 

= A^^y^ + ^212/2; 

= A22/1 + A^y^y 



(3) 
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(4) 



und ist mittels (1) nur mehr eine der Größen x^^ x^ durch die andere 
und durch eine der Größen y^, y^ bestimmt; z. B. wenn a^ =f= ist, 
x^ durch x^y y^. 

2. Gleichungen zwischen den Verhältnissen von zwei mal zwei Ver- 
änderlichen, Ist mit einem unbestimmten Proportionalitätsfaktor q\ 

< 

gy^ == 0^21^1 "r 0^22^2? 

so ist nach (2) für Ä + wieder mit einem Proportionalitätsfaktor: 

(5) ., = f 

umgekehrt: 

3. Homogene Gleichungen mit zwei Veränderlichen, Aus den beiden 
Gleichungen: 

■^21^1 • ^22 »^ ''^ ^ 



a) 



folgt nach (2), wenn -4 + 0, daß x^ und ic, beide Null sind; wenn x^ 
und x^ nicht beide Null sind, daß J. = 0. In diesem Falle ist (ygl. 
Anm. 1, 1, (5)): 
\p) x^i x<^ =^ -o-u : -Ajg = -^21 : -^22* 

II. Drei lineare Gleichungen (Bezeichnung nach Anm. 1, II). 
1. Gleichungen zwischen zwei mal drei Veränderlichen. Aus den 
Gleichungen: 

\\) y^ = Ci^iX^ + ^22*^2 • ^28*^3? 

3/3 "^ %]^1 + ^32*^2 • ^33 '^S? 

in denen die Koeffizienten a^^, (Je, Z = 1, 2, 3) neun Konstanten, x^ und 
yj^ aber veränderliche (oder konstante) Größen bedeuten, folgt nach 
Anm. 1, II, (6) unbedingt: 

(Ax^ = Ä^^y^ + A^^y^ + ^.31^3, 

(2) ÄX^ = ^12^1 + ^2^2 + ^32^37 

\Ax^ = A^^y^ + ^32/2 + ^.33^3; 
und ferner: 

-^12^3 -4.i8a;2=ö^8iJ/2 ^212/3 > -^2^3 -428^3=0112/8 ögi^/i , -482a?3 — A^^x^^^tt^^y^- 

{p)\A^^x^ ^i\^i^^^%y<i ^23^8? -^3^1 A^v^z'^^nV^ ^ziHij -^3^1 -^31^3^^^222/1' 

-^11^2 -^12^1^^^332/2 ^28ä/3? -^21^2 -^22^1 "^^132/3 ^382/l ; -^81^2 — '^32^l'^%82/l" 



»113/2 7 

%22/2? 

^18^2- 
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Alsdann ist zu unterscheiden: 

Wenn Ä=^Oj sind durch (2) x^y x^, x^ als Funktionen von y^^ 
Vi) Vz hestimmt; die Ruckkehr von (2) zu (1) beruht auf Anm. 1, 
n, (4); (5). 

Wenn -4 = 0, aber nicht alle Aj^^ verschwinden, sind nach (2) 
die linearen Funktionen (1) voneinander abhängig in der Weise, daß 
identisch in x^ X2, x^ (vgl. Anm. 1, II, (7)): 

(4) ■ = ^.12^1 + ^22/2 + ^32^3? 

=- ^i3«/i + ^332/2 + ^332/3; 

und sind mittels (3) nur mehr zwei von den drei Größen 0?^, x^, x^ 
durch die dritte und zwei der Größen y^, y^, y^ bestimmt; z. B. wenn 
-^11 + ist, x^ und x^ durch x^y y^, y^. 

Wenn alle Aj^^y aber nicht alle a^^.; verschwinden, sind nach (3) 
die linearen Funktionen (1) voneinander abhängig in der Weise, daß 
identisch in x^, x^, x^ (vgl. Anm. 1, II, (8)): 

(5) = a^j^y^ - «2^2/3, =- a^j^y^ - a^j^y,, = «2^2/1 - «1*2/2; 

Ä; = 1, 2, 3, und ist durch (1) nur mehr eine der Größen x^, x^, x^ 
durch die beiden andern und eine der Größen «/i? 2/2? 2^3 bestimmt; 
z. B. wenn a^ =4= 0, x^ durch x^, x^, 2/1- 

2. Gleichungen zwischen den Verhältnissen von zwei mal drei Ver- 
änderlichen. Ist mit einem unbestimmten Proportionalitätsfaktor q: 

(6) gy^ = a^^x^ + a^^x^ + a^^x^, 

80 ist nach (2) für A=^0 wieder mit einem Proportionalitätsfaktor: 

(7) • 6^^ 

umgekehrt: 

(0x^ = J.112/1 + ^212/2 + AiVzj 

(8) ^x^ = J.122/1 + ^222/2 + A22/3. 

Ux^ = ^132^1 + ^32/2 + ^332/3- 

3. Homogene Gleichungen mit drei Veränderlichen. Aus den drei 
Gleichungen: 

«11^1 + «12 »^2 I «18*^3 ^^ ^; 

(*^) 0^21*^1 ~r %2'^2 "T" «23*^3 "^ ^? 

«31 "^1 "T" ^32 "^2 I «33 »^3 ^^ ^ 
Stande, analyt. Greometrie. 27 
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folgt nach (2), wenn J. =4= 0, daß x^, x^, x^ alle drei Null sind; wenn 
^i; ^2> ^8 iiictt alle drei Null sind, daß J. = 0. 

Wenn -4 == 0, aber nicht alle A^^ verschwinden, bestimmen die 
Gleichungen (9) die beiden Verhältnisse der Größen x^y x^, x^, und 
zwar ist nach (3) mit y^ == y^ = ^s = (vgl. Anm. 1, II, (7)): 

(lU) Xi : X2 : Xg '^ A^^ : A^^ : A^^ =» A^^ : A22 ' A^^ = A^^ : A^2 • -^»s- 
Wenn alle Aj^^, aber nicht alle a^^, verschwinden, bestimmen die 

Gleichungen (9) nur mehr eine der beiden Größen x^, x^, x^ durch 

die andern; z. B. wenn a^^ 4^ ist, x^ durch x^ und x^. 

Als Sonderfall von (10) ergibt sich, wenn in (9) asi=a32=«33===^ 

ist: Die Auflösungen der zwei Gleichungen: 



ai) 



iÖ^ii^l + Ö^j2^2 + 0^13 iZ?3 — 0, 
«21*^1 "T «22*^2 "T «28% ^^ ^ 



sind, falls A^^, A^^j -^s Glicht alle verschwinden (vgl. Anm. 1,11,(2)): 

(lifi) X^l X^' X^ = A^^ : ^j2 • -^88 "^ 



»12 


»18 


• 


«18 


»11 


»11 


»12 


»22 


«23 


• 


»23 


»21 


»21 


»22 



(1) 



in. Vier lineare Gleichungen (Bezeichnung nach Anm. 1, III). 
1. Gleichungen zwischen zwei mal vier Veränderlichen. Aus den 
Gleichungen: 

2/1 = ötji^i + <^J2% "T ^18% ~r »14*^4» 

2^2 ^^ »21 «^1 "T (^22^2 I" »28% l" »24 %> 

^8 ^^ »81% • »82% "f" »88% • »84% 7 

Pa '^ »41% "1" »42% "1" »43% "T »44%? 

in denen die Koeffizienten aj^^ {k, Z = 1, 2, 3, 4) sechszehn Konstanten^ 
Xj^ und ifj^ aber veränderliche (oder konstante) Größen sind, folgt nach 
Anm. 1, III, (17) unbedingt: 

/^% = ^ll2/l + ^21.% + ^31 2/3 + Al2/4. 

Ax^ = A^^Vi + ^tVi + ^ziVd + -^42^47 

^% = As^/l + ^282/2 + A^Vb + ^43^4? 
^•^% = A^Vl + ^4^2 + ^342/3 + ^442/4; 



(2) 



femer: 



(3) 



/-«-12% -^13% — ^642/2 ^42/3 "T ^Uy4.7 

^3% — ^11% = «652/2 - «552/3 + «152/47 
■^11% — ^2% = «662/2 — «562/8 + «162/4> 
■^11% - -^14% = «6I2/2 — «5l2/8 + «112/47 
A2% - ^14% = - «622/2 + «522/3 - «12^47 
^13% - ^14% = «632/2 — «532/3 + «132/47 



(4) 
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irnd dwi entsprechende Formelsysteme mit y^y y^, y^; t/j, y^, y^; y^, 
yg, y, anf der rechten Seite; endKch: . 

^11^8 ^18*^1 "1" ^15^4 '^ ^22^8 ^82^2? 

^12^1 ^11*^2 "T" ^16**'4 ^^ ^28^8 ^ZzV^^ 

^14 "^l ^15*'^2 ^16 •^8 ^^ ^24^3 ^84^2 

und fünf entsprechende Formelsysteme mit yg, y^; y^, y^; y^, y^; yg, y^, 

y^j 2^4 ^^f <i®r rechten Seite. 

Alsdann ist zu unterscheiden: 

Wenn J. + 0, sind durch (2) x^j x^y x^j x^ als Funktionen von 
Vu ^2» Vzy Va bestimmt; die Rückkehr von (2) zu (1) beruht auf 
Anm. 1, III, (7); (8). 

Wenn -4 = 0, aber nicht alle Äj^^ verschwinden, sind nach (2) 
die linearen Funktionen (1) voneinander abhängig in der Weise, daß 
identisch in x^, x^, x^, x^ (vgl. Anm. 1, III, (21)): 

Al^l + AlVi + ^81^8 + ^41^4 = 0, 

^12^1 + ^22^2 + A%yZ + ^42^4 = 0, 

AzVl + ^3^2 + ^83J/3 + ^48^4 = 0; 

A^Vl + ^24^2 + ^34% + ^442^4 = 0, 



(5) 



und sind mittels (3) nur mehr drei von den Größen x^^ x^y x^, x^ 
durch die vierte und drei der Größen y^, y^, y^, y^ bestimmt; z. B. 
wenn A^^ + ist, x^, %, x^ durch x^, y^, y^, y^. 

Wenn alle ^j„ aber nicht alle aj^i verschwinden, sind nach (3) 
die linearen Funktionen (1) in der Weise voneinander abhängig, daß 
identisch in x^, x^y x^y x^ die 24 Gleichungen bestehen: 

1 «652/2 — «552/8 + «152/4 = 0, USW., 

und sind mittels (4) nur mehr zwei von den Größen x^, x^y x^y x^ 
durch die beiden andern und zwei der Größen y^, yg, y^, y^ bestimmt; 
z. B. wenn a^^ + ist, ^Tg, x^ durch x^y x^y y^, y^. 

Wenn alle a^^z; ^ber nicht alle üj^^ verschwinden, sind nach (4) 
die linearen Funktionen (1) in der Weise voneinander abhängig, diiß 
identisch in x^y x^y x^y x^ die 24 Gleichungen bestehen: 

«222/3 - 0^322/2 = 0, usw.. 



(7) 



und ist durch (1) nur mehr eine der Größen x^y x^, x^y x^ durch die 

27* 
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anderen und eine der Größen y^, j/g, y^, y^ bestimmt; z.B. wenn «u+O 
ist, x^ durch x^, x^, x^j y^. 

2. Gleichungen zwischen den Verhaltnissen von zwei mal vier Ver- 
änderlichen. Ist mit einem unbestimmten Proportionalitätsfaktor q\ 

Qy^ '^ ^21*^1 I 0^22 a?2 I 0^28^8 i ^24^45 
QV^"^ ^81 ''^l "T" 0^32^2 "l~ ^83*^8 "i" ^34*^4? 
QVa. == ^41^1 + 0^42^2 + ^43^3 + ^4A^4,J 

SO ist nach (2) für J. + wieder mit einem Proportionalitätsfaktor: 



(8) 



(9) . 
umgekehrt: 

(10) 



A 
ö = — 



6X^ = ^11^1 + ^21^2 + AiVz + ^41^4. 
6X^ = ^.12^1 + ^2^2 + ^32^3 + ^422/4; 

6x. = A^^y^ + A^^y^ + A^^y^ + A^y^, 



'S 



0X, 



Aus den vier 



(11) 



AlVl + ^24!/2 + ^34^8 + ^44^4- 

3. Homogene Gleichungen mit vier Veränderlichen. 
Gleichungen: 

^11^1 ~r ^12*^2 I ^13'^3 I ^14^4 ^^ ^7 

^21*^1 "T ^22*^2 "l" ^23*^8 ' ^24*^4 ''^ ^ f 
^81*^1 1" ^82*^2 "T ^88 "^3 "» ^'84 »^4 ^^ ^? 

^41*^1 "T ^42*^2 "T" ^48*^3 "T ^44*^4 "^ ^ 

folgt nach (2), wenn J.=4=0, daß rCi, rCg, rCg, x^ alle vier Null sind; 
wenn x^, x^j x^, x^ nicht alle vier Null sind, daß A = 0. 

Wenn -4. = 0, aber nicht alle Aj^^ verschwinden, bestimmen die 
Gleichungen (11) die drei Verhältnisse der Größen x^j x^, x^, rr^, und 
zwar ist nach (3) mit yi = y2 = Vs = y^ = (^ (vgl. Anm. 1, III, (21)): 

^1 . ^2 • *^3 • •^'4 



=» -^11 • -^12 • -^18 • -^14 — -^21 • -^22 • -^23 * -^24 
= -^81 • "^32 " -^88 • -^84 ^^ -^41 * -^42 ' -^43 ' -^44* 



Wenn alle J.^,, aber nicht alle a^, verschwinden, bestimmen die 
Gleichungen (11) nach (4) mit y^ = y^ = y^ = y^ = nur mehr zwei 
von den vier Größen x^, x^y x^, x^ durch die zwei andern; z. B. wenn 
a^i + ist, x^ und x^ durch x^ und x^. 

Wenn alle a^^p ^^^ nicht alle aj^^ verschwinden, bestimmen die 
Gleichungen (11) nur mehr eine der vier Größen x-^y x^, x^j x^ durch 
die drei andern; z. B. wenn a^ =f= ist, x^ durch x^, x^y x^. 

Als Sonderfall von (12) ergibt sich, wenn in (11) a^ == »42 == 



Anm. 3 — 6. 
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a^=^ a^ = ist: Die Auflösungen der drei Gleichungen: 

«11^1 • «12*^2 I «18*^3 I «14*^4 ^^ ^^ 

(13) < a^^x^ + a^^x^ + 0^80:3 + «24^4 = 0, 

«31*^1 "T «32*^2 1 «33*^3 " «34*^4 ^^ ^ 

sind, falls A^, A^, A^^^ A^ nicht alle verschwinden (vgl. Anm. 1, 
in, (2)): 



(14) 



1 * 2 ' 3 * 4 "~^ "^^41 * "^42 * "^^43 * "^^ 



44 



a 



12 



a 



18 



a 



14 



a 



22 



a 



28 



a 



24 



a 



32 



a 



33 



a 



34 





«18 


«11 


«14 




«11 


«12 


«14 




«13 


«12 


«11 


• 


«28 


«21 


«24 


• 
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«21 


«22 


«24 


• 
• 


«28 


0^22 


«21 




«88 


«31 


«34 




«31 


«82 


«34 




«88 


«82 


«31 



(vgl. zu Anm. 2 Baltger, S. 64 ff.; Pa^caZ, S. 197 ff.) 

3) Über den Begriff der Strecke §1,1*) und des Winkels §2,1 vgl. 
R. Baltzer, Die Elemente"**) der Mathematik 2, 6. Aufl. (1878), S. 4; 5; 7; 
J. Tropf ke, Geschichte der Elementarmathematik 2 (1903), S. 21; M. Pasch, Vor- 
lesungen über neuere Geometrie (1882), S. 4; W. Killing, Einführung in die 
Grundlagen der Geometrie 1 (1893), S. 6; 2>. Hilbert, Grundlagen der Geometrie, 
2. Aufl. 1903, S. 4; 8. 

4) Über den Begriff der absoluten Größe einer Strecke §1,2 und eines 
Winkels §2,2 vgl. 0. Stolz u. J. A. Gmeiner, Theoretische Arithmetik (Samm- 
lung Teubner, Bd. IV), S. 107; 109. 

5) Die Benennung positiv und negativ, bezüglich das Vorzeichen -\- und — , 
wird gebraucht in der Geraden §1,3 für den zweifachen Durchlaufungssinn ; 
im Strahlbüschel § 2, 3 und in der Ebene § 11, 1 für den zweifachen Drehwngs- 
sinn; im Räume § 32, 7 für den zweifachen Schraubensinn. Dieses Prinzip der 
Zeichen ist zuerst von A. F. Moehius seit 1827 (vgl. Werke 2, S. 246) überall 
durchgeführt worden (vgl. Baltzer, Elemente 2, S. 104). Den Sinn eines Gebildes 
erster Stufe definiert G. K. Ch. v. Staudt, Beiträge zur Geometrie der Lage (1865), 
S. 29 durch die Aufeinanderfolge von drei Elementen, vgl. § 6, 9. 

6) Das Symbol AB ist sowohl im weiteren Sinne für den Gesamtbegriff 
der Strecke §1,1 als auch im engeren Sinne für die relative Länge §1,4 
gebraucht. 

Der relativen Länge einer Strecke §1,4 entspricht der relative Flächen- 
inhalt eines Dreiecks § 16, 1 und der relative Rauminhalt eines Tetraeders § 39, 1. 
Diese Begriffe sind von Moebius, Barycentiischer Calcul (1827), Werke 1, S. 25; 
40; 41; Statik (1837), Werke 3, S. 87 eingeführt (vgl. Baltzer, Elemente 2, S. 45; 
104; 208; Analytische Geometrie (1882), S. 3; 36; 373). 

Über die genauere Feststellung des Begriffes der relativen Größe vgl. Stolz- 
Gmeiner, Arithmetik, S. 117 — 119. 

•) In den Anmerkungen beziehen sich alle Angaben von Paragraphen auf 
das vorliegende Buch, alle Angaben von Seitenzahlen auf die jedesmal genannten 
Quellenschriften. 

**) Die kursiv gedruckten Worte dienen weiterhin als Abkürzung fiir den 
vollen Titel. 
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7) Die Änderung der Vorzeichen der Ausdi-ücke AB in § 1, (2), ABC in 
§15, (2) und ABCB in § 39, (2) bei einer Transposition zweier Eckpunkte stellt 
Moebius, Werke 1, S. 25; 40; 42 fest. Sie entspricht dem Vorzeichenwechsel der 
Determinanten § 1, (5); § 15, (6) und § 39, (7) bei Vertauschung zweier Reihen 
nach Anm. 1, IV, 2. 

8) Die einander entsprechenden Formeln § 1, (3) für drei, § 15, (8) für vier 
und § 39, (10) für fünf Punkte gibt Moebius, Werke 1, S. 25; 41; 43; 2, S. 191; 
(vgl. P. Serret, G^omötrie de direction (1865), S. 21 ; v. Staudt, Halbmesser (1867), 
S. 28; zu § 1, 5 auch Hilbert, Grundlagen, S. 4). 

9) Die Koordinate (Abszisse) x auf der Geraden in § 1, 6 kehrt als Be- 
standteil der Koordinaten x, y in % 10, 2 und x, y, z in % 31, 2 wieder und geht 
als Parameter in die Darstellungen § 16, (2) (mit s bezeichnet) und § 43, (2) der 
Geraden in der Ebene und im Räume ein. Sie wird von L. Euler, Introductio 
(1748), übersetzt von Michelsen, 2, S. 1 behandelt; vgl. auch L. J. Magnus, 
Sammlung von Aufgaben 1 (1833), S. 3; L. N. M. Camot, Memoire sur la rela- 
tion etc., suivi d'un essai sur la theorie des transversales, Paris 1806, S. 66. 

10) Die für die analytische Geometrie grundlegende Behauptung § 1, 6, daß 
jedem Punkte der geraden Linie eine Zahl entspricht und umgekehrt, kommt 
im wesentlichen auf die Axiome der Stetigkeit zurück und bedarf ebenso wie die 
entsprechenden Behauptungen § 2, 7; § 10, B; § 31, 3 usw. einer näheren Unter- 
suchung; vgl. darüber B. Biemann (1868), Werke S. 259; B. Bedekind, Stetigkeit 
und irrationale Zahlen, Braunschweig 1872, 2. Aufl. 1892, S. 5 — 22; G. Gantor, 
Math. Ann. 5 (1872), S. 127; E. Heine, J. f. Math. 74 (1872), S. 172; F. Klein, 
Math. Ann. 7 (1874), S. 534; 37 (1890), S. 572; Pasch, Neuere Geometrie (1882), 
S. 187 ff.; Killing, Grundlagen 1 (1893), S. 107; S. Lie, Theorie der Transforma- 
tionsgruppen 3 (1893), S. 394; 438; 452; 461; H. Burkhardt, Gott. Nachr. 1895, 
S. 114; Klein, Lobatschewsky-Preis (1897), S. 17; 18 = Math. Ann. 50, S. 594; 
0. Holder, Anschauung und Denken in der Geometrie (1900), S. 36; A. Schoen- 
flies, Jahresber. d. d. Math. -Vereinigung 8, 2 (1900), S. 31; 63; Hilbert, Grund- 
lagen, S. 19; 38; Stolz- Gmeiner , Arithmetik, S. 113; Enzyklopädie 1, S. 53 
(A. Pringsheim). 

11) Die § 1, 9 benutzte identische Gleichung ist die Entwicklung der (nach 
Anm. 1, IV, 4; 3) verschwindenden Determinante: 







nach den Elementen der ersten Spalte (Anm. 1, II, (6)). 

Die Formel § 1, (6) gibt Moebius (1827), Werke 1, S. 223; J. F. Poncelet, 
J. f. Math. 3 (1828), S. 269; M. Chasles, Apei'^u historique (1837), S. 305; Baltzer, 
Geometrie, S. 3; H. Schröter, Die Theorie der Kegelschnitte, 2. Aufl. (1876), S. 5. 

12) Die Unterscheidung gleichsinniger und ungleichsinniger (positiv oder 
negativ orientierter) Koordinatensysteme bietet sich, wie auf der Geraden § 1, 10, 
so auch in der Ebene § 11, 3 und im Räume § 32, 8 dar und gründet sich auf 
die in Anm. 5 angegebene Unterscheidung des zweifachen Durchlaufungs-, Dreh- 
ungs- und Schraubensinnes, vgl. Anm. 57. 

13) Strahlbüschel § 2, 3 und Ebenenbüschel § 42, 9 sind als ordonnance des 
lignes droites et de plan von G. Besargues (1639), Oeuvres r^unies par Poudra 1, 



X-t ^j 


^1 
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fi 4 


x^ 
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X^ X^ 


a?» 


1 
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S. 104; 105 eiogeführt, auch der Büschel paralleler Strahlen § 18, 2 oder Ebenen 
§ 42, 3. Punktreihen, Strahlbüschel und Ebenenbüschel werden von J. Steiner, 
System. Entwickl. (1832), S. XIII = Werke 1, S. 237 als Grundgebilde genommen. 
In Rücksicht auf ihre Mächti^tcit (oo* Elemente) heißen sie, nach v. Staudt, 
Geometrie der Lage (1847), S. 10, einförmige oder Grundgebilde erster Stufe. In 
jedem taolchen Gebilde dient eine Koordinate zur Bestimmung des einzelnen 
Elementes § 1, (4); § 2, (13); § 49, (12); vgl. Anm. 105. 

14) Die § 2, 1 — 4 entwickelte Auffassung der relativen Größe eines Winkels 
ist von Moebius, Analyt. Sphärik (1846) und Kreisverwandtschaft (1855), Werke 2, 
S. 4; 255 angegeben; vgl. Baltzer, Elemente 2, S. 6; 297; 299; Geometrie, S. 31; 
Stölz-Gmeiner, Arithmetik, S. 119. 

15) Die Formel § 2, (9) findet sich bei Camot, Geometrie de position (1803), 
S. 257; Moehius, Werke 2, S. 267; Baltzer, Geometrie, S. 32. 

16) Das Verhältnis § 3, (1) wenden C. J. Brianchon, Memoire sur les lignes 
du second ordre (1817), S. 7 und Baltzer, Elemente 2, S. 355 an, während Moebius 
<1827), Werke 1, S. 220, X = P^F: PP^ als Teilungsverhältnis nimmt. Über das 
Sinusverhältnis § 4, (1) und § 42, ao) vgl. Baltzer, Elemente 2, S. 365; es er- 
scheint zuerst bei Camot, Transversales (1806), S. 77. 

17) Der unendlich ferne Punkt § 3, 4 und die unendlich ferne Gerade § 22, 5 
sind von Desargues (1639), Oeuvres 1, S. 105; 106 als Mittelpunkt und Achse 
eines Büschels paralleler Strahlen und Ebenen eingeführt; vgl. M. Gantor, Ge- 
schichte der Mathematik 2, S. 620; über die unendlich ferne Gerade vgl. femer 
Poncelet, Traite des figures projectives (1822), S. 53; Plücker (1829), Werke 1, 
S. 131 ; Moebius (1829), Werke 1, S. 452; Steiner, Entwickl. (1832), S. 2 = Werke 1, 
S. 241; V. Staudt, Geom. (1847), S. 24; die unendlich ferne Ebene § 47, 5 er- 
scheint bei Poncelet, a. a. 0. S. 373; Chasles, M^m. sur deux principes (1837), 
S. 581; V. Staudt, a. a. 0. S. 24. 

Die Motivierung des unendlich fernen Punktes und der unendlich fernen 
Geraden aus der Perspektiven Beziehung § 5, 1 und § 22, 5 stützt sich auf das 
Parallelenaxiom, nach welchem durch einen gegebenen Punkt zu einer Geraden 
nur eine parallele Gerade (und zu einer Ebene nur eine parallele Ebene) gezogen 
werden kann. Dieses Axiom wird durch ein anderes ersetzt in der Nicht- 
Euklidischen Geometrie; vgl. G. Battaglini, Giorn. di mat. 5 (1867), S. 217; 
E. Beltrami, Giorn. di mat. 6 (1868), S. 284 == Opere 1, S. 374; Klein, Math. 
Ann. 4 (1871), S. 575; 6 (1873), S. 112; 37 (1890), S. 554; Vorles. über Nicht- 
Euklidische Geometrie 1889; Cayley, Math. Ann. 5 (1872), S. 630; W. Clifford, 
Papers (1873), S. 181; (1874), S. 378; (1876), S. 236; 385; 402; Killing, J. f. 
Math. 89 (1880), S. 266 und Grundlagen; Holder^ Anschauung u. Denken, S. 35; 
HiTbert, Grundlagen, S. 107; Clebsch- Lindemann, Vorlesungen über Geometrie 2 
(1891), S. 468; Tropf ke, Geschichte 2, S. 84; H. Poincare, Wissenschaft und Hypo- 
these, übers, von t. und L. Lindemann (1904), S. 36. 

P P P P 

18) Der Quotient ^^ : p-xT ^^^^^ sich bei Brianchon, lignes S. 7 (vgl. 

auch Anm. 28); prinzipiell wird das Doppelverhältnis (Doppelschnitts Verhältnis) 
von vier Punkten § 3, (5) mit dem Symbol § 3, (6) von Moebius (1827), Werke 1, 
S. 220 eingeführt; die analytischen Darstellungen § 3, (7) und für vier Strahlen 
§ 4, (7) gibt Moebius, Werke 1, S. 454; 388; weiter vgl. Steiner, Entw. (1832), 
S. 7 == Werke 1, S. 244; Chasles, Aper9u (1837), S. 302 („rapport, fonction an- 
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harmonique"); E. Kotier, Jahresbericht d. d. Math.-Vereinigung 5, 2 (1901), 
S. 209; 263. Über das Doppelverhältnis von vier Ebenen vgl. § 42, (22); 

17. Staudt^ Beiträge (1856), S. 15 bezeichnet, ohne Benutzung der metrischen 
Begriffe der Strecke und des Winkels, überhaupt als „Wurf" den Inbegriff von 
vier Elementen eines Elementargebildes mit Rücksicht auf ihre Reihenfolge. 

19) Die Tabelle der 24 Werte § 3, (19) gibt Moebius, Werke 1, S. 224; 456; 
vgl. Clehsch, Binäre Formen S. 59. 

Bezeichnet man mit (kl) die Transposition (Vertauschung) der beiden 
Zahlen k und 2, so ist: 

1, (2 3) (14), (31) (2 4), (12) (3 4) 

die Gruppe der Substitutionen (vgl. Enzyklopädie 1, S. 211; 468), welche die 
sechswertige unsymmetrische Funktion § 3, (7) von vier Elementen ungeändert 
lassen; dagegen fuhren die sechs Substitutionen der Elemente 2 3 4: 

1, (34), (4 2), (23), (234), (243), 

wo (klm) die zyklische Vertauschung bezeichnet, die Funktion in ihre sechs 
Werte über. Alle sechs Werte haben (ausnahmsweise) dieselbe Gruppe. 

20) Über die Bezeichnung jjharmonisch*^ und ihre Beziehung zur Musiklehre 
vgl. Tropf ke, Geschichte 2, S. 95. Nach § 3, (23) ist P3P4 das „harmonische 
Mittel" zwischen P1P4 und P2P4, auch: 

1 1_ _ Jl 1_ 

p7p, p.p.-'p^, p,p,^ 

vgl. Baltzer, Elemente 1, 6. Aufl., S. 215; 2, S. 69. Carnot, Geometrie (1803), 
S. 282 spricht von Teilung in proportionale Segmente; die Benennung ,Jiarm0' 
nische Punkte'' rührt von Brianchon^ lignes, S. 6; 9 her. Daß harmonische Punkte 
dem Doppel Verhältnis : — 1 entsprechen, bemerkt Moebius, Werke 1, S. 240. 
Vier harmonische Strahlen § 4, 8 werden von Ph. de la Hire (1685) Harmonikaien 
(nach Cantor, Geschichte 3, S. 121), von Brianchon, a. a. 0. S. 9 faisceau har- 
monique genannt, vgl. v. Staudt, Geom., S. 11; Baltzer, Elemente 2, S. 61. Über 
vier harmonische JSbenen vgl. § 42, zu (29); über die Konstruktion des vierten 
Elementes § 27, 5. 

21) Die Definition § 3, (7) des Doppelverhältnisses bleibt für komplexe Werte 
von a?! , x^, x^, x^ (vgl. Anm. 121) bestehen, vgl. Baltzer, Geom. S. 9. 

Bei komplexem d können je drei der sechs Werte (9) gleich werden, 
nämlich: 

dann genügt S der Gleichung: 

d^ — 8+1 = 0, 

ist also eine komplexe dritte Wurzel aus — 1. Man nennt die vier Punkte in 
diesem Falle äquianharmonisch nach L. Cremona, Intraduzione ad una teoria 
geom. delle curve piane (1862), S. 21; vgl. H. Schröter, Math. Ann. 10 (1876), 
S. 420; Kegelschnitte, S. 63; Clebsch, Formen, S. 60; Clebsch- Lindemann, Vor- 
lesungen über Geometrie 1 (1876), S. 40. 

22) Während in §3,3 auf der Geraden die Strecke innerhalb und die 
Strecke außerhalb der Punkte P^ , Pj durch die Anschauung gegeben ist, sind 
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liier in § 4, 1 innere und äußere Winkelfläche zwischen zwei ungerichteten Strahlen 
an sich nicht unterscheidbar, sondern werden entweder durch unmittelbare will- 
kürliche Annahme der einen oder durch Richtung der beiden Strahlen fest- 
gelegt, vgl. HiTbert, Grundlagen S. 4; 8. In diesem Umstände liegt der Grund 
fii/r die hei dem einfachen Teilungsverhältnis überall auftretende Vorzeichenregel 
§ 6, (15'); § 9, (6'); § 18, (15); (16); § 42, (16); (17); § 4v), (21); (29). Beim Boppel- 
verhältnis fällt diese fort (nach § 4, 6). ♦ 

23) Ursprünglich „perspektivisch^', vgl. Klügel, Math. Wörterbuch 3 (1808), 
S. 802; Steiner, Entw. S. 4 = Werke 1, S. 241; v, Staudt, Geom., S. 49. 

24) Über die Berücksichtigung der Vorzeichen beim Sinussatz vgl. Moehius, 
Werke 2, S. 247; Baltzer, Elemente 2, S. 301. 

25) Der Hauptsatz von der Gleichheit der Doppelverhältnisse bei der Per- 
spektiven Lage ungleichartiger Grundgebilde 1. Stufe (vgl. Anm. 28) erscheint in 
drei neben geordneten Formen; für Punktreihe und Strahlbüschel § 5, 3 und 
§ 24, 10; für Punktrethe und Ebenenbüschel § 52, 4; für Strahlbüschel und Ebenen- 
bü^chel § 52, 9. Der erste Satz §5,8 findet sich für harmonische Elemente 
§ 5, 6 bei Carnot, Transversales (1806), S. 77; allgemein angedeutet bei Poncelet^ 
Traitö (18?2), S. 10; in der Form § 5, 3 bei Steiner, Entw. (1832), S. 7 = Werke 1, 
S. 244; V. Staudt, Geom., S. 44; vgl. Baltzer, Elemente 2, S. 368; Geom;, S. 43. 
Den zweiten Satz beweist für harmonische Elemente Camot, a. a. 0., S. 8ü, all- 
gemein Moebius (1827), Werke 1, S. 234; den dritten Satz gibt Steiner, Entw. 
S. 106 = Werke 1, S. 311. 

26) Die Gleichung § 5, (4) ist ein Spezialfall der allgemeineii Gleichung 
§ 65, (11); ebenso sind die Gleichungen § 7, (18); § 8, (5); § 8, (19) in § 65, (37) 
enthalten; ferner der Schlußsatz von § 53, 6 und der vorletzte Satz von § 56, 10 
in der in § 67, 6 nicht besonders erwähnten projektiven Beziehung zwischen 
Ebene und Bündel. 

27) Über den Satz § 5, 7 vgl. Baltzer, Elemente 2, S. 58. An die Schluß- 
bemerkung von § 5, 7 schließt sich der ebenfalls aus §5,6 mit Rücksicht auf 
§ 3, 3; 4 folgende Satz (vgl. § 27, 8 links) an: „Wenn man die Endpunkte P^, 
Pj, die Mitte M und den unendlich fernen Punkt einer Strecke der Geraden g 
mit einem Punkte außerhalb g verbindet, erhält man vier harmonische Strahlen", 
der nach Cantor, Geschichte 3, S. 122 von Pu. de la Hire (1685) gegeben wurde, 
vgl, Tropfke, Geschichte 2, S. 96. 

28) Der Satz § 5, (6) findet sich bei Pappus (um 295 n. Chr., vgl. F. Müller, 
Zeittafeln, S. 36), Collectiones, liber VII, propositio 129 (Ausgabe von Jß. Cam- 
niandino, Bologna 1660, S. 357; speziell für harmonische Punkte prop. 145, S. 373) 
in einer Form, die im Anschluß an § 5, Fig. 43a lauten würde: 

ÄC.BP:BC.ÄP=ÄC'.BT:B'C\ÄP\ 

indem dabei A==A' als Schnittpunkt der beiden Geraden g und g' angenommen 
wird, vgl. Moebius, Werke 1, S. 227; Tropfke, Geschichte 2, S. 96. Den Satz (6) 
selbst gibt Brianchon, lignes (1817), S. 7; Moebius (1827), Werke 1, S. 228; den 
Satz (6') Steiner, Entw. (1832), S. 10 = Werke 1, S. 246. Die entsprechenden 
Sätze im Räume vgl. § 52, (17); (19); Baltzer, Eiern. 2, S. 368. 

29) Die in § 5 und in anderen §§ vorgenommene Nebeneinanderstellung der 
Sätze, die das Prinzip der Dualität (vgl. Anm. 119) äußerlich zum Ausdruck 
bringt, wurde zuerst von J. D. Gergonne, Annales de math^m. 16 (1825/26), 
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S. 212; 17 (1826/27), S. 37 (vgl. Plücker, Werke 1, S. 43); S. 216; 18 (1827/-28), 
S. 150 vorgenommen; von Steiner, Entw. (1832), S. 10 = Werke 1, S. 246 (gerade 
bei den Sätzen §5,9); von Magnus, Aufgaben 1 (1833), S. 70; von v. Staudt, 
Geom. (1847), S, 30 angewendet. Die Dualität besteht für die Ebene in dem 
E&t^nreclien von Punkt und Strahl, von Punktreihe und Strahlbüschel (vgl. § 1 
und § ^-, -§3 mid % A; die nebeneinandergestellten Sätze in § 5 und § 6), von 
Schnittpunkt zweier Strahlen und VerilinriimgHtiTii« «weier Pnttkie (ygi. heaatudexs 
§§ 25 — 27). Sie besteht für das Bündel im Entsprechen von Strahlen und Ebenen 
(vgl. § 49, 7; 8). Im Baume (vgl. § 45, 4; 6; § 47, 11; § 53, 1) entsprechen sich 
dual Punkt und Ebene, Punktreihe und Ebenenbüschel, Punktfeld und Ebenen- 
bündel, Schnittpunkt dreier Ebenen imd Verbindungsebene dreier Punkte, während 
die Gerade als Verbindungslinie zweier Punkte und Schnittlinie zweier Ebenen 
sich selbst dual entspricht (§ 48, 1). 

30) Die reine Verhältniskoordinate X des Punktes § 6, 1 hat Moehius (1827), 

Werke 1, S. 44; 51 in homogener Bezeichnung X = {Pi 9^ „bar^zentrische 

Koordinaten') eingeführt. Anwendung finden die reinen Verhältniskoordinaten 
X des Punktes § 6, (1), des Strahles § 6, (1') und der Ebene § 42, (10) bei den 
Gleichungen der Punktreihe § 20, (6); § 46, (6), des Strahlbüschels § 18, (18); 
§ 49, (17); des Ebenenbüschels § 42, (19); § 49, (25); femer in den Parameter- 
darstellungen dieser Gebilde § 12, (18); § 20, (17); § 34, (12); § 35, (8); § 46, (17). 

31) Die multiplizierte Verhältniskoordinate fi des Punktes § 6, (7), des Strahles 
§ 6, (7') und der Ebene § 42, 9; 11 mit einem Multiplikator, auf dessen Wert 
es meist nicht ankommt, erscheint in den allgemeinen Gleichungen der Punkt- 
reihe § 9, (4); § 20, (3); § 22, (23'); § 29, (17'); § 46, (3); § 47, (25'), des Strahl- 
büschels § 9, (4'); § 18, (14); § 22, (23); § 49, (19) und des Ebenenbüschels § 42, 
(15); § 47, (25); § 49, (27), ferner aber in den Parameterdarstellungen § 20, (17'); 
§ 22, (24); (24'); § 29, (18); (18'): § 47, (26); (26'); § 49, (22); (30); § 58, (20); (20') 
(vgl. Anm. 38). 

32) Die Doppelverhältniskoordinate fi des Punktes §6,6 wurde unter dem 
Namen Abszisse von v. Staudt, Beitrage (1856), S. 262 eingeführt; grundsätzlich 
und gleichzeitig lür Punktreihe § 6, (16), Strahlbüschel § 6, (16') und Ebenen- 
büschel § 42, (25) und § 56, (3) gab die Doppelverhältniskoordinaten W. Fiedler, 
Vrtlj. Naturf-Ges. Zürich 15 (1870), S. 155. 

Die analogen Bemerkungen wie in Anm. 10 sind auch für diese Koordi- 
naten zu machen, vgl. Klein, Pasch, Killing an den dort angeführten Stellen. 

Die reinen Doppelverhältniskoordinaten treten in den Gleichungen der 
Punktreihe § 9, (6); § 20, (10); § 22, (21'); § 29, (15'); § 46, (10); § 47, (23'); § 58, 
(17'), des Strahlbüschels §9, (6');.§ 18, (22); § 22, (21); § 29, (15); § 52, (31); (31'), 
des Ebenenbüschels § 42, (24); § 47, (23); § 58, (17) auf. 

33) Den Übergang § 6, 9 bemerkt v. Staudt, Beiträge (1856), S. 264. 

34) Der Hauptsatz § 6, (25) enthält nicht nur die Transformation der 
Doppelverhältniskoordinaten § 6, (29) und in der Form § 7, (20) die der Zwei- 
eckskoordinaten §8,4, sondern dient auch als Grundlage für die Theorie der 
projektiven Verwandtschaften § 65, 2. Er wurde von Moebius (1827), Werke 1, 
S. 226 abgeleitet und findet sich später bei v. Staudt, Beiträge, S. 262; vgl. auch 
H. Schröter, Kegelschnitte, S. 8. 

Der analytische Ausdruck des Doppel Verhältnisses in § 3, (7); § 4, (7); 
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§ 6, (5); (5'); (26); (25') ist in allen Koordinaten x,tgq),X,iL fornMÄ dton^be; d^ 
Doppelverhältnis ist eine absolute Invariante jeder linearen Transformation, "^^ 
Klein, Höhere Geometrie I, Vorlesung 1892/93, S. 315. 

35) Die homogenen gemeinen Koordinaten x, t auf der Punktreihe § 7, 1 sind 
denen in der Ebene § 22, 1 und im Räume § 47 , 1 nachp^ebildet (vgl. Anm. 77) 
und sind nach § 23, 1 und § 49, 12 in ihnen enthalten. Über homogene gemeine 
Koordinaten auf der unendlich fernen Punktreihe vgl. § 23, 1 und § 49, 12. 

36) Die homogenen gemeinen Koordinaten x, y des Strahles im Büschel 
^ 7, (2) erwähnt Baltzer, Geometrie, S. 55. Sie verhalten sich wie die Richtungs- 
kosinus a, b des Strahles selbst in § 11, 7 und wie die Koordinaten ihres Schnitt- 
punktes mit der unendlich fernen Geraden in § 23, 1; die Koordinaten u, v in 
§7, (3) dagegen verhalten sich wie die Richtungskosinus der Normale des 
Strahles in § 23, 2. Die Beziehung x:y == — v.u oder wa; + uy = der beiden 
Arten von Koordinaten des Strahles entspricht derjenigen von §8,3. Nach 
^ 49, 14 sind die Koordinaten ti, v in denen des Strahles in der Ebene, die 
Koordinaten x, y in denen des Strahles im Bündel enthalten; vgl. § 64, 5. 

Auch im Parallelstrahlbüschel kann man neben den homogenen gemeinen 
Koordinaten u, s des Strahles in § 23, 2 diejenigen x, t des Schnittpunktes mit 
der o;- Achse verwenden; beide Arten stehen in der Beziehung ux-\- st=0. 

über homogene gemeine Koordinaten der Ebene im Ebenenbüschel vgl. 
« 49, 13. 

37) Der Ausdruck § 7, (7) findet sich in etwas anderem Sinne zuerst bei 
Plücker, System der analyt. Geom. (1835), S. 53; über den allgemeinen Ausdruck 
§ 7, (20) vgl. Clebsch, Formen, S. 51. 

38) Die ersten Zweieckskoordinaten §7,6 sind die bary zentrischen von 
Moebius (vgl. Anm. 30), für die aber der Einheitspunkt speziell der Mittelpunkt 
des Zweiecks (der Multiplikator a^ :a^= — 1) ist. Die allgemeine Auffassung § 7, 7 
für Punktreihe und Strahlbüsehel und § 56, 2 für Ebenenbüschel gibt zuerst 
W.Fiedler, Ges. Zürich 15 (1870), S. 152; vgl. Clebsch, Formen (1872), S. 45; Clebsch- 
Lindemann, Vorl. 1, S. 170; Fiedler, Darstellende Geometrie 3. Aufl., 3, S. 69. 

39) Die Darstellungen § 7, (13) und (17) entsprechen denjenigen in § 28, (1) 
und (21), sowie § 57, (1) und (21). 

40) Die Bemerkung § 8, 3 macht W. Fiedler, Ges. Zürich 15 (1870), S. 157; 
Darstell., Geom. 3, S. 71; sie bereitet die Beziehung § 28, 17 und die Gleichung 
§ 28, (11) vor. 

41) Die Formeln § 8, (10) lauten in Determinantenform: 
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^i^^Vi 
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X, 



X. 



(1) 



(1) 
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(8) 
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JUq 



^ = 1,2; 



ebenso gibt das in § 30, 3 angedeutete Verfahren: 
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*=1,2,3; 



und entsprechend für § 63, 3; die Formeln sind von W. Fiedler, Darstell. Geom. 3, 
S.421 entwickelt, vgl.Salmon-Fiedler, Analyt. Geom. der Kegelschnitte, 4. Aufl. ,S. 115. 
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42) Die lineare Substitution § 8, (11) hat eine doppelte Bedeutung, die der *^ 
Transformation der Zweieckskoordinaten § 8, 5 und die der projektiven Ver- 
wandtschaft § 66, (83), vgl. Gebsch, Formen S. 1; 64; Clebsch- Lindemann, Vor- 
lesungen 1, S. 172; 196. Das Entsprechende gilt für die linearen Substitutionen 

§ 80, (1); § 63, (1), die in § 67, (1); § 69, (1) wiederkehren; die Schreibweise § 8, 
(17); § 30, (16); § 63, (26) nach Hesse (1840), Werke, S. 23. 

43) Über den Begriff der Invarianten vgl. Enzyklopädie 1, S. 323; für 
§ 8, 8 besonders W» Fiedler j Elemente der neueren Geometrie (1862), S. 33 ; Clebschy 
Formen, S. 10; Clebsch- Lindemann , Vorles. 1, S. 177; 186; für § 30, 9; § 63, 0; 
10 Clebsch-Lindemann^ Vorles. 1, S. 252; 266; Hesse, Vorlesungen aus der analyt. 
Geom. usw. der Ebene, 2. Aufl., S. 114; Vorles. aus d. anal. Geom. des Baum^,. 
3. Aufl., S. 236. 

44) Die Sätze § 9, 1; 2 sind als Vorstufen für § 20, 8; 4; § 18, 7; 8; die 
Sätze §9,4 für § 29, 8 zu betrachten. Sie finden Verwendung bei der Dar- 
stellung projektiver Punktreihen § 52, 2 ; § 65, 13, besonders bei der Betrachtung 
vereinigt gelegener projektiver Punktreihen, vgl. Clebsch, Formen, S. 74; Clebsch- 
Lindeman/n, Vorles. 1, S. 197 (S. 199 auch die spezielle Form § 9, (18)). 

46) Die Veränderung der Grundpunkte §9,6 gibt Hesse, Vorles. Ebene, 
S. 29; Raum, S. 28; Clebsch, Formen, S. 76; Clebsch-Lindemann, Vorles. 1, S. 199; 
2, S. 32. 

46) Die Koordinaten x, y in § 10, 2 kommen als Bestandteile der Koordi» 
naten x, y, z im Räume § 31, 4 und als Parameter in der Darstellung § 40, (19) 
der Ebene im Räume vor (vgl. Anm. 9). 

Das Wort ^^Koordinaten'"'^ ist von Leibniz eingeführt nach Tropf ke, Ge- 
schichte 2, S. 427; den Ausdruck ParaßeZkoordinaten gebraucht besonders 
Flacker, System (1835), S. VIT; 16. Über die Einführung recht- und schief- 
winkliger Punktkoordinaten x, y in der Ebene § 10, 2 durch Descartes (1637) 
und Fermat (1601—66) vgl. M. Cantor, Geschichte 2 (1892), S. 740; 746; Tropf ke, 
Geschichte 2, S. 414—419; auch E. Gelcich, Abh. zur Gesch. d. Math., Heft 4 (1882), 
S. 218. 

Die rechtwinkligen Punktkoordinaten x, y, z im Baume sind nach Cantm', 
Geschichte 3, S. 401; 765; 761 von Ä. Parent (1700), Ä. C. Clairaut (1731), 
J. Hermann (1732) angewendet, dann aber von Euler (Michelsen), Introductio 2 
(1748), S. 322 in der Form § 31, (3) erklärt und zuerst ausführlich (Vorzeichen 
in den 8 Oktanten § 31, 6) beschrieben worden. Die schiefwinkligen Koordinaten 
§ 31, 8 sind bei Monge- HacheUe, J. ^c. polyt., cah. 11 (1802), S. 147 in Gebrauch. 
47) Die § 10, 4 und § 31, 4 erforderliche Festsetzung, daß parallele Gerade 
auch gleichen Sinn haben, ist von Moebius, Werke 1, S. 26 allgemein getroffen; 
vgl. de Morgan, Cambr. Dubl. math. J. 6 (1851), S. 157; Stolz -Gmeiner, Arith- 
metik, S. 119. 

48) Die Festsetzung § 11, 1 macht Moebiusy Werke 2, S. 247. 

49) Die Formel § 11, (4) ist nur zum Vergleich mit § 32, (9) angeführt. 
60) Bezüglich der Abhängigkeit der Gleichheit der Richtungen § 11, 2; 

§ 12, 4; § 34, 4 vom Parallelenaxiom vgl. Gauß, Werke 4, S. 365; Killing, Grund- 
lagen 1, S. 3. 

Die beiden Bichtungskosinus § 11, (11) und die Relation § 11, (12) benutzt 
Euler (Michelsen), Introd. 2, S. 13. 

Die drei Richtungskosinus § 33, (4) und die Relation § 33, (18) finden sich 
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bei Monge 'Hachette, J. äc. polyt. cah. 11 (1802), S. 130; Camot, Transversales 
(1806), S. 64; Gauß (1828), Werke 4, S. 220. 

61) Über die Polar- tmd Parallelkoordinaten einer Strecke in der Ebene 
§ 12, 1; 2 und im Räume § 34, 1; 2 und einer Dreiecksfläche im Baume § 36, 
1; 3 vgl. BaUzer, Geom., S. 53; 364; 376; Determinanten S. 199; für schiefwink- 
lige Koordinaten auch Baltzer, J. f. Math. 46 (1853), S. 146. Man nimmt die 
Länge « § 12, (1); § 34, (1) und den Inhalt § 36, (1) deshalb absolut, vp-eil die 
Richtungskosinus § 12, (2); § 34, (2) und die von n in § 36, 1 schon die Pfeil- 
spitze der Strecke, bezüglich die positive Seite des Dreiecks mit bestimmen; 
vgl. Timerding, Enzyklopädie IV 1, S. 128; 130. 

Über die Projektionssätze § 12, (6); § 34, (5); § 36, (3) vgl. Baltzer, Elemente 
2, S. 298; 333; 335; Geometrie, S. 37; 365; 375. 

Die Formeln § rf6, (4); (5) geben Monge-Hachette , J. ^c. polyt., cah. 11 
(1802), S. 145; Meier-Hirsch, Aufgaben 2 (1807), S. 121; Magnus, Aufgaben 2 
(1837), S. 71. 

52) Die Polarkoordinaten in der Ebene § 12, 5 kommen nach Cantor, Ge- 
schichte 3, S. 462 bei /. Bernoulli (1691) vor, die Formeln § 12, (13) gibt Euler 
(Michelsen), Introductio 2, S. 224. Andeutungen über die Polarkoordinaten im 
Baume § 33, (6) sind nach Cantor, a. a. 0., S. 766 von A. Gl. Glairaut (1731) 
gemacht, in der Form § 33, (6); (8) gebrauchen sie Monge-Hachette , J. ^c. polyt. 
cah. 11 (1802), S. 160. 

53) Die Sätze § 12, 7 und § 34, 5 enthalten, unabhängig vom Koordinaten- 
system aufgefaßt, die Addition der ^^Vektoren^^ ; vgl. Stolz - Gmeiner , Theoret» 
Arithmetik, S.^322; F. Schur, Zeitschr. Math. Phys. 49 (1903), S. 352; G. Hamel, 
ebenda S. 362. Für die Vektorentheorie überhaupt, die für zahlreiche Anwen- 
dungen der Koordinatenmethode vorzuziehen ist, vgl. A. Föppl, Einführung in 
die Maxwellsche Theorie der Elektrizität, Leipzig 1894; A. H. Bu^herer, Elemente 
der Vektor-Analysis , Leipzig 1903; B. Gans^ Einführung in die Vektoranalysis, 
Leipzig 1906; H. E. Timerding, Enzyklopädie IV 1, S. 128; M. Abraham, ebenda 
IV 2, S. 6; E. Jahnke, Vorlesungen über die Vektm^enrechnung , Leipzig 1906, 
S. 11 ff. 

64) Die Formeln § 14, (1) gibt nach Cantor, Geschichte 3, S. 769 J. P. de 
6rua (1740); vgl. Euler (Michelsen), Introductio 2, S. 11; die Formeln § 37, (1) 
gibt Euler, ebenda S. 364. 

65) Die Formeln für zwei rechtwinklige § 14, (15) und für ein recht- und 
ein schiefwinkliges System § 14, (2) in der Ebene gibt Euler (Michelsen), Intro- 
ductio 2, S. i4; 20; Plücker, System (1835), S. 17 läßt die Formeln § 14, (12), 
bezüglich (19) aus der allgemeinen Definition der Dreieckskoordinaten § 28, (1) 
entstehen. 

Die Formeln für zwei rechtwinklige Systeme im Baume § 37, (2) zu 4 sind 
von Euler, a. a. 0., S. 366 zunächst in unsymmetrischer Form mit den Werten 
§ 38, (9) der Koeffizienten abgeleitet; die Formeln für ein recht- und ein schief- 
winkliges System benutzen Monge-Hachette, J. ^c. polyt., cah. 11 (1802), S. 147; 
in der Form § 37, (2) finden sie sich zuerst bei Carnot, Transversales (1806), 
S. 63; Irangais, J. de. polyt., cah. 14 (1808), S. 185; dann bei Hachette, Corr. 
polyt. 2 (1809), S. 7. 

Die allgemeinen Formeln für zwei schiefwinklige Systeme § 37, (20) können 
nach § 41, 9 auch in der Form geschrieben werden: 
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sin (Jl, 7,) . n -.aiar«, C • I' + sin (fi t,') • ij' + sin (f g, f) • r, 

ßin({Tj, S) • t=« sin^iKtO- ff +-81» (Si,'»]') • tj' + 8in(g7j,f) ■ f, 

in der sie zuerst von Frangais, a. a. O. 8. 188; dann von Hachette, Corr. polyt. 2 
(1811), S. 247 gegeben werden; vgl. auch Mstgmat,. Aufgaben 2 (1837), S. 51; 
Baltzer, Geom., S. 383; Salmon- Fiedler, Analyt. Geom. d^^cmmesl, 4. Aufl., S. 12. 
66) Die Formeln § 14, (6) und § 37, (2) zu 4 gehöre«, zn d^ y^orthogonalen'^^ 
Substitutionen: 

(1) ^k = ^ ^kiVn A;=l,2,...,n, 

1 

die dadurch charakterisiert sind, daß: 



n 



(2) ^^k'-^Vi'- 

1 1 

In der Tat ist für §14,(6): a;«+ y»= |*+ tj« und für § 37, (2) zu 4: ic*+y^+ 
2!* = J'-f'^'~["t*i ^^® auch aus der geometrischen Bedeutung der Quadratsummen 
§ 12, (11) und § 33, (15) hervorgeht. Die Hauptetgenschaften der Koeffizienten 
der orthogonalen Substitution (1) sind folgende: 

n 

(3) ^k a;ti «jfcm = ^ ^^^ Z = W; = für Z =4= W; 

1 

80 § 13, (9); §37,4: a/ + 6i* + Cj* = 1, ..., ...; a^a^^ + b^b^ + c^c^ = 0, ..., 
. . . (vgl. Fig. 213 und § 33, (18); § 36, (4)); 



n 



(4) ^*«u«mi'=l ^^r Z = w; =0 für Z + W; 

1 

so § 13, (10); § 37, 4: «i* + «2* + «»' = 1. •••» •••; &i C, + ft^C^ + &3C, = 0, 
. . ., ... (vgl. Fig. 213; § 33, (18); § 36, (4)); 
Die Determinante der Koeffizienten ist: 

(6) D = !a,,! = e = ±l; 

so § 14, (5) ; § 37, (10). 

Zwischen Ünterdeterminanten Aj^i und Elementen a^^j bestehen die Glei- 
chungen : 

so § 14, (8); § 37, (12) (vgl. Anm. 97). 

Zur Literatur vgl. Enzyklopädie 1, S. 328 {W. F. Meyer); Baltzer, Determ. 
S. 172; Pascal, Determ. S. 157; Clebsch-Lindemann, Vorles. 2, S. 257; 384; Hesse, 
Vorles., Ebene, S. 112; Raum, S. 231. 

57) Die orthogonalen Substitutionen § 14, (6) und § 37, (2) zu 4 mit der 
Determinante D = + 1 heißen eigentliche oder direkte , die mit D = — 1 un- 
eigentliche oder inverse. Die Unterscheidung f = + 1 behandelt ausführlich 
Magnus, Aufgaben 2 (1837), S. 56; vgl. Hesse ^ Vorles. Ebene, S. i08; Clebsch- 
Lindemann, Vorles. Raum, S. 74. 

Die Determinante D in § 37, (3) der neun Richtungskosinus eines beliebigen 
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schiefwinkligen in bezug auf ein rechtwinkliges System findet sich zuerst bei 
Frangais, J. ec. polyt., cah. 14 (1808), S. 184, der Wert 2) = 1, S. 186; dann bei 
Cauchy, Applications 1 (1826), S. 245; Gauß (1828), Werke 4, S. 221. 

58) Die Formeln § 1, (7); § 14, (15); § 37, (13) zu sind, wenn die Koordi- 
naten des neuen Anfangspunktes x^; Xq, yQ; aj^ , y^ , z^ und in den beiden letzten 
Formeln unter der Voraussetzung D = -\- 1 die Richtungskosinus «i , &i , a^ , &» ; 
^n ^n ^1 » ^8» &2 1 Cj, Og, &8» ^8? beziehungsweise die Winkel qp in § 14, (9) und 
<p, 1/), ;i; in § 88, (9) als veränderliche Parameter betrachtet werden, zugleich der 
analytische Ausdruck der ein-, drei-, sechsgliedrigen kontinuierlichen Gruppen 
der Euklidschen Bewegungen in der Geraden, in der Ebene und im Räume, vgl. 
S. Lie, Transformationsgruppen 3, S. 210. 

59) Für den Inhalt des Dreiecks und Tei/raeders finden sich die spezielleren 
Formeln von § 15, (4) (in schiefwinkligen Koordinaten) bei Moebius (1837)^ 
Werke 3, S. 53; von §39,(8) bei 6rai*yS (1827), Werke 4, S. 221f.; Moebius^ 
Werke 3, S. 91; die allgemeineren § 15, (6) und § 39, (7) bei Magnus, Auf- 
gaben 1 (1833), S. 30; 2 (1837), S. 69; überall in entwickelter Form. 

Die Z>c^ermmaw*endarstelluBg § 16,(9) und § 39, (11) erscheint bei A, Cayley^ 
Cambr. J. 4 (1845), S. 18; Joachimsthal, J. f Math. 40 (1850), S. 23; vgl. Baltzer, 
Leipz. Berichte 22 (1870), S. 97 = J. f. Math. 73 (1871), S. 94; Determ., S. 201; 
Geom., S. 378; Hesse, Vorles. Raum, S. 106; den Inhalt des Tetraeders, durch 
die Koordinaten der Seitenebenen ausgedrückt, gibt L. Kronecker, J. f. Math. 72 
(1870), S. 163. 

60) Die Parameterdarstellungen der Geraden (der Punktreihe) § 16, (2) und 
§ 43, (2) mit der gemeinen Koordinate des §1,6 als Parameter, gehen auf 
Cau^chy, Applications 1 (1826), S. 9 zurück. 

In Jiomogener Form sind dieselben Parameterdarstellungen der Punktreihe 
in § 23, (5) und § 50, (14) gegeben. Neben sie treten dann die Parameterdar- 
stellungen §23,(6) und (7); §60,(19'); §50,(18) des Strahlbüschels und § 50,(19), 
(16) des Ebenenbüschels. 

Das gemeinsame Merkmal dieser ersten Gruppe von Parameterdarstellungen 
ist, daß sie links gemeine Koordinaten und rechts gemeine Koordinaten enthalten,, 
z. B. in § 23, (5) links x, y, t und rechts x\ t'; vgl. Anm. 75. Anwendung finden 
diese Parameterdarstellungen § 62, 2; § 71, 10; § 72, 7. 

61) Die Gleichung der geraden Linie überhaupt erscheint zuerst bei Fermat 
nach Tropf ke, Geschichte 2, S. 419; die Gleichung der Ebene bei Clairaut nach 
Cantor, Geschichte 3, S. 755. 

Die allgemeine Gleichung § 16, (6) der Geraden und § 40, (6) der Ebene 
gibt Euler (Michelsen), Introductio 2, S. 17; 368; die Gleichung §16,(5) Plücker, 
Analytisch geom. Entwicklungen 1 (1828), S. 5; Magnus, Aufgaben 1 (1833), 
S. 11; die Gleichung § 40, (1) Magnus, Aufgaben 2 (1837), S. 16, in entwickelter 
Form. Über die der Gleichung der Geraden zugrunde liegenden Axiome vgl. 
Hilbert, Grundlagen, S. 37. 

Die Gleichung der Geraden in homogenen § 22, (2) und in Vreieckskoordi- 
naUn § 29, (2) rührt von Plücker, Entw. 2 (1828), S. 11, bezüglich System (1835), 
S. 5 her. Die entsprechenden Entwicklungsstufen der Gleichung der Ebene vgl. 
§40,(2); §47,(2); §58,(3). 

62) Die Sätze § 16, 5 und § 40, 4 bilden das Anfangsglied der in § 24 und 
§ 51 entwickelten Identitätensätze. 
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63) An die Bestimmung der Schnittpunkte X, Jtf in § 16, (14) reiht sich die 
der Punkte L, M, N in % 40, (13) an; die letztere ist nach Cantor, Geschichte 3, 
S. 761 Ton J. Hermann (1732) angegeben. 

64) In schiefwinkligen Koordinaten behandelt die Gerade und die Ebene 
besonders Baltzer, J. f. Math. 46 (1853), S. 145. 

65) Vlher die Festsetzungen § 17, 1 und § 41, 1 vgl. Baltzer, Geom., S. 172; 
872; die Definition des inneren Winkelraums § 42, 4 nach Kranecker, J. f. 
Math. 72 (1870), S. 160. 

66) Die allgemeinen Formeln § 17, (7) und § 41, (6), die bei Monge-Hachette, 
J. ^c. polyt. , cah. 11 (1802), S. 148 angewendet werden, finden sich entwickelt 
bei Magnus, Aufgaben 1 (1833), S. 17; 2 (1837), S. 37; jedoch ist die Frage des 
Vorzeichens erst bei Hesse, Vorles. Ebene, S. 17; Baum, S. 18 klargelegt worden. 

Den senkrechten Abstand eines Punktes von einer Ebene in schiefwinkligen 
Koordinaten gibt Chasles, Deux principes (1887), S. 766. 

67) Die Normalform der Gleichu/ng der Geraden § 17, (10) und der Ebene 
§ 41, (15) gibt. Magnus, Aufgaben 1 (1838), S. 15; 2 (1887), S. 36 im Anschluß 
an Pliicker, Entwickl. 1 (1828), S. 14; auch die Gleichungen der Halbierungs- 
elemente § 18, (18') und § 42, (20) mit den abgekürzt bezeichneten linken Seiten 
der Normalformen gibt im Anschluß an Plücker, a. a. 0. S. 15 zuerst Magnus, 
Aufgaben 2, S. 40. umfassenderen Gebrauch von der Normalform macht Hesse, 
Vorles. Ebene, S. 19 ff.; Raum, S. 19 ff. 

68) Der Gebrauch der Abkürzungen § 18, (10); § 42, (11), wie schon § 6,8; 
§ 7, 9; 13; § 9, 1 — 4 leitet die Methode der abgekürzten Bezeichnungen ein, die 
besonders in § 25; § 26; § 27; § 55 weitere Verwendung findet. Diese Methode, 
die bei Lame, Examen des differentes m^thodes (1818), S 26 ff. und Böbillier, 
Ann. de math. 18 (1827/28), S. 320 beginnt, ist in ihrer vollen Bedeutung er- 
kannt und begründet worden von Flacker, Entwickl. 1 (1828), S. IV; 241; J. f. 
Math. 5 (1829), S. 268 = Werke 1, S. 159; 6 (1829), S. 112 = Werke, S. 183; 
10 (1831), S. 217 = Werke, S. 235; 11 (1831), S. 26 = Werke 1, S. 253; System 
(1835), S. IV; vgl. auch Magnus, Aufgaben 1 (1833), S. 26; ferner A. Clebsch in 
Plückers Werken 1, S. XVII und A. Schoenflies, ebenda S. 618; F. Klein, Gott. 
Anzeigen 1872, S. 9; Salm^m-Fiedler, Kegelschnitte, S. 63. 

69) Die Gleichung des Strahl- und Ebenenbüschels § 18, (14) und § 42, (15) 
gibt zuerst Lame, Examen (1818), S. 28; dann Plücker, Entwickl. 1 (1828), S. 16. 
Die genaue Bedeutung des Parameters § 18, (15) und § 42, (16) findet sich zu- 
erst bei Magnus, Aufgaben 1 (1833), S. 24; 2 (1837), S. 40. 

Die Formen § 18, (22); § 22, (21); § 29, (15); § 42, (24); § 47, (23); § 58, (17) 
der Büschelgleichungen sind dem Charakter der homogenen Koordinaten an- 
gepaßt. 

70) Bei Hesse, Vorles. Ebene, S. 29; Raum, S. 29; Clebsch-Lindemann, 
Vorles. 1, S. 37; 2, S. 31 wird der allgemeine Satz § 18, (25) und § 42, (27) aus 
dem speziellen § 18, (27) und § 42, (29) mittels der Transformation § 9, 6 ab- 
geleitet. 

Der Satz für harmonische Strahlen ^2 = — i"*! ^'^ § 18 » (27) gibt Plücker, 
Entwickl. 1 (1828), S. 23; System (1835), S. 22 auch für konjugiert imaginäre 
Grundstrahlen. 

71) Die Koordinaten der geraden Linie § 19, 1 sind von Plücker, J. f. 
Math. 6 (1829), S. 107 = Werke 1, S. 178; Entwickl. 2 (1831), S. VlI; 1 ff . ein- 
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geführt; die Koordinaten der Ebene § 46, 1 ebenfalls von Plücker^ J. f. Math. 9 
(1831), S. 124 ^ Werke 1, S. 224; System (1846), S. 1, danach auch von Chasles, 
Deuz principes (1887), 8. 636 aufgenommen. 

Die allgemeine Gleichtmg des Punktes in Linienkoordinaten § 19, (6) er«- 
scheint gleichzeitig bei Pliicker, Werke 1, S. 179; Entwickl. 2, S. 7; in Ebenen- 
koordinaten § 46, (6) bei Pliicker, Werke 1, S. 226; System der Geometrie des 
Raumes (1846), S. 2. Die weiteren Entwicklungsstufen vgl. § 22, (2'); § 29, (2^; 
§ 47, (2'); § 58, (3'). 

72) Die Formel § 19, (16) gibt Pliicker, J. f. Math. 6 (1829), S. 112 « Werke 1, 
S. 183; Entw. 2 (1831), S. 10; vgl. Hesse, Vorles., Ebene, S. 51; zu § 45, (16) 
Baum, S. 55. 

73) Die Nonncdform der Gleiekvmg des Punktes ist von Pliicker ^ Entw. 2 
(1831), S. 6 angedeutet und in der Form § 19, (16) und § 45, (16) von Hesse, 
Vorles., Ebene, S. 60; Raum, S. 64 eingeführt und verwertet. 

Die Gleichungen der Halbierungspimkte § 20, (7) finden sich bei Plücker, 
a. a. 0. S. 8; § 46, (7) bei Hesse, Vorles., Raum, S. 66. 

74) Die Gleichung dei' Pmiktreike § 20, (3) gibt Pliicker, J. f. Math. 6 (1829), 
S. 111 = Werke 1, 8. 182; Entw. 2 (1831), S. 8; fürdten Raum § 46, (3) vgl. 
Hesse, Vorles., Raum, 8. 60. 

Auch die Darstellung harmonischer Punkte mit /ti, =» — ^[i^ in § 20, (14), 
vgl. § 46, (14), verdankt man Pliicker, Entw. 2, 8. 8; für konjugiert imaginäre 
Grundpunkte System (1835), S. 39. 

Die weitere Entwicklung vgl. § 22, 10; § 29, 8; § 47, 11; § 68, 8. 
76) Die Parameterdarstellung § 20, (17) gibt Pliicker, Entw. 2 (1831), S. 8. 
Mit ihr beginnt (vgl. Anm. 60) eine zweite Gruppe von Parameterdarstellungen 
von Punktreihe § 20, (17) und § 46, (17), Strahlbüschel § 20, (17') und Ebenen- 
büschel § 46, (17'), bei denen links gemeine Koordinaten und rechts die einfache 
X oder die multiplizierte Verhältniskoordinate fi(ssxZ) auftreten; vgl. Anm. 80. 

76) Die Transformation der Liniehkoordinaten § 21, 2; 3 betrachtet Pliicker , 
Entw. 2 (1831), S. 41; Hesse, Vorles., Ebene, S. 109; dehsch-Lindemann, Vorles. 1, 
8. 61; die Transformation der Ebenenkoordinaten § 46, 10; § 60, 1 Hesse , Vor- 
les., Raum, 8. 234. 

77) Die homogenen gemeinen Koordinaten des Punktes x, y, t in der Ebene 
§ 22, 1 und X, y, z, t im Räume § 47, 1, femer u, v, s der Geraden in der 
Ebene § 22, 1 und u, v, w, s der Ebene im Räume § 47, 1 haben alle das ge- 
meinsame Merkmal , mit f = 1 , bezüglich « »= i in die gemeinen Koordinaten 
§ 10, 2; § 31, 2; § 19, 1; § 46, 1 überzugehen; diese sind, eben weil sie die Mög- 
lichkeit t SS oder s = ausschließen, weniger allgemein als jene. 

Die homogenen gemeinen Koordinaten sind für die Ebene von Pliicker, 
Entw. 2 (1831), S. 11 und für den Raum von Pliicker (1866), Werke 1, S. 525, 
an welchen Stellen sich auch die Bedingung der vereinigten Lage § 22, (6) und 
bezüglich §47, (5) findet, eingeführt, inzwischen aber in ihrer Bedeutung bei 
der Anwendung der Determinanten und der homogenen Formen von Hesse, J. f. 
Math. 28 (1844), S. 104 = Werke, S. 132; Vorles., Ebene, 8. 137 ff.; Raum, S. 67 ff. 
gewürdigt und ausgiebig verwertet worden. 

Sie gehen mit Oj , ^i , c^ = 1, 0, ; a, , 6, , Cj = 0, 1, ; o^ , 6j , Cj = 0, 0, 1 aus 
den Dreieckskoordinaten § 28, (1) und entsprechend aus den Tetraederkoordi- 
naten § 57, (1) als SpezialfiÜle hervor, vgl. Pliicker, System (1835), S. VE; Hesse, 

Staude, analyt. Geometrie. 28 
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Vprles., Raum, S. 227 und besonders Fiedler^ Ges. Zürich 16 (1870), S. 163; 177; 
Parstell. Geom. 8, S. 89; 123; Salmon-Ftedler, Baum 1, S. 57. 

78) Die Gleichung der unendlich fernen Geraden erscheint zuerst in Drei- 
eckskoordinaten bei Flacker (1829), Werke, S. 181; die Gleichung §22,(6) deutet 
Flacker, System (1886), S, VII; S. 16; 137 an; S. 15 bezeichnet er die unendlich 
ferne Gerade als dritte Sleite des gewöhnlichen Eoordiz^atensystems, wie § 22, 
Fig, 129. Die Gleichungen § 22, (9); (10), sowie (19) gibt Flacker, Entw. 2 
(1831), S. 5. 

Die Gleichung § 47 , (6) der unendlich fernen Ebene ist angedeutet bei 
Chasks, Deux principes (1887), S. 581; Flacker, System (1846), S. 5. Das Koordi- 
nat^ntetraeder mit drei unendlich fernen Ecken § 47, Fig. 263, sowie die Glei- 
chvngen § 47, (21) gibt Flacker, System (1846), S. 7. 

79) Die Spezialfälle § 22, 8 und § 47, 9 sind dem Inhalte nach im wesent^ 
liehen von v. Staudt, Geom., S. 26 hervorgehoben. 

80) Die Parameterdarstellungeu § 22, (24) und (24'), sowie § 47, (26) und 
(26') sind besonders von Hesse^ Vorles., Ebene, S. 138; 140; Kegel schnittie, S. 8; 
21; Baum, S. 69; 71 mit homogener Schreibweise von (i aufgestellt und gebraucht 
worden. Sie gehören* mit denen von § 49, (22); (30); § 52, (33); (33') insofern 
noch zu der zweiten Grruppe von Farameterdarstellungen (Anm. 75), als sie links 
homogene gemeine Koordinaten {x,y,t in §22,(24')) und rechts multiplizierte 
FcrÄä2*n wkoordinaten /*, bezüglich (vgl. § 7, (8)) ZweieckS'(seits)kooTdm&\ßn 
enthalten. 

An sie schließt sich endlich die dritte Gruppe von Farameter dar Stellungen 
§ 29, (18); (18'); § 30, (24); (24'); § 58, (20); (20'); § 64, (8); (3'); (4); (4'); (12); (12') 
an, die links Dreiecks- und Tetraederkoordinaten und rechts Zweiecks- (seits- oder 
flachs-) Koordinaten aufweisen; vgj. Moehius (1827), Werke 1, S. 60; H. Grraß^ 
mann (1866), Werke 2, S. 138; Clebsch-Lindemann, Vorles. 1, S. 70; 2, S. 98. 

Über die doppelte Anwendung aller dieser Parameterdarstellungen vgl. 
einerseits § 67, 8; § 69, 8 und andererseits § 71, 10; 12; § 72, 7. 

81) Die doppelte Form der Bedingungen der vereinigten Lage in Deter" 
minantenform einerseits und in der Form von Identitäten andererseits gehen auf 
Lame, Examen (1818) zurück, wo S. 3\ die Bedingung § 24, (7) und S. 29; 32 
die „Identität" (6), sowie S. 34; 36 die Bedingungen § 61, (7) und (16) vollständig 
angegeben sind; sie finden sich alsdann bei Flacker, Entw. 1 (1831), S. 27; 2, 
S. 8f ; überall zunächst ohne die Bezeichnung der Determinanten. Die voll- 
ständige Angabe der Identitätensätze folgt bei Hesse^ Vorles., Ebene, S. 21; 68; 
Baum, S. 20; 66; die Einfährung der Determinanten ebenda Baum, S. 106; vgl. 
H. Graßmann, J. f. Math. 49 (1866), S. 3 =* Werke 2, S. 188; Baltzer, Geom., 
S. 406. 

82) Auf die Spezialfälle § 24, 9 weist v. Staudt, Geom., S. 13 hin; vgl 
Flacker, Entw. 1 (1329), S. 36. 

83) Die Beweise § 24, 10; § 62, 5; 10, die Clebsch-Lindemann, Vorles. 1^ 
S. 46; 2, S. 34. gibt, beruhen auf der Herstellung der Gleichungsformen § 66, (10)^ 
(11) aus der Voraussetzung der Perspektiven Lage, ebenso wie § 6, (4) auf der 
Herstellung der Form § 66, (11). 

84) Über den Ursprung der Transversalensätze beim Dreieck § 26, (16') bei 
Menelaos und § 26, (19) bei G. Ceva vgl. Cantor, Geschichte 1, S. 350; 3, S. 18; 
Tropfke, Geschichte 2, S. 91; vgl. femer Carnot, gäom. (1803), S. 276; 281; trans-^ 
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Tersales (1806), S. 66 ff.; Timcekt, Traitä (1822), S 78; 84; zur Vorzeichenbestim- 
mnng Moehius (1827), Werke 1, S. 288. Die analytiBchen Beweise § 25, 2; 8 
rühren im wesentlichen von Plücker, Entw. 1 (1829), S. 16; 2 (1831), S. 80 her; 
vgl. Plücker, System (1836), S. 44. 

Über die Transversalensätze hei der Ecke und heim sphärischen Dreieck 
§ 64, 4 und 6 vgl. Carnot, transversales, S. 86; Moebiua, Werke 1, S. 198; 
BaÜzer, Element« 2, S. 201; 262; Hesse, Vorles., Raum, S. 28; 25. 

Die entsprechenden Sätze über das Tetrtieder beziehen sich entweder auf 
Transversalehenen durch, die sechs Kanten § 55, 4 oder auf TransverscdstrMen 
durch die vier Ecken § 62, 2. Von jenen (vgl. Tropf ke, Geschichte 2, S. 386) 
sind die auf die Halbierungsebenen bezüglichen Sätze § 55, 5 analytisch von 
Magnus f Aufgaben 2, S. 49; Hesse, Vorles., Raum, S. 26 behandelt; diese von 
0. Hermes, J. f. Math. 56 (1858), S. 220; vgl. K. Doehlemawn, Arch. Math. Phys. 
(2) 17 (1900), S. 160. 

85) Zur Geschichte des Satzes vom H&^enschnittpunki § 25, 7 vgl. BaUzer, 
Elemente 2, S. 41; Tropf ke^ Geschichte 2, S. 87. Der entsprechende Satz für 
das Tetraeder § 62, 4 ist von Steiner, J. f. Math. 2 (1827), S. 97 =» Werke 1, 
S. 128; Entw. (1882)^ S. 316 » Werke 1, S. 454 angegeben; der analytische Be- 
weis §62, 4 rührt, abgesehen vom Gebrauch der Linienkoordinaten, von 
0. Hermes, J. f. Math. 56 (1858), S. 241 her; vgl. Joachimsthal, Arch. Math. Phys. 
(1) 32 (1859), S. 109; Schröter, Oberflächen (1880), S. 95; 204. 

' 86) Die Begriffe HarmonikaUpwnkt und Harmonikale § 26, 1, ursprünglich 
als Pol und Polare in bezug auf das Dreieck bezeichnet, finden sich bei Plücker, 
Entw. 2 (1831), S. 24; 269; System (1885), S. 10; 34 im wesentlichen in der 
Weise § 26, 1—8 abgeleitet; vgl. v. Siaudt, Geom. (1847), S. 48; Hermes, J. f. 
Math. 56 (1858), S. 204; Cremona, Ann. di mat. (1) 2 (1859), S. 21; Hesse, Vorles. 
Ebene, S. 40; Schröter, Oberflächen, S. 287; Fiedler, Darst. Geom. 8, S. 79; 176. 

Die Harmonikale eines Punktes ist nach § 28, 11 auch seine Polare in 
bezug auf das als Kurve 3. Ordnung: x^x^x^ = betrachtete Dreieck. 

Die HarmonikaUbene § 55, 8 und die Harmonikalbeziehungen § 62, 8 werden 
von Hermes, J. f. Math. 56 (1858), S. 205 gegeben. 

87) Das vollständige Vierseit föhrt Carnot, Q6om. (1803), S. 120; transver- 
sales (1806), S. 69 ein, die duale Unterscheidung zwischen Viereck und Vierseit 
% 27, 1 Steiner, Entw. (1832), S. 72 = Werke 1, S. 287. Zu den Sätzen über die 
harmonischen Beziehungen § 27, 4; 6; 7 vgl. Tropf ke, Geschichte, S. 52; 92; 96; 
Carnot, Gäom., S. 282; transversales, S. 74; Poncelet, Trait^ (1822), S. 82; Moehius 
(1827), Werke 1, S. 239; Plücker, Entw. 1 (1828), S. 23; 2 (1831), S, 30. Der 
analytische Beweis § 27, 2; 8; 4; 6 ist von Hesse, Vorles. Ebene, S. 48; Clehsth^ 
lAndemann, Vorles. 1, S. 56 ausgebildet. 

Entsprechende Sätze über das Fünf flach (Fünfeck) und Sechsflach im Eaume 
hat Hermes, J. f. Math. 56 (1858), S. 208; 210; 247 abgeleitet. 

88) Die Konstruktion des vierten harmonischen Elementes § 27, 5 rührt 
nach Cantor, Geschichte 3, S. 122 von de la Hire (1639) her; sie findet sich als- 
dann bei Brianchon, lignes (1817), S. 9; Steiner, Entw. (1882), S. 75 «Werke 1, 
S. 290; V. Staudt, Geom., S. 48. 

89) Die- ersten Dreiecks- und Tetraederkoordinaten sind die hary zentrischen 
Koordinaten von Moehius (1827), Werke 1, S. 50 ff. Sie schließen sich zunächst 
an die homogen geschriebene reine Verhältniskoordinate E^P : E^ P in § 6, (1) 

28* 



436 Anm. 90—94. 

an und verbalten sich wie die Dreiecke E^E^PiE^E^PiE^E^P in §28, 
Fig. 160 und die Teiaraeder E^E^E^P.E,,E^E^P:E^E^E^PiE^E^E^P in 
§ 67, Fig. 304. Ans den allgemeinen Dreiecks- und Tetraederkoordinaten gehen 
sie, ähnlich wie die reine Yerhältniskoordinate aus den allgemeinen Zweiecks- 
koordinaten (Anm. 38), dadurch hervor, daß der Einheitspunkt E^ § 28, Fig. 163 
und § 57 , Fig. 304 in den Schwerpunkt des Dreiecks oder Tetraeders verlegt 
wird; die zugehörige Einheitslinie § 28, 10 und Einheitsebene § 67, 9 wird dann 
unendlich fem, vgl. Phicker, System (1836), S. 11 ; Hermes, J. f. Math. 56 (1859), 
S. 206; vgl. auch Klein, Vorles., S. 26; Jahnke^ Vektorenrechnung, S. 93. 

Die allgemeinen Dreiecks- und Tetraederkoordinaten des Punktes und der 
Geraden in der Ebene § 28, 1 — 8, des Punktes und der Ebene im Baume § 67, 1 — 8 
sind eine Schöpfung von PlOeker, J. f. Math. 5 (1829), S. 1 » Werke 1, S. 124; 
Entw. 2 (1831), S. 2; System (1836), S. 6ff.; System (1846), S. 3ff.; vgl. auch 
Hesse, Vorles. Ebene, S. 143; Raum, S. 222; Kranecker , J. f. Math. 72 (1870), 
S. 169 und zu § 28, 8; § 57, 8 Clebsch-IAndemann, Vorles. 1, S. 62; 2, S. 80. 

Durch die Doppelverhaltnisse § 28^ 14; § 67, 12 erklärt die Dreiecks- und 
Tetraederkoordinaten im Anschluß an v. Statult, Beiträge S. 266, zuerst Fiedler, 
Ges. Zürich 15 (1870), S. 152 ff.; vgl. Darst^. Geom. 3, S. 72 ff.; Salmtm-Fiedler, 
Kegelschnitte, S. 102 ff.; Baum 1, 4. Aufl., S. 60; vgl. ferner lAÜrath, Math. Ann. 8 
(1876), S. 207; B. Sturm, Math. Ann. 9 (1876), S. 343; KüUng, Grundlagen 1, 
S. 119. 

90) Die Formeln § 28, (24) gibt zuerst PlOeker, System (1836), 8. 10; vgl. 
§66,(33); §67,(24). 

91) Die Transfw-mation der baryzentrischen Koordinaten behandelt Moehius, 
Werke 1, S 68. Die allgemeine Transformation der Dreiecks- und Tetraeder- 
koordinaten § 30 und § 63 wird von Plücker, System (1846), S. 49 und Hesse, 
Vorles. Baum, S. 225; 269 auf die linearen Substitutionen § 30, (1) und §63,(1) 
zurückgeführt; vgl. Salmon-Fiedler , Kegelschnitte, S. 116; Fiedler, Darstell. 
Geom. 3, S. 421. 

92) Über den Zusammenhang des Grund- und Aufrißverfahrens mit der 
Koordinatenbestimmung § 31, 7 vgl. Gantor, Geschichte 2, S. 619; 3, S. 767; 
Chr, Wiener, Darstellende Greometrie 1, S. 17; 23; 24; Fiedler, Darstell. Geom. 1, 
S. 261. 

93) Die Festsetzungen § 32, 2 (vgl. § 1, 8; § 2, S) und § 32, 5 gibt BaUzer, 
Elemente 2, S. 170; Geom., S. 372. Über den Winkel einer Geraden gegen eine 
Ebene § 32, 3 vgl. BaUzer, Elem. 2, S. 455; Geom., S. 413. 

94) Der Ausdruck § 32 , (9) findet sich zur Bestimmung des Bauminhaltes 
eines Tetraeders bei G. Monge, Corr. polyt. 2 (1809), S. 5; vgl. Tropf ke, Ge- 
schichte 2, S. 385. Daß ein eigner Name für ihn erwünscht sei, betont Jaeobi, 
J. f. Math. 2 (1827), S. 228 = Werke 3, S. 48 bei Gelegenheit der Formel: 

1 — cos*a — C08*|J — cos*y + 2c08a • cosß • cosy 

2 2 2 2 

Den Namen „Sinus eines Dreikants (einer dreiseitigen Baumecke/'' führt alsdann 
v.Staudt, J. f. Math. 24 (1842), S. 255 für das Produkt: sinjtj • sin(|?i, f) in 
§ 41, (26) ein; vgl. Moebius, Werke 3, S. 88. Die Formeln § 41, (27) gibt Fran- 
gais, J. ^c. polyt. 14 (1808), S. 190. Über die Bezeichnung Ecke vgl. Tropf ke, 



Anm. 96—101. 



437 



a. a. 0., S. 376. Daß der Ausdruck unter der Wurzel in § 32, (9) positiv und 
zwischen und 1 gelegen ist^ beweist direkt Baitzer, Geom., 3. 374; 380; 388; 
Beterm., S. 199; vgl. auch Elemente 2, S. 182; 322; 347; femer Jahnke, Vektoren- 
theorie, S. 103. 

Zur Analogie ztvischen aiaxy and ainxye vgl. § 11, (4) und § 32, (9); 
§ 14, (3) und § 37, (9); § 14, (19) und § 37, (20); § 16, (3) und § 39, (9); § 16, (9) 
und § 39, (11). 

96) Die Bedingung § 33, (18): 



a« + 6« + c«— 1 = 



a« — 1 a* 



1 6» 



= 



drückt zugleich aus, daß die drei Kegel k^^ ka^ ky (§ 33, 10): 

(a* — \)x* + a*(t/« + O =- 0, 
(6* — 1) y* + 5* {z^ + x*)==-0, 
(c« _ 1) ;5« -j- c*{x* + y«) = 0, 

je mit beiden Mänteln genommen., vier gemeinsame Erzeugende haben. 

96) Die Formel § 36, (1) gibt Camot, Transversales (1806), S. 64; FrangaiSj 
J. 4c. polyt. 14 (1808), S. 189; Gauß (1827), Werke 4, S. 220. 

97) Die Gleichungen § 37, (12) kommen zuerst bei FrangaiSj J. 4c. polyt. 14 
(1808), S. 186 und Chasles, Corr. polyt. 3 (1816), S; 302 vor, dann bei JacoU, 
J. f. Math 8 (1831) =« Werke 3, S. 107; Magnus, Aufg. 2 (1837), 8. 66; Baltztr, 






Determ., S. 173, IV; vgl. Anm. 66. Auch die Formeln § 41, (23) geben mit ^ = 

und a, , &, , c, für a, h, c die dritte Kolonne der Formeln § 37, (12). 

98) Die Darstellung § 38, (9) gibt Euler (Michelsen), Introductio 2, S. 366; 
vgl. Monge-Hacheite, J. ^c. polyt., cah. 11 (1802), S. 149; Magnus, Aufgaben 2, 
S. 66; Baltzer, Geom., S. 386; Determ., S. 172. Über die rationale Parameter- 
darstellung der Koeffizienten der orthogonalen Substitution vgl. Baltzer, Det., 
S. 176; Fascal, Det., S. 160; Enzyklopädie 1, S. 328. 

99) Den Ausdruck .^Stellung einer Ebene*' § 41, 2 führt v. Staudt, Geom. 
(1847), S. 16 ein; vgl. Baltzer, J. f. Math. 46 (1863), S, 146''; Elemente 2, S. 146. 

100) Die Gleichungen § 43, (10) folgen durch Entwicklung der nach 
Anm. 1, IV, 3 identischen Gleichung: 



Xi 


Vi 


«i 


1 


X 


y 


z 


1 


^1 


Vi 


h 


1 


x^ 


Vt 


z% 


1 



= 0, 



1,2 



nach den Elementen der ersten Zeile (Anm. 1, III, (17)). Daß eine der drei Glei- 
chungen aus den zwei andern folgt, entspricht einer nach Cantor, Geschichte 3, 
8. 766 von Clairaut gemachten Bemerkung. 

Die Gleichungen § 43, (13) folgen auch aus (6) durch Elimination von z 
und y; daß die algebraische Elimination der geometrischen Projektion entspricht, 
hebt Monge, G^om^trie d^scriptive, hrsg. v. Haußner, 8. 78 hervor. 

101) Das Moment zweier geraden Linien § 44, (12); (26); § 48, (25) wird von 
Ä. Cayley, Trans. Cambr. Phil. Soc. 11, part. 2 (1869), S. 294 definiert, vgl. auch 
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Brioschi, J. f. Math. 60 (1855), S. 236; Scdmon-Fiedlpr, Baum 1, S. 46; Baltzer, 
Qeom.^ S. 41B; Clebsch-Lindemann, Vorles. 2, S. 47; zu § 44, 9 Timerding, Enzy- 
klopädie lY 1, S. 186. : 

Der Unterschied des Schraubensinneff dreier gerichteten Geraden § 32, 10 
und desjenigen zweier gerichteten Geraden in §44,3 entspricht dem Unter- 
schied der Determinanten § 37, (8) und § 44, (12); jener hängt nur von der 
Michtung der drei Geraden (die sich auch in einem Punkte schneiden können, 
§ 32, 8), dieses auch von der Lage der zwei Geraden ab (die sich nicht schneiden 
dürfen). 

102) Die beiden Aufgaben § 43, 10 und § 44, (22) behandelt Magnus, Auf- 
gaben 2, S. 29; 39; die Formeln §44,(19) und (22) vgl. bei Salmon- Fiedler, 
Raum 1, S. 42 f. ; 46. 

103) Über die geschichtliche Entwicklung der Liniengeometrie vgl. A. Clebsch 
in Pliicker'a Werken 1, S. XXX; A. Schoenflies, ebenda S. 620. 

Als Koordinaten der geraden Linie im Räume wurden ursprünglich von 
Flacker, System (1846), S. 322; Proc. R. Soc. London 14 (1865) = Werke 1, S. 463; 
Phil. Trans. R. Soc. London 166 (1865) = Werke 1, S. 471 die vier Größen \, &, 
Cq , c in § 43, 7 oder andere nicht homogene Konstanten eingeführt, aber schon 
a; a. 0. (1866), Werke 1, S. 627 und Neue Geometrie (1868), S. 2 geht Flacker 
zu den sechs homogtnen durch die Gleichung § 48, (6) verbundenen Koordinaten 
§ 48, (3) über. Dieselben wurden von Cayley, Quart. J. 3 (1860), S. 225 5 (1862), 
S. 81 als „neue Koordinaten** angewendet, um eine .Raumkurve mittels des von 
einem beliebigen Punkte über ihr errichteten Kegels darzustellen, aber nicht 
als Xinienkoordinaten bezeichnet. Als solche behandelt sie Cayley, Trans. 
Cambr. Phil. Soc. 11, part 2 (1869), S. 290. Die Bezeichnung § 48, (3) stimmt 
mit SalnKm- Fiedler , Raum, S. 70 überein und lehnt sich bereits an die von 
§ 59, (1) an. 

Die Tetraederkoordinaten der Geraden § 69, 1 erscheinen bei .F. Klein, 
Dissert. (1868) = Math. Ann. 23, S. 540; ohne die Indizesbezeichnung auch bei 
G. Battaglini, Giomale di mat. 6 (1868), S. 24; 239; weiter bei Klein ^ Math. 
Ann. 2 (1870), S. 200; v. Brach, ebenda S. 128; TT. Fiedler, Ges. Zürich 15 (1870), 
S. 179; vgl. Darstell. Geom. 3, S. 143; Salmon- Fiedler, Raum 1, S. 65; Pasch, 
J. f. Math. 75 (1873),* S. 106. 

104) Den Satz § 48, 2 und die Hauptgleichungen § 48, (4) gibt Flacker 
(1865), Werke 1, S. 526; vgl. Klein, Math. Ann. 23 (1884), S. 641 und die all- 
gemeineren Entwicklungen bei Klein, Vorles.^ S. 235. 

Zu der Gleichung § 48.*(10); § 59, (7) vgl. den allgemeinen Satz von Brill, 
Math. Ann. 4 (1871), S. 530; Pasch, J. f. Math. 75 (1873), S. 108. 

106) Den Ausdruck „StrahlbandeV- führt v. Staudt, Geom. (1847), S. 4 an 
Stelle des von Steiner, Syst. Entw. (1832), S. XIV = Werke 1, S. 237 und 
F. Seydewitz, Arch. Math. Phys. (1) 9 (1846), S. 166 gebrauchten Ausdruckes 
„räumliches Strahlbüschel" ein. Strahlhandel und Ehenenbundel sind ebenso 
wie Punktfeld und Strahlfeld (ebenes System) hinsichtlich ihrer Mächtigkeit 
(cx)* Elemente) nach v. Staudt, a. a. 0. S. 11, Grundgebilde zweiter Stufe (vgl. 
Anm. 13). In jedem solchen Gebilde dienen zwei nicht homogene, bezüglich drei 
homogene gemeine Koordinaten zur Bestimmung der Elemente: im Felde für 
den Punkt x,y,t % 22, 1; § 49, 2 und x,y, z % 49, 2, für den Strahl u, v, s 
§ 22, 1; § 49, 8 und u, V, w % 49, 4; im Bändel für die Ebene u, v, w und u, v, s 
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§ 49, 5; 10, für den Strahl x,Af, z und x^ y, t % 49, 6; 11; die Koordinaten des 
Strahles in Ebene und BUnder smd Spezialfälle der Koordinaten pj^i, %ki^^^ 
Strahles im Baume % 49, 3; 4; 6; 11. 

Die gemeinen Koordinaten im Bündel (Koordinaten einer Bichtang § 38, d 
oder Stellung § 42, 8 nach BäUzer, Geom., S. 364; 372; 400) finden sich bei 
Cayley, Cambr. Dubl. Math. J. 1 (1846), S. 29; Salmon- Fiedler, Kegelschnitte, 
S. 677; Baum 1, S. 427. Die Sätze § 49, 15; 16 gibt im wesentlichen Gayley, 
a. a. 0. S 29. 

Die ersten Dreikant8-(Dreiflachs-)koordinaten im Bündel § 56, 4 sind die 
bary zentrischen Koordinaten der Kugelpunkte Ton Moebitts (1846), Werke 2, 
S. 32;'33. 

Über den Gegensatz zwischen der Geometrie der Kugelfläche (des Bündels) 
und der der Ebene vgl. Fiedler, neuere Geom., S. 234; Killing, Grundlagen 1, 
S. 52; Poincari, Wissenschaft, S. 39; zur älteren Geschichte der Geometrie der 
Kugelfläche Tropf ke, Gesch. 2, S. 259 ff. 

106) Die Gleichung des Ebenenhündels § 53, (2) rührt von Lame, Examen 
(1818), S. 29 her; vgl. Magnus, Aufgaben 2 (1837), S. 20; Hesse, Vorles. Raum, 
S. 70; Clebsch'Lindemann, Vorles. 2, S. 99; vgl. § 58, (25). 

Vfber die Gleichungen des StrahJhündels § 53, (6) vgl. Salmon -Fiedler, 
Baum 1, S. 216; vgl. § 58, (26). 

107) Die ParameterdarsteUung von Punktfeld und Ebenenbündel folgt der 
Entwicklung des Koordinatenbegriffs. Bei der ersten Gruppe solcher Darstell- 
ungen werden gemeine Koordinaten im Baume durch gemeine im Punktfeld und 
Ebenenbündel dargestellt; §40,(19) x,y,z durch g,r]; §50,(8) x,y,z,t: 
^\ y\ *'; § ^5, (19) u, t?, w : A, II, v\ § 50, (10) u, v,w,s: u\ v\ «?'; § 50, (12) 
u, V, w, s : u, V, s\ 

Bei einer zweiten Gruppe sind gemeine Koordinaten durch allgemeine Yer- 
hältniskoordinaten ausgedrückt: § 53, (3^ x,y, z, t durch f^i, ft, fCg; § 53, 3 
u, v,w,s: ^1, ^,,>s. 

Die dritte Gruppe gibt die Tetraederkoordinaten im Baume abhängend von 
den Dreieckskoordinaten des Punktes im Felde und den Dreiflachskoordinaten 
der Ebene im Bündel: § 58, (29'); (29); § 64, (1); (1^; die entsprechende Dar- 
stellung des Punktfeldes in baryzentrischen Koordinaten (Anm. 89) gibt Moebius 
(1827), Werke 1, S. 71. 

Anwendung finden diese Parameterdarstellungen in § 52, 9 ; § 69, 3 ; § 72, 5. 

108) Die Parameterdarstellungen von Strahlbündel und Strahlfeld lehnen 
sich an die Plückerschen Linienkoordinaten an. Die erste Gruppe gibt die sechs 
gemeinen Linienkoordinaten im Baume dargestellt durch gemeine Koordinaten des 
Strahles in Bündel und Feld: § 50, (11) p^^ durch x, y' , z' \ § 50, (13) jp^^j "^'^ Vy 
^'; § 6Ö, (9) pj^^ : u , v', s ; die zweite Gruppe durch allgemeine Verhältnis- (Drei- 
flachs oder Dreiecks-)koordinaten: § 53, (7) g^^i durch v^,v^,v^;% 53, (7') jPjti : v^ , 
v,,Vj. Die (?n*te Gruppe gibt die sechs Tetraeder koordinaten der Linie durch 
ihre Dreiflachs- und Dreieckskoordinaten in Bündel und Feld : § 64, (2) ; (2'), nach 
Klein, Math. Ann. 23 (1868), S. 545; 2 (1870), S. 200. 

109) Die Bedingungen § 59, (25); (25') gibt Klein, Math. Ann. 23 (1884), 
S. 545. 

110) Die Gleichung der geraden Linie in Linienkoordinaten § 60, (8) gibt 
inhaltlich (vgl. Anm. 103) zuerst Gayley, Quart. J. 3 (1860), S. 225. 
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111) Der allgemeine lineare Komplex § 60, (12) (,,Strähleng€winde^* nach 
Sturm, Liniengeometrie 1 (1892), S. 63) tritt zuerst bei Flüeker (1865), Werke 1, 
S. 464; 478; Neue Greom., S. 26 auf; vgl. auch Clehsch in Flüeker'B Werken, 
S. XXX. Die von Moelnus als ^JS'uUsystem*'^ bezeichnete reziproke Verwandt- 
schaft (vgl. Anm. 119) hatte diesen, J. f. Math. 10 (1883), S. 317 » Werke 1, 
S. 489; Werke 3, S. 118 ebenfalls auf dasselbe Gebilde geführt. 

112) Die Komplexkoordinaten § 60, 5 sind von Klein, Math. Ann. 2 (1870), 
S. 368 eingeführt worden; vgl. Pasch, J. f. Math. 76 (1873), S. 110. 

Die Bedingung § 59, (15) bedeutet, wenn pj^^ pj^, die Koordinaten zweier 
Komplexe sind^ daß sich diese in y^invohUorischer Lage^*^ befinden, nach Klein^ 
a. a. 0. S. 201; 368 und Math. Ann. 4 (1871), S. 414; Vorles., S. 179; 489. Pa8<^, 
a. a. 0. S. 110. 

113) Die gemeinsamen Transversalen von vier Geraden § 60, sind nach 
einer Aufgabe von Gergonne, Ann. de math. 17 (1826/27)^ S. 83 von Brianchon- 
Petit, Corr. polyt. 1 (1808), S. 484; SUiner, J. f. Math. 2 (1827), S. 268 « Werke 1, 
S. 147; Entw., S. 243 = Werke 1, S. 402; Böbiüier - Garhinsky , Ann] de math. 
(1827/28), S. 182; Garhinsky, J. f. Math. 6 (183(»), S 174; Moehius (1827), Werke 1, 
S. 310; A. Grunert, Arch. Math. Phys. (1) 1 (1841), S. 136; A. Cayley, Cambr. 
Dubl. math. J. 3 (1843), S. 232 behandelt worden. 

114) Der Begriff der hyperboloidischen Lage § 60, 7 kommt bei Steiner, Entw. 
(1832), S. 316 = Werke 1, S. 454 vor; den Ausdruck selbst gebraucht Hermes, 
J. f. Math. 56 (1858), S. 218; Schröter, Oberflächen, S. 95. Die analytischen Be- 
dingnngen § 60, 7 gibt Salmon-Fiedlery Vorles. Eaum 1, S. 78; Baltzer, Greometrie, 
S. 520; Jahnke, Vektorenrechnung, S. 126. 

115) Der Satz § 62, 5 geht auf Cayley, Quart. J. 1 (1857), S. 10 zurück, 
der Beweis § 62, 5 auf Hermes, J. f. Math. 56 (1858), S. 222; vgl. die synthetische 
Behandlung bei Schröter, Oberflächen, S. 153. 

116) Die Transformation der Linienkoordinaten ist in der Form § 50, (5) 
von Plücker, Neue Geom. (1868), S. 11 ff.; 155 f. behandelt; die Transformation 
der Tetraederkoordinaten der Geraden § 63, (19); (20) führt zuerst Klein, Dissert. 
(1868) = Math. Ann. 23, S. 546 durch, indem er zugleich nachweist, daß diese 
Transformation diejenige lineare Transformation der sechs Variabein pj^ ist, die 
die Gleichung P = 0, § 59, 2 invariant läßt, vgl. femer Klein, Math. Ann. 2 
(1870), S. 20 i; 366; Vorles., S. 189; 491; Battaglini, Giornale di mat. 6 (1868), 
S. 240; Fiedler, Darstell. Geom. 3, S. 420. 

117) Die Definition .der projektiven Bezieh/u/ng zweier Grundgebilde 1. Stufe 
§ 65, 1 gibt Moebius (1827), Werke 1, S. 279 („Kollineationsverwandtschaft**); 
Steiner, Entw., S. 4 = Werke 1, S. 242 („projektivisch"); vgl. v. Staudt, Beitr., 
S. 263. Über die eingehendere Begründung vgl. Klein, Math. Ann. 6 (1873), 
S. 139; 7 (1874), S. 531; Vorles., S. 301; Lüroth, Math. Ann. 8 (1875), S. 147; 
Weierstraß, Werke 3, S. 161. 

Die Determinante § 65, (26) betrachtet v. Staudt, Beitr., S. 263; über die 
analytische Darstellung überhaupt vgl. Fiedler, Neuere Geom., S. 26; Darst. 
Geom. 3, S. 243; C. A. v. Brach, Kubische Kegelschnitte (1867), S. 15. Die Um- 
formung § 65, 6 nach Cayley, Philos. Trans. 148 (1858), S. 436; Baltzer, Det., S. 32. 

118) Die Verwandtschaft der Kollineation („nach der geraden Linie") für 
Ebene und Raum ist zuerst von Moebius (1823), Werke 1, S. 395; (1827), Werke 1, 
S. 266 allgemein begründet worden. Die analytische Darstellung in § 67, (1) 
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zunächst in gemeinen Eoardinaten gibt Moehius, Werke 1, S. 461; 499; § 69, (1) 
Magnus, J. f. Math. 8 (1832), S. 60; Chasles, Deux principes (1887), S. 767;. 
Flacker, System (1886), S. 60; System (1846), S. 9. Den Zusammenhang mit den 
Dreiecks- und Tetraederkoordinaten, der sich in der kanonischen Form § 67,(12); 
§ 69^ (19) ausspricht, erkannte Flücker, System (1886), S. 64; 70; System (1846), 
S. 7 im Anschluß an Moehius; die multiplizierte kanonische Form § 69, (20) 
kommt in einem Spezialfall bei Ckctaka^ Coit. polyt. 8 (1816), S. 826 ; allgemeiner 
Deux principes (1887), S. 746 vor; vgl. auch Fiedler, Ges. Zürich 15 (1870), S. 169; 
Klein, Vorles., S. 273 ff. 

119) Historisch hat der Begriff der Reziprozität drei verschiedene, wenn auch 
ineinander übergreifende Auffassungen erfahren; vgl. Ausführlicheres bei Clebsch 
in Piacker's Werken 1, S. XVIII; Kotier, Jahresber. Deutsch. Math.-Ver. 6, S. 160; 
femer Tropf ke, Geschichte 2, S. 96). 

Er erscheint zuerst bei Brianchon, J. ^c. polyt., cah. 18 (1806); Poncelet, 
Trait^ (1822), S. 121; J. f. Math. 4 (1829), S. 19; Plüeker, Entw. 2 (1881), S. 262 
als Polarverwandtschaft in hezug auf eine Kurve oder Fläche 3. Ordnung als 
Direktrix. 

Eine zweite Auffassung setzt mit Gergonne und Steiner a. den Anm. 29 
a. 0. 0. ein. Für sie tritt das Prinzip der Dualität u/nabhängig von einer Direktrix 
^^zugleich mit den Grundgehilden'^ {Steiner (1882), Werke, S. 284) als eine Eigen- 
schuft der Figuren (,,propri^t^ inhärente aux figures de Tätendue'^ Chasles, Deux 
principes (1887), S. 676) in der Geometrie der Lage hervor. Diese Auffassung 
findet gleichzeitig ihren durchgreifenden analytischen Ausdruck in dem von 
Plüeker (vgl. Anm. 71) begründeten Gebrauch der Koordinaten der geraden 
Linie und der Ebene und der symmetrischen Form der Bedingung der ver- 
einigten Lage § 22, (6); § 29, (1); § 47, (6); § 68, (2), womit von vorn herein 
(Pliicker, Entw. 1 (1828) und 2 (1881)) die Gleichungen der analytischen Geometrie 
eine doppelte (duale) Deutung ei*fahren. 

Nach einer dritten von Moehius (1827), Werke 1, S. 371; (1888), Werke 1, 
S. 492 und Plüeker, Entw. 2 (1831), S. 269; 283; System (1836), S. VII; 78; 
System (1846), S. 10; 318 begründeten, auch von Magnus, Aufgaben 2 (1887), S. 120; 
Chasles, Deux principes (1887), S. 686 aufgenommenen Auffassung ist die Dualität 
eine der Kollineation (Anm. 118) nebengeordnete Verwandtschaft, durch die zwei 
Ebenen § 67, 7 oder zwei Bäume § 69, 6 aufeinander hezogen werden. 

Die erste Auffassung ist ein Spezialfall der dritten, und zwar gehen die 
Gleichungen § 67, (16) und § 69, (21) der allgemeinen Reziprozität in die der po- 
laren über, wenn c^^^ = c^j^ genommen vrird (Magnus, Aufgaben 2, S. 127); ein 
zweiter Spezialfall der Gleichungen § 69, (21) der Reziprozität im Räume: e^^^a» 0, 
C;t, = — Cij^ gibt die Verwandtschaft des Nullsystems (Anm. 111). 

Die allgemeine Reziprozität ist ihrerseits ein Spezialfall der Berühn/mgs- 
transformationen, vgl. Plüeker, Entw. 2, S. 261 ; Lie, Transformationsgruppen II, S. 17. 

120) Die Gleichung § 70, (1) einer Punktgruppe benutzt Euler (Michelsen), In- 
trod. 2, S. 249; über die Gleichung § 70, (10) vgl. Fiedler, Neuere Geom., S 10; 
Clebsch, Formen, S. 50; Clehsch-Lindemann, Vorles. 1, S. 178. 

121) Komplexe Werte der Koordinaten §70,2 werden schon yon. Euler 
(Michelsen), Introd., S. 7 in Betracht gezogen; vgl. ferner Poncelet, Tr.iit^ (1822), 
S. 27; Plüeker, Entw. 1 (1828), S. V; System (1885), S. 22; 89; Moehius (1862), 
Werke 2, S. 191; v. Staudt, Beitr. (1866), S. IV; 76; 94; 114; August Progr. d. 
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Friedr.-Realsch. Berlin 1872; Klein, Programm Erlangen (1872) »Math. Aün. 43, 
S. 78; 0. Stolz, Math. Ann. 4 (1871), S. 416; J, Luroth, Gött. Nachr. 1873, S. 767; 
Math. Ann. 8 (1876), S. 146; Fiedler, Darst. Geom. 3, S. 46; Clebsch- Lindemann, 
Vorles. 1, S. 173; 2,- S. 104; Klein, Vorles., S. 353. 

122) Die ersten Kiirvengleichungen in gemeinen Koordinaten § 71, (1) finden 
sich nach Cantor, Geschichte 2, S. 740; 746 bei Descartea und Fermat; vgl. 
Tropf ke, Geschichte 2^ S. 416; 419; die G^leichung einer Kurve in Dreieckskoordi^ 
naten § 71, (7) erscheint bei Plücker, J. f. Math. 5 (1829), S. 36 = Werke 1, 
S. 167. 

Die Oberflächengleichungen in gemeinen Koordinaten § 72, (1) sind nach 
Cantor, Geschichte 3, S. 401; 765 von A. Parent (1700) und A, C. Clairaut (1731) 
l^etrachtet worden, "vgl. Euler, Introd. (M icheisen), S. 321 ff. Die Gleichung 
einer Fläche in Tetraederkoordinaten § 72, (4) kommt zuerst bei Plücker, System 
(1846), S. 16 vor. 

123) Das Wort Klasse ist von Gergonne, Ann. de math. 18 (1827/28), S. 161 
eingeführt worden. Die Gleichungen der Kurven und Flächen w**' Klasse § 71, (1') 
und § 72, (1') sind zuerst von Plücker (1829), Werke 1, S. 180; Entw. 2 (1831), 
S. 2; 264; System (1846), S. 16 gegeben. 

124) Der Satz von der Erhaltung des Grades einer Kurvengleichung bei 
Koordinatentransformation § 71, 9 wird nach Cantor, Geschichte 3, S. 772 von 
de Gua (1740) bemerkt; für eine Flächengleichung § 72, 4 von Euler (Micbelsen), 
Introd. 2, S. 367; daß der Satz auch beim Übergang zu Dreieckskoordinaten fort- 
besteht, gibt Plücker, System (1836), S. 6 an. ' 

Nach § 67, (1), (16) und § 69, (1), (21) bleibt der Grad einer Gleichung auch 
bei jeder Kollineation und Korrelation derselbe. 

125) Der Satz von der Zahl der Schnittpunkte zweier Kwven rührt nach 
Cantor j Geschichte 3, S. 426 von Maclaurin (1720) her; vgl. Euler (Michelsen), 
Introductio 2, S. 250 ff.; Pascal, Repertorium der höheren Mathematik 2, 
S. 126. 

126) Die Bedeutung § 71, 18 des Grades einer Kurve ist nach Cantor 3, 
S. 404 von /. Newton (1706) gegeben; das Verfahren der Bestimmung der Schnitt- 
punkte § 71, 10; 12 folgt der Entwicklung der Parameterdarstellungen der Ge- 
raden (Anm. 60; 75; 80), vgl. Euler (Michelsen), Introd. 2, S. 249; Cauchy, Exer- 
cices 3 (1828), S. 2. 

Das Verfahren § 72, 5 zur Bestimmung der Schnittkurve einer Ebene mit 
einer Fläche rührt nach Cantor, Gesch. 3, S. 759 f von Clairaut (1731) her; zu- 
gleich mit der Bedeutung § 72, 6 der Ordnung einer Fläche gibt es Euler, 
Introd. 2, S. 367.- 

Die dualen Methoden § 71, 10; 12; § 72, 5; 7 sind von Plücker, Entw. 2 
(1831), S. 48; System (1835), S. 290; System (1846), S. 16 geschaffen; vgl. Hesse, 
Vorles. Ebene 2, S. 19; 21; Raum, S. 146. 

127) Über die Anfänge der Lehre von den Baumkurven § 72, 8 bei Des- 
cartes (1637), H. Pitot (1726) und A, C. Clairaut (1731) vgl. Cantor, Gesch. 2, 
S. 743; 3, S. 428; 755; vgl. ferner Euler, Introd. 2, S. 382. 

Die Gleichungen in Tetraederkoordinaten gibt Plücker, System (1846), S. 16. 

Die Darstellung der Abwicklungsflächen (surfaces d^veloppables) durch die 
beiden Gleichungen §72,8 gibt Plücker, System (1846), S. 17; Chasles, Deux 
principes (1837), S. 634. Die Darstellung des Kegels durch zwei Gleichungen 
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in Ebenenkoordinaten § 72, (17') bemerkt Plücker (1832), Werke 1, S. 229; vgl. 
Hesse, Yorles. Baum, S. 164. 

128) Die Bedeutung der homogenen Gleichung § 71, (16) bemerkt Euler, 
Introd. 2, S. 236; Plücker, Entw. 1, S. 48, die der homogenen Grleichung § 72, (16) 
Clairaut (1731) nach Cantor, Gesch. 3, S. 756; vgl. Euler, Introd. 2, S. 337; für 
Tetraederkoordinaten § 72, (18) PlücJcer, System (1846), S. 15. 

129) Die Darstellung einer ebenen Kurve im Baume durch die Gleichung 
§ 72, (18^) und einer Punktgruppe auf einer Geraden im Baume durch die Gleichung 
§ 72, (21') nach Plücker, System (1846), S. 17. 

l.HO) Den Grctd eines Komplexes \ind seine doppelte Bedeutung § 72, 12 er- 
klärt Plücker (1866), Werke 1, S. 531; Neue Geom. (1868), S. 18. 



Eegister. 



Abstand eines Punktes von einem Punkte 
§ 1, 4, von einer Geraden § 17, 8. § 19, 
7. § 43, 10, von einer Ebene § 41, 8. 
§ 45, 7 ; kürzester zweier 6eraden§ 44, 7. 

Achsenkoai'dinaten % 48, 6. § 59, 1. 

Anfangspunkt der Koordinaten, Begriff 
§ 1, 6. § 10, 1. § 31, 1, Gleichung § 7, 3. 
§ 22, 5. § 47, 5; Anfangspunkte, An- 
fangsstrahlen § 6, 1. 

Aufriß eines Punktes § 31, 7, einer Ge- 
raden § 43, 6, zweier Geraden § 44, 2. 

Azimut § 33, 9. 

Bilineare Gleichung § 8, 6. 7. § 66, 11. 
Bündel (Ebenen- und Strahlb.) § 49, 7. 

Cartesische Koordinaten § 10, 2. § 31, 2. 

Deklination § 33, 9. 

Determina/nte von zwei Punkten in der 
Geraden §1, 12. § 8, 8; von drei 
Punkten oder Geraden in der Ebene 
§24,4.6. §29,7.10; von vier Punkten 
oder Ebenen im Räume § 51 , 6. 7. 
§ 58, 11. § 61, 1; der Richtungskosinus 
eines Koordinatensystems § 13, 3. § 37, 
3; der projektiven Verwandtschaft 
§ 65, 8. § 67, 1. § 69, 1. 

Doppelverhältnis von vier Punkten § 3, 5, 
Strahlen § 4, 6, Ebenen § 42, 10 ; Er- 
haltung bei perspektiver Lage § 5, 3. 9. 
§ 24, 10. § 52, 4. 6. 7. 9, bei projek- 
tiver Verwandtschaft § 66, 1. § 67, 3. 
§ 69, 3; Darstellung in Koordinaten 
§ 3, 6. §4, 7. §6,3. 10. § 7,4.11.13, 
in Parametern der Gleichungen § 18, 
9. § 20, 6. § 42, 11. § 46, 6. 

Doppelverhältniskoordinaten in Punkt- 
reihe und Strahlbüscbel § 6, 6, im 
Ebenenbüschel § 66, 2, in der Ebene 
§ 28, 14, im Bündel § 56, 9, im Räume 
§ 57, 12. 

Drehungssinn^ pos. oderneg. § 2, 3. § 11, 1. 



DreieckskoordmcUen § 28, 1. 3. 
Dreiflachs-, Dreikantskoordinaten § 66, 4. 
Dualität § 19, 3. § 45, 4. § 49, 7, siehe 

„Reziprozität*^ 
Durchlaufungssinn, pos. oder neg. § 1, 3. 

Ebene ^ ihre Gleichung im Bündel in 
Strahlenkooi-dinaten § 49, 8. § 56, 6, 
im Räume in Punktk. § 40, 3. § 47, 2. 
§ 68, 2, in Linienkoordinaten § 60, 1 ; 
ihre Koordinaten siehe unter „gemeine, 
homogene, usw. Koordinaten*\ 

Ebenenbihidel , Begriff § 45, 9 (§ 72, 1), 
Gleichung § 63, 1. § 68, 12, Parameter- 
darstellung § 45, 9. § 50, 6. 8. § 53, 2. 
§ 58, 13. § 64, 2. 

Ebenenbüschel, Begriff § 42, 9. 3 (§ 71, 6. 
72, 3); Gleichung § 42, 9. § 47, 11. 
§49,16. §58,8; Parameterdarstellung 
im Bündel § 49, 16. § 60, 13. § 64, 8, 
im Räume § 46, 6. §47, 12. § 50, 11. 
§ 58, 9. § 64, 4. 

Ebenengruppe n*®' Ordnung § 70, 4. 6. 
§ 71, 15. 11. 12. § 72, 10. 7. 

Ecke, räumliche § 64, 1, Eckpunkte bei 
Zweiecks-, Dreiecks-, Tetraederkoordi- 
naten § 7, 6. § 28, 7. § 67, 7. 

Einheitspunkt, -strahl^ -ebene § 6, 6. § 7, 

7. § 18, 8. § 42, 10. § 28, 10. § 56, 2. 

8. § 57, 9. 
Eulersche Winkel § 38, 6. 

Feld (Punkt- und Strahlf.) § 49, 7. 
Fläche ti**' Ordnung oder Klasse § 72, 

1. 2. 
Flächeninhalt, absoluter oder relativer 

§ 15, 1, Darstellung durch Koordioaten 

§ 15, 2. 3. 5. § 36, 5. 

Crcographische Breite und Länge § 33, 9. 
Gerade siehe „Strahl*'. 
Gerichtete Gerade § 1, 3, -Strahlbüschel 
§ 2, 3, - Ebene § 32, 2. § 41, 1. 4. 8. 
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Gemeine Koordinaten des Punktes in der 
Geraden § 1, 6, in der Ebene § 10, 2, 
im Baume § 31, 2; der Geraden im 
Büschel § 2, 7. 11, in der Ebene § 19, 
1; der Ebene im Räume § 46, 1; der 
Strecke % 12, 2. § 34, 2; der Dreiecks- 
fläche § 36, 3. 

Gkichsinnige {gleichorientierte) Koordi- 
natensysteme § 1, 10. § 11, 3. § 14, 3. 
§ 32, 8. § 37, 3. 4. 

Grun^nkte § 9, 1. § 20, 3. § 46, 3. § 53, 1, 
'Strahlen § 9, 1. § 18, 7. § 63, 3, -ebenen 
§ 42, 9. § 63, 1; Veränderung der 
Grundpunkte § 9, 6. 

Gr%mä/riß eines Punktes § 31 , 7 , einer 
Geraden § 43, 6, zweier Geraden § 44, 2. 

JETalbierungslinien § 4, 6. § 13, 6. § 18, 
6. § 35, 4. § 25, 6. § 54, 5, -ebenen 
§ 42, 8. § 64, 6. § 65, 5. 

Halbstrahlen (-ochsen) §1,6. § 10, 1. 
§ 31, 1. 

JSarmonikdle (HarmonikaÜime) und Har- 
monikäl^unkt § 26, 1, -ebene und 
-strahl § 54, 9, -ebene und -punkt 
§ 55, 8, -linien und -strahlen § 62, 3. 

Harmonische Punkte § 3, 9. § 5, 6. § 20, 
5. § 46, 5, - Strahlen § 4, 8. § 6, 6. § 18, 
9, -Ebenen § 42, 11; Konstruktion des 
vierten Elementes § 27, 5. 

Höhen im Dreieck § 25, 7, im Tetraeder 
§ 62, 4; Höhenwinkel § 33, 9. 

Homogene gemeine Koordinaten des 
Punktes in der Geraden § 7, 1 (i. d. 
unendl. fern. Geraden § 23, 1), in der 
Ebene § 22, 1 (i. d. unendl. fern. Ebene 
§ 49, 2), im Räume § 47, 1; der Ge- 
raden (des Strahles) im ßüschel § 7, 2 
(Parallelstrahlb. § 23, 2), in der Ebene 
§ 22, 1 (unendl. fern. E. § 49, 4), im 
Bündel § 49, 6. 11, im Räume § 48, 5; 
der Ebene im Büschel § 49, 13, im 
Bündel § 49, 5. 10, im Räume § 47, 1; 
der Bichtung in der Ebene § 11, 7, im 
Räume § 33, 8; der Stellung § 42, 3. 

Hyperboloidische Lage § 60, 7. § 62, 2. 
4. 5. 

Identitätensätze § 24, 1. 3. 6. § 29, 4. 6. 
§ 30, 11. § 51, 1. 3. 6. 8. § 58, 4. 6. 10. 

Imaginäre Koordinaten § 70, 2. 
Invarianten (Kovarianten) der Koordi- 



natentransformation § 8, 8. § 30, 9. 
§ 63, 9. 10, der projektiven Verwandt- 
schaft § 65, 12. 
Invcirianz der Ordnung und Klasse der 
Gruppen § 70, 6, der Kurven und 
Kegel § 71, 9, der Flächen § 72, 4; des 
Grades der Komplexe § 72, 11. 

Kanonist^ Gleichungen der projektiven 
Verwandtschaften § 65, 4. 11. § 67, 4. 

§ 69, 4. 

Kegel n^' Ordnung § 71, 6. 6. § 72, 9. 
14; -n*«' Klasse § 71, 5. 6. § 72, 1». 
9. 5. 

Knotenlinie, Knotenpunkt § 38, 1. 

Koeffizienten und Koordinaten § 22, 3. 
§ 29, 2. § 47, 3. § 48, 5. § 58, 2. § 60, 3. 5. 

KoUineatiön, kollineare Felder und Bün- 
del § 67, 1—6. § 68, l. 2. 4. 5, kollineare 
Räume § 69, 1—5. 

Komplex (Linienkomplez), linearer § 60, 

5, -n***' Grades § 72, 11 ; Komplexkegel, 
-kurve § 72, 12; -koordinaten § 60, 5. 

KonstantenzoM der Gleichungen der Ge- 
raden § 16, 5. § 43, 7, des Punktes 
§ 19, 6, der Ebene § 40, 4; der Drei- 
eckskoordinaten § 28, 5, der Tetra- 
ederk. § 57, 5. 

Koordinatendreieck, § 22, 9. §28, 1, -drei- 
flach § 56, 4, -tetraeder § 47, 10. § 57, 1. 

Korrelation siehe „Reziprozität*^ 

Kurve n*" Ordnung § 71, 1—4. § 72, 13. 
9, -n^' Klasse § 71, 1. 4. § 72, 9. 14. 

Leitstrahl § 12, 5. § 33, 4, Leitkegel, 

-Zylinder, -kurve § 72, 9. 
Lineare Substitution § 8, 5. § 30, 1. § 63, 

1. § 65, 11. § 67, 1. § 69, 1. 
Linienkoordinaten siehe „gemeine, ho- 
mogene, Achsen-, Strahlenk. usw.". 

Linienkomplex^ -kongruenz, -fläche §72,11. 

Mittelpunkt einer Strecke §3,3. § 20, 

2. §46,2, der Dreiecksseiten §25, 

6. 10. 

Moment zweier Geraden § 44, 4. 8. 9. 

§ 48, 13. 
Multiplikator der Verhältniskoordinaten 

§ 6, 4, Dreiecksk. § 28, 6, Tetraederk. 

§ 57, 6. 
Multiplizierte Verhältniskoordinaten, 

- TeiUingsverhäUnisse § 6, 4. § 9, 1 . § 18, 7. 

42, 9. 



446 



Register. 



Normale einer Geraden (recht«- oder 
linkslaufige) § 13, 4. § 17, 1, einer 
Ebene (poa. oder neg.) § 32, 4. § 41, 1 ; 
gemeinsame zweier Geraden § 44, 5. 6. 

Normdlform der Gleichung der Geraden 
§ 17, 6. § 49, 9, des Punktes § 19, 8. 
§ 45, 8, der Ebene § 41, 6. § 49, 9. 



rarallek Gerade § 13, 2. § 18, 2. § 22, 

6. § 35, 2. § 47, 7, - Ebenen % 42, 2. 
§ 47, 6. 13; Parallelkoordinaten § 10, 
2. § 12, 2. § 81, 2. § 34, 2. 

Parameter, Begriff § 9, 1. § 16, 1. § 18, 

7. § 40, 8. § 43, 1. 

Perspektive Lage ton Punktreihen, Strahl-, 
Ebenenbüscheln, Begriff § 5, 1. 8. § 62, 
1. 6. 7. 8, analyt. Ausdruck §5,4. 
§ 7, 10. § 8, 3. 7. § 24, 10. § 52, 2. 5. 
9. 10; von Feld und Bündel, Begriff 
§53,6, anal. Ausdruck §53,6. §56,10. 

Polarkoordinaten eines Punktes § 12, 5. 
§ 33, 4, einer Strecke § 12, 1. 8. § 34, 
1. 6, einer Dreiecksflache § 36. 1. 

Projektive Verwandtschaft^ Begriff § 66, 
1. § 67, 3. § 69, 3, eigentliche und sin- 
guläre § 66, 8. § 67, 1. § 69, 1, Be- 
stimmungsstücke § 66, 3. § 67, 5. 
§ 69, 5. 

Punk% seine Gleichung in der Geraden 
§ 1, 11. § 7, 3. 12; in der Ebene in 
Linienkoordinaten § 19, 2. § 22, 2. 
§ 29, 2 ; im Räume in Ebenenk. § 45, 
3. § 47, 2. § 58, 2, in Linienk. § 60, 1. 

Punktfeld, Begriff § 49, 7 (§ 72, 1) Glei- 
chung § 68, 1. § 58, 12, Parameterdar- 
stellung § 40, 8. § 50, 4. § 58, 13. 
§ 64, 2. 

Punktgmppe *»*•' Ordnung § 70, 1—5. 
§ 71,. 14. § 72, 10. 

Punktreihe, Begriff § 1, 1, Gleichung 
§ 9, 1—4. § 20, 3. § 22, 10. § 29, 8. 
§ 46, 3. § 47, 11. § 58, 8, Parameter- 
darstellung § 16, 1. § 20, 6. § 22, 11. 
§ 23, 4. § 29, 9. § 30, 10. § 43, 1. § 47, 
12. § 60, 10. § 64, 4. 

MauminJialt des Tetraeders, absoluter und 
relativer § 39, 1, Darstellung durch 
Koordinaten § 39, 4. 8. 

Raumkurve § 72, 3. 6. 

Bektaszension § 33, 9. 

Beziprozität, reziproke Felder und Bün- 



del § 67, 6. 7. § 68, 3. 5, reziproke 
Bäume § 69, 6. 
Bichtungskosinus § 11, 6. 6. 7.§ 33, 2. 3. 7. 
8. § 48, 10, Bichtwngswinkel § 11, 2, 4. 
§ 33, 1. 



Schiefwinklige Koordinaten § 10, 6. § 28, 
9. § 31, 8. 

Schnittkurve einer Ebene mit einer Fläche 
§ 72, 6. 

Schnittlinie zweier Ebenen § 43, 3. § 51, 
2, 9. § 58, 5. 7, dreier Ebenen § 51, 4. 
9. § 58, 7, Schnittlinien einer Ebene 
mit einem Kegel § 71, 11. 12. 

Schnittpimkt von zwei Geraden § 18, 3. 
§ 19, 6. § 22, 7. § 24, 2. 7, von drei 
Geraden § 24, 4. 8, von drei Ebenen 
§ 45, 6. § 47, 8. § 51, 4. 10, von vier 
Ebenen § 51, 5. 10, einer Geraden und 
einer Ebene § 48, 11. § 59, 7; einer 
Geraden mit einer Kurve § 71, 10, mit 
einer Fläche § 72, 7. 

Schraubensinn, Begriff § 32, 7, eines 
Achsensjstems § 32, 8, eines Tetra- 
eders § 39, 1, zweier Geraden § 44, 3. 

Senkrechte Gerade § 13, 2. § 18, 2. § 35, 
2, -Ebenen § 42, 2. 

Sinus einer Ecke, Begriff § 82, 11, An- 
wendungen § 37, 3. 7. § 39, 6. 8. § 41, 
9. § 47, 9. 

Sphärisches Dreieck § 54, 6. 
SteUungskosinus einer Ebene § 41, 2. 
§ 42, 3. 

StrahlfGerade) , seine Gleichungen im 
Büschel § 2, 12. § 7, 3, in der Ebene 
in Punktkoordinaten § 16, 4. § 22, 2. 
§ 29, 2; im Bündel in Ebenenk. §49, 
8; im Räume in Punktk. § 43, 2—4. 
§ 48, 1, in Ebenenk. § 48, 1, in Linienk. 
§ 60, 3. 

Strahlbündel, Begriff § 49, 7 Gleichung 
§ 63, 3. § 58, 12, Parameterdarst. § 50, 
7. 9. § 53, 4. § 64, 3. 

Strahlbuschel, Begriff § 2, 3. § 18, 2 
(§ 71, 1. 5), Gleichung § 9, 1. 2. § 18, 7. 
§ 22, 10. 12. § 29, 8. § 49, 16. § 52, 11; 
Parameterdarst. in der Ebene § 20, 6. 
§ 22, 11. § 23, 5. 6. § 29, 9. § 30, 10, im 
Bündel § 49, 16. § 50, 13. § 64, 8, 
im Räume § 50, 12. § 52, 12. § 64, 5. 

Strahlgruppe n*^' Ordnung § 70, 4. 5, 
§ 71, 14. 15. 11.. 12. 
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StraMefücoordinaten § 48, 5. § 59, 1. 
Strahlfeld, Begriff § 49, 7, Gleichungen 

§ 58, 3. § 58, 12, Parameterdarst. § 50, 

5. § 53, 4. § 64, 3. 
Strecke^ Begriff §1,1, Länge, abs. od. 

relat. § 1, 2. 4, Addition §1,5. § 12, 

7. § 34, 5. 

Teilpunkt § 12, 9. § 20, 1. § 34, 7. § 46, 
1, 'Strahl § 13, 5. § 18, 4. § 35, 3, -ebene 
§ 42, 6. 

Teilungsverhältnis^ in Punktreihe § 3, 1, 
Strahlbüschel (Sinusverhältnis) § 4, 2, 
Ebenenbüschel § 42, 5. 

Tetra^derkoordinaten des Punktes und 
der Ebene § 67, 1. 3, der Geraden 
§ 59, 1. 

Transformation der gemeinen Koordi- 
naten in Punktreihe § 1, 10, im Strahl- 
büschel § 2. 10, in der Ebene § 14, 1—6. 
§ 21, 1—3, im Räume § 37, 1—7. § 45, 
10; der homogenen gemeinen E. in 
der Ebene § 23, 3, im Bündel § 50, 3, 
im Räume § 60, 1. 2; der Doppelver- 
hältnisk. § 6, 12; der Zweiecksk. § 8, 
1—6. § 64, 7, der Zweiflachsk. § 64, 7, 
der Dreiecksk. § 30, 1 — 8, der Drei- 
flachsk. § 64, 6, der Tetraederk. § 63, 
1—8. 

Transversalen von vier Geraden § 60, 6. 

Tran^sversdlensätze § 25, 5 — 9. 12. § 54, 
4. 8. § 56, 4. 7. § 62, 2. 

Umhüllende, umschriebene Develloppable 
§ 72, 3. 

Unendlich ferner Punkt , Begriff § 3, 4, 
Gleichung § 7, 3. § 20, 2. § 22, 5. § 47, 5 ; 
'ferne Gerade § 22, 5; -Ebene § 47, 
6; -Punktreihe § 22, 12. § 47, 13. 

Unterdeterminanten der Koordinaten von 
zwei Punkten oder Geraden § 24, 2. 
§ 29, 5, von drei Punkten oder Go- 
raden § 24, 4. 5. § 29, 10, von zwei 
Punkten oder Ebenen § 51, 2. § 58, 



5, drei P. o. E. § 51, 4. § 68, 7, vier 
P. 0. E. § 51, 5. 7. § 61, 2—4. 
Unvollständige Gleichu/ngen von Punkten 
§ 19, 5. §«22, 5. 9. § 29, 3. §47, 5. 10. 
§ 58, 8, Geraden § 16, 6. § 19, 5. §22, 
9. § 29, 3, Ebenen § 40, 6. § 47, 10. 
§ 58, 8, Kurven § 71, 14. 15, Flächen 
§ 72, 9. 10, Komplexen § 72, 13. 14. 

Verbindtmgsebene von drei Punkten 
§ 40, 1. § 40, 9 mit § 47, 9. § 46, 6. 
§ 47, 8, einer Geraden und eines 
Punktes § 43^ 9. § 48, 11. § 69, 7. 

Verbindungslinie von zwei Punkten § 16, 
3. § 16, 2 mit 22, 8. § 19, 6. § 22, 7. 
§ 24, 2. § 43, 4..§ 68, 5. 7, von drei 
Punkten § 24, 4. 

Vereinigte Lage von Punkt und Gerader 
in der Ebene § 19, 4. § 22. 4. § 29, 1, 
im Räume § 48, 8. § 59, 6; von Punkt 
und Ebene § 45, 5. § 47, 4. § 58, 1; 
von Gerader und Ebene im Bändel 
§ 49, 7. § 66, 6, im Räume § 48, 8. 
§ 59, 6; von zwei Geraden im Räume 
§ 44, 1. 2. § 48, 12. § 59, 8; von drei 
Geraden mit einem Punkt oder einer 
Ebene § 59, 12. 

Verhältniskoordinaten § 6, 1. 

Vollständiges Viereck und Vier seit § 27, 
1—7. 

Winkel zweier Geraden im Büschel § 2^ 
1—5, in der Ebene § 13, 1. § 18, 1, 
im Räume § 32, 1. § 35, 1; einer Ge* 
raden und einer Ebene § 32, 3. § 41, 
7; zweier Ebenen § 32, 6. 

Wiifücelfiäche, innere oder äußere § 4, 1. 
§ 18, 4. § 35, 3. 

Winkelraum, innerer oder äußerer §42, 4. 

Zenitdistanz § 33, 9. 

Zweiecks- und Zweiseitskoordinaten § 7^ 

5—7, Zweiflachsk. § 56, 1. 2. 
Zylinder § 71, 5. § 72, 5. 9. 



